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ПРЕДИСЛОВИЕ. 

Характерною чертою въ истори развит!я математики за поелд- 
нее столфт!е является все ярче и ярче обнаруживавтееся сознаше 
въ необходимости болфе строгаго логизеекаго обоенованя самыхъ 
ея началь. Спещально въ области оперировайя надь числами 
{зриеметика и алгебра) достаточио привести имена Ома, Грассмана, 
Шредера и, накоиень, Вейерштраеса, Г. Кантора, Дедекинда и Таи- 
неря, чтобы указать на главнфйпие этапы въ усифхахь снетемати- 
защи названной части математики. Результаты же, достигнутые 

математикою въ указанномъ направлени, не могуть быть игнори- 
руемы и при преподаван!и ея въ школв. Соглаесване съ ними того 
матер{ала общей ариеметики и алгебры 1), который принято про- 
ходить въ среднихь учебныхь заведеняхь у навь въ Росен, и при- 
епособлеше ихъ для цфлей школы и составляетъ задачу предлагае- 
мой книги. Оиа есть плодь долголтняго педагогнческаго опыта 
и многолётией работы по приведенпо въ строгую логическую связь 
названнаго матемала. Предпринять же такую работу мы сочли 
нужным потому, что являемея убЪжденнымь сторонникомъ того 

педагогическаго изправлешя, которое ечитаеть изилучшимь еред- 
ствомъ для прочнаго закрФилен1я въ памяти учениковъ того, что 
они изучають,— приведене сообщаемыхъ ученикамь знавй въ си- 
стему и выяснеше погнчеекой евязи между отдёльными частями 
преподаваемаго предмета. 

При соетавлети книга иами была принята во внимаше 
литература предмета, существующая на языкахь руескомъ, нфмец- 
комъ, французекомъ, итальянском и анг йекомъ, ио оказалось, 
что при этомъ и для самостоятельной творчеекой мысли оставалось 
мъето. 

Логическая ке евязь въ общей ариеметикВ и алгебр м%етами 
такого евойетва. что ‘мы врядь ли безъ основав!я могли опасаться, 
чтоири ежагомь нзвоженя она могла бы быть не совофмтъ правильно 
поията, бу другой егороны мы желали избфжать иеравномфриоети, 
и поэтому мы и излагаемь въ книг$ все съ Почти такою подробностью, 
которой долженъ придерживаться иа урокахь преподаватель. Но 

2) Мы здФсь придерживаемся терминоломи ыЪмецкихь математныовь, ко- 
торые собственно алгеброю называють только учен1е объ уравненяхъ. 
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мы полагаемъ, что для ученика эта особенность книги можеть быть 
только полезна, такъ какъ ему такнмь образомъ дается возможность 
найти въ ней еще разъ подробное объяснеше того, что было препо- 

дано на урокВ. Необходимо было, при такой подробности въ изло- 
жени, выдёлить особымъ шрифтомь и овобою нумеращею (чиела 
на поляхъ въ угловатыхъ скобкахъ) все то, что составляетъ наиваж- 
нЪишя звенья системы или важно въ какомъ-нибо другомь отно- 
шени и потому должно быть удержано памятью по возможности 
дословно. 

Едва ли нужно объяснять, что распредфляя  матераль 
въ систематичеекомь порядкз *), мы не могли имфть въ виду, чтобы 
еодержаше книги сообщалось ученикамь сразу же безь всякихь 
пронусковь. Такъ, напр., теоремы Т главы лучше будуть поняты 
учениками посл того, какъ они, путемь постепенной подготовки, 

будуть приведены къ сознанию необходимости въ доказательствахь, 
а, слБдовательно, и къ пониманю значеня этихъ теоремъ. 

Подобнымь образомь теоремы П главы могли бы быть даны 
‘ученикамъ сначала отчасти и безъ строгаго доказательства; & конець 

тлавы ХХ уже обработань въ такомь вид, чтобы въ ивучеше 
тлавы ХХИГ можно было вникать поотольку, поскольку это’ 
позволять умственный уровень класса и время: 

Таннери считаоть безусловно необходимыме, чтобы при пре- 
подаванци математики преподаватель никогда не скрывал» оть уче- 
никовъ, когда имъ по той или другой причин® допускается какой- 

либо пропускъ или какая - либо неточность. Позволяя ееб$ укаван- 
ныя выше облегченя, преподаватель, пользующийся предлагае- 
мымъ руководетвомъ, невольно выполняль бы упомянутое требо- 
ваше Таннери. 

Три части, изъ которыхь состоить эта книга, предетавляють 
в0бою такое распредёлене матер?ала, которое мы очитаемъ един- 
отвенно возможнымь въ систематическомь куреё элементарной 
алгебры. Оно очень обычно у нЪмецкихь математиковь и примВ- 
нено, напр., и Ф. Клейномъ въ его книгВ «Еешещаттаетай Е 
уош Вбнегеп Заа4рию е аиз>, вышедшей въ прошломъ году и ©0- 
ставляющей продолжен!е изданиой имъ и Шиммаковеь книги: 40а; 
шабВетай вене Оцетноне аи еп ВбНетеи Зеныеп». Будучи же та- 
кимъ систематичеекимь куреомъ, предлагаемое руководетво могло 
бы содержать учеше о функщовальной завиеимости только въ 
видВ особой части, которую мы и ие преминемъ еще присовокупить 
к нему въ олфдующемь издаши, ебли бы критики и коллеги при- 
знали его желательнымь. Но общая ариометика оть введения по- 

1) Во избъжаню недоразумЕй счнтаемъ необходимым 58! „ что 
«Вступленемь» должно быть только подготовлено понимание прии\деная ‘буквъ, 
и что только ©6 1 главы начинается сиотематичиекое изложен. собственно 
аривметики, 
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няня о функиии нисколько не выиграла бы нн въ ясности ни вь на- 
тлядности, Въ алгебр же (т.-е. въ учени объ уравнешяхь) до из- 
вфетной степени и можеть быть достигнута натдядность путемь 
примфненя графическаго способа изображеня функщИ, но въ наше 
время канъ-то етранно даже докавывать, что при первоначальномъ 
ознакомлени съ уравненями примфнене донятЁя о функцёт не- 
допустимо, такъ какъ вБдь въ большинетв® случаевь въ функши 
незавиеимую перемфнную должно представлять себф измфняю- 
щеюся непрерывно, а выраженте въ числахъ непрерывности дости- 
гаетея, какъ это выяснено знаменитыми изслфдовашями Дедекинда, 
только по введен иррашональныхь чиселъ. 

Но и в дидактической стороны мы ечитаемъ елишкомъ раннее 
ознакомлене учащихся въ поняфемь о функщональной завиен- 
моети опаснымъ: какь нельзя учнть буквенной ариеметикЪ (какъ 
она ни важна) до полнаго усвоеня ариеметики обыкновенной 
такь и понят!е о функши мы считаемъ неправильнымь давать уче: 
никамь до полнаго усвоешя ими другихъ болфе простыхъ понят. 
Свачала иесоходимо ознакомить ихъ ео статическою, такъ сказать 
чветью элементарной математики, & затфмь уже только допуетите 
и кинематическое пониман!е ея: сначала учапИйся долженъ основа. 
тельно освоиться со значенемъ буквы въ емыель произвольнаго 

числа, затёмь со значенемь ея въ смыелф числа неизвЪотнаго, 
н уже поел веего этого въ примфнентемъ ея и въ суыелв величины 
измёняющейся. Только при такой постепенности и можно ожидать 
‘оичетливаго усвоешя вехь этихь понят. 

Несмотря на все внимаще, съ которымь мы еоставляли эту 
книгу, недосмотры въ ней, конечио, возможны, и мы будемъ весьма 
признательны веякому, кто возьметь на себя трудъ еообщять намь 
© тВхь изь нихь, которые онъ зам тить. 

Сзитаемь своимь прятнымь долгомь выразить здфеь свою 
искреннюю и глубокую признательность веёмъ лицамъ, ие отказав- 
знимь намъ въ евоихь совБтахь и указавяхь илн содЪфйетвовавтихь 
изданию этой книги. ЖивЪишую биагодарность мы приноевимъ 
также гг. Дедекинду, Г. Кантору, Гмейнеру и 'ТаннерЕ зату большую 
нраветвенную поддержку, которую они намъ оказали своими от- 
вфтами из иаши письменные запросы. 

Изь очень многочисленныхь источниковъ, которыми мы, ноль- 
зовались при составлени книги, мы считаемь нужнымъ назвать 
слфдующе: 

Энциклопеймя натематическить наукъ, издаваемая, по поруче- 
но академий наукь въ ГеттинтевЪ, Лейнцигв, Мюнхень и ВЪнЪ, 
на нЕмецкомь языкё фирмою Тейбнерь и из французскомь фир- 
мою Готье-Вилларъ. 

БешашИ ев. Над@ниеь дег МаёпетайК. 
0. Бю№ пвЯ 7. А. бшешег. Тиеотемвене АтфгиейК. 
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(Юрьевъ, Лифл. г, поль 1919 г.). 



ВСТУПЛЕН!Е. 

Раземотриуь задачу: 

Еайти процентныя деньги съ капитала въ 600 рубней, отданнаго въ 

рреть на 8 года изь 4 процентовъ годовыхъ. 

Какъ извфетно, искомыя процевтныя деньги вычисляются дёйетваями, 

увазаиными слёдующимь выражещемь: 

4.600.2 

100 

Для вебхь задать, отличающихся оть разсмотрёиной лишь чнеловымя 
данными, отвфть получится нутемь выполневя въ томъ же порядк\ 
тЪхь же дйстыйЙ, которыя указаны вышеприведеннымь выражещенъ, 
т. е., всегда нужно будеть процентную таксу умножить на капиталъ, это 
произведен умножить на время, а новое произведене раздёлить на 100. 

Наглядифе это можно выразить такъ: 

п беньгы — Процентная п Пошел вре, 

руб. 

Еели же мы яведемъ сокращен я и напилемъ вм\®ото ежовъ «Проценитая 

такоа» букву Т, вмФето слова «Капиталь» букву Ё, вывею слова «Время» 
букву В и вывсто словь «Процентныя девьги» букъу №, те нравило ля 

вычнелен!я процентныхь денегь выразится еще проще тань: 

Ясно, что зяфеъ буквами П, К, В, Т обозначаются чжела, но чиоля 
веспредвлениы я, такь накъ каждая изъ этихь буквь можеть 

означать всякое число. 
Фа неопредфленных числа могли бы вотр®чаться 2ъ самой зздачВ; 

она могая бы, напр., ласёть: 
«Нан иронентныя деньхи съ капитала нь К рублей, отданнаго въ рость 

ва В лёть изь Р нроцентовь годовыхь». 

Рышить зе эту задачу снособомъ приведеня-къ единний олфловало бы 
слвдующимъ образомъ: 

Вафржимь Руноволетию алтебры, 
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Со 100 руб. получается въ 1 годь пронентныхь денегь Т руб., 
т 1 ь ть ь ‚о, 100 

р й ‚ т.й, Ут ь т.к 
ыы ы 10 ”’ 

.К.В к» 5» В ‚ ТЕ.В,. 
160 

Отвзть получился тоть же, который быль полученъь выше. 

И кань эту задачу, такъ и веякую другую можно рать, зам нивъ 

въ ней данныя числа буквами. И во всякомь такомъ случаЪ мы и отвёть 
нолучили бы не въ вид% н®котораго одредВлелнахо числа, а также въ вид 

нЪкотораго выраженя, въ которому буквы были бы соединены между собою 
знаками ариеметическихь дЪйсть!й. Смыелъь же такого отвфта былъ бы 

тоть, что онь Выражалъ бы общее правиле, указывающее, каюя дБйствя 

должно производить, чтобы найти мекомое чиело во велкой задач, отли- 

чающейея оть данной только данными числами. 

Всякое рашене такото вида называется общимь ръшенемь. Достаточно 
въ немь буквы замфнить данными въ казждомъ частномъ случа числами 

и выполнить указанныя дёйстьёя, чтобы получить рышеше и этого частнаго 
случая. Такъ, напр., ееля бы была дана задача, отличающаяся оть решенной 

Выше только тбмъ, что въ ней были бы даны процентная такса 6, кашиталь 

700 рублей н время 1} года, то процентных деньги оказались бы равными 
6.700. 117 
сн. т, е..83 рублямь. 

Но оказывается, что при рёшен задачъ въ неопредвленныхь числахь 

ис всегда бываеть достаточно ставить между пими, т.е. между буквами, 
знаки, тказываюные, вакя дёйстйя должно произвести, такъ какъ выра- 

женя, въ которыхь буквы соединены знаками д®йствь между собою яли 

также еще и съ опредфленными числами, допускають упрощешя я различ- 

ныя преобразовашя. Оказывается, что иногда бываеть необходимо. изелЪ- 
доваше, возможно ли вообще между двумя буквами поставить знакв какого- 
либо дЪйстья, наир., знакъ — между двумя буквами, когда вторая можеть 

означать н такое число, которое больше перваго. Оназывается, наконещь, 
необходимым строго провфренное, точное знаше тёжь законовь или пра- 
виль, которые должны быть соблюдены при производств д®йетьй, для 
ого, чтобы результаты не оказаниеь. неправильными (так; напр., недо- 

статочно пользоваться при умноженн правидомъ, что произведете не из- 

мфаяется оть изиБненя норадка множителей, а нужно выченять, почему 

это такъ бываеть, ‘ибо только кослё этого можеть сдФлаться очевиднымъ, 

что это всегда должно быть такх). 
Изь всего этого видно, что для получена общихь ранен задать 

необходимо 06обое умнъе производать дВйств!я надъ буквами м валь вы- 
раженями, въ которыхъ буквы соединены эндкамя дВйстыИЕ между собою 

вли же еще и сз опредфленными чнелами. 
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Такимь образомъ постепенно и создалась наука, называемая алгеброю 1). 

Вь ариометик® могуть разсматриваться всетда лишь частные случаи 
задачъ, Алгебра же, разоматривая дЪйстыя надъ буквами, изъ которыхь 

каждая можеть обозначать любов число, обдадаеть въ силу этого хмъ пре- 
имуществомь, что доказываеть правичьноеть пр!емовъ, примЪняемыхь 

при вычиеленяхъ для вс чиселъ вообще, а потому и для ветьхь однород- 

зыхь случаевъ заразъ. По той же причин она въ состоянёи строго доказы- 

вать также справедливость истинъ, касающихся самихь чиселъ. 

Для обозпаченя исопредфленныхт, чисеть въ алгебр® принято поль- 
зоваться малыми буквами латинскаго алфавита, хотя ничто не мЫтаеть 

прибфгать и къ другимь буквамь, наар., къ латинскимь прописвымь дли 
кт, греческими». 

Примфняють различныя буквы (а, Ъ, в, 9, вит. ц.}, чтобы указать, что 

обозначенныя ими числа между собою не равны (хотя въ частныхь случаях» 

они могуть быть и равными). Если же при какомъ-либо разсуждени тре- 

Фуется очень много буквъ, или желательно указать на какое-либо соотвт- 
«ты е можду числами, то приыфнлють буквы съ припиеанными справа внизу 
малевькими числами, которыя вазываются указателями, напр., &, а», 

у, и т. д.. Иногда же примфнаются для той же цъли знаки такого вида: 
2’, в’, а”, Ь’, г", 4" кт. д., т. е. буквы съ припиоаниыми оправа на верху 

ч«дною, двумя, тремя и т. д. черточками. 

Но есть часть алгебры, вь которой буквы примфняются еще и въ дру- 
томъ смыслв. а именно для обозначеня ‘исномыхь чисель, чисель хотя бы 

и опредвлевныхь, но пока еще нензвъетныхе. Дйств1я же надь буквами, 

овначающими неизвЪстныя числа, должны производиться не иначе, накъ 
= надь буквами, озкачающими числа неопредфленкыя, такь какъ, вфль, 

въ послЁднемь случа каждая буква мозжеть означать веякое число. 

Поэтому основою для всей алгебры являвтся та часть ея, которая ва- 
зываеей общею ариеметикою, и содержаве которой соста- 

вляеть слфдующее: 

1) выяснеше происхождешя ариометическихь дЪйстый н ихъ заниси- 

мости другь оть друга *); 
2) законы, относянцеся кь производетву этихъ дйствйй; 
3} постепенное расширеве понятия 9 числ; 
4} постепеннее растнирене нонятй о дёйстыяхь цослё воякаго вве- 

дешя новато рода чисель *}; 
и выфетЬ еб вефмъ этимъ: 
5) преобразоваше выражен, въ которыхь буквы соединены знаками 

дЪйстьй между еобою или же и съ опредбленными числами. 

2) Первые зачатьи алгебры можио обнаружить у математн новъ ХУ в ХУ 
стол И; отчетливЪе всего они андны у Вёзты СУзие, + 1603). 

2} При развит? ученя о нихъ оказалось нужнымь дёйствыя, разема тривае- 
мыя въ обыиновенной зриометикъ, дополнить еще н®которыми другими. 

3) Напр., распрострапеше поняйя объ умножении не дроби посл® введенря 
этихъ зиселъ. 

О 
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Другую часть алтебры составляеть учен1е о рф шен1и урав- 
нен1й и неравенствъ. Въ этой части разематриваются способы 

выражать при помощи равенствъ и неравенствъ условя задачъ, главным 

же образомъ способы находить язъ такихъ равенствъ и неразенетвъ иекомыя 

рёшешя. 
Въ нашей книг% эти части отдёлены одна оть другой. Но часто отдль- 

ныя главы второй изъ нахъ такимъ образомъ вставляются между соотвфт-. 

ствуюлщими главами общей ариометики, что соетавляють какъ бы прим$- 

неня предшествующихь главъ ея. 
Во второй части встрёчается столько трудностей, что является необхо- 

димою въ качеств продолжен:я начальной алгебры еще алгебра высшая. 

Въ начальной же разсматриваются, нажонець, еще всявя примфнетя 
дополнен! я, выборъ которымъ въ различныхь странахъ и различными 

авторами дфлается различный, при чемъ въ число ихь иногда вклочають 

и основныя лонятя изъ совершенно друтихь областей математики. 

Такъ какъ арнометическя дЪфйстьГя надь буквами представняютъ 

эъЪчто новое, то, приступая въ изучен ю алгебры. важно усвоить себ% ел®- 

дующее: 
1. Въ общей арножетик $ буквами обозначають 

неопред$ ленныя числа, т.е., буква можеть озиа- 

чать всякое число, но, конечно, только всякое цвлое число, 

нока рёчь идегь только о пфлыхь числахь, веякое цфлое часло или дробь. 

только посл введен дфйетвй наль дробяни, и т. д. *). 
П. Когда правильность пр:ема при производл- 

ств какого-либо дёйств1я разъяснена на не 

опред ленныхъ числахъ, то она доказана этимь 

неоспоримо вообще дяя веЪхъ такого же рода 

случаевъ и для вс хъ вообщечиселъ, хоторыя уже введены _ 

1) Кром вазваиныхь сущестяуеть еще нфеколько родовь чисел. 



ЧАСТЬ 1. 

Общая ариеметика. 

ГЛАВА Г. 

обиия понятя. 

$ 1. Математика. Алгебра есть часть математики. Математика же есть 
наука о величинахь. 

Нервое предетавлеше о томъ, чт означаеть «больше», «равняется», 
«меньше», п чтф называетсн ‹увеличенемь» и <уменьшенемъ», создается 

въ насъ при посредетв® нантяхь чувствъ. Все то, кь чему примнимы эти 

поняття, называется величиною. Величины еуть, напр.: объемы, 
площади, лини, углы, вЪеъ, время. Эти величины называются сплоне- 

ными. 
Особый родъ величины представляеть собрае одинаковыхь прер- 

метовъ или предметовъ, разсматриваемыхь нами какъ одиваковые, что 
указываетея обозначенемь ихь однимъ и тёмъ же словомъ. Такая нели- 
чипа называеся количествомт?. Въ протавоположноеть еплоше- 
ным величинамь количества называются величинами раздЪ льными. 

$ 8. Сравнеше количествъ. Чтобы сравнить количество съ другимь 

колячествомъ, можно отыфтить въ нихь по предмету въ каждомъ, затВмъ 

эпять рь каждомъ но предмету, и продолжать такъ, не возвращаясь ин 

къ одному изъ предметовь вновь, до тфхь порт, пока предметы одного ко- 
‚личества не будуть отмфчены всф. Еели ноелф этого въ другомь количеств 
также пе окажется не отифченныхь предметовъ, то количества называются 

равными; осли же вз этомъ послёднемь количеств не отмфченные еще 
предметы окажутея, то говорять, что оно больше перваго, первое ие меньше 

го, и что первое составляеть часть его. 

2) Этимъ словомь мы переводимъ ифмецкое слово «Меваь. Понят, обозна- 
чаямос имъ, такое основное, что во веякомъ языкЪ для него должно сушество- 
зать свое слово. Поэтому мы находимь неудьчными вотрёзаюцияея для него 
обозначеня «комплек» или «ансамбль». Доказательствомьъ правильности на- 
чыего перевода можеть послужить то, что во вобхъ, случаяхь, когдь мы гово- 
фимъ вколичество», въ нымецкомь язык правильно говорить «Мерае», 
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$3. Рядъ натурэльныхь чиееть. Но сразноше количествь можеть 

быть облегчено примзнещемь одного изъ важнёйшихь изобрётен!й чело- 

вфческаго ума, которое состонть въ слёдующемъ. 

Въ количествахь «яблоко и яблоко», «лошадь и лошадь», «столь И 

столь» есть нечто общее, для обозналеня чего говорять «иредметь и пред- 

мета»; но это общее выражають еще лучше, примфняя во веёхъ этихь 

случаяхь слово ‹два? и называя эти количества ‹два яблоках, «де зошади», 

«два стола», «два предмета». Такимъ же образомь выЪсто того, чтобы го- 

ворить «предметь и предметь и предмет», говорят «три яредмето», 

выВото--<иредметь и предметь и предметь и предмет», говорять «четыре 

предмета» и т. д. Расниряя поняще о козичествф, и всяюй отдЪльный. 

предыеть иногда бываеть удобно разсматривать какь количество, и въ 
такомъ случаЪ говорять про «одинъ предметъ». 

Если мы, обозрЪвая количество, отм$чаемъ предметь за предмегомь 

и произносимь при этомъ; одинь иредметь, два предмета, три предмета. 
ит. д., или записываемь зпаки, существующие для словъ одинъ, дна, три 
ит. д., то товорять, что мы считаемъ этн предметы. Вывст же въ 

нонятемь о счетВ создается и первоначальное понят!е о чиел®. Считая: 

1, 2, 3, 4, 5,... ит. д., 

мы получаемь рядъ натуральныхь чиселъ, который можеть 

быть продолженъ безь конца. 

Считаемые предметы называются единицами. Сосчитавь ве 

предметы количества, мы получаемь число, соотеътетвующее этому коли- 
честву, или, другими словами, узнаемъ число единиць въ этомъ количеетв$. 
Равныя количества содержать одно и то же чиело предметовъ, вмВото 

чего можно также сказать, что равнымъ количествамь соотвфтСтвують 
фавныя числа. Вели же количества не равны, то и числа имъ соотв тотвуютъ, 

не равныя. 

Такъ создаютея первоначальныя поняты о равныхь и неравньеь. 

чиснахь (пока только такихъ, которыя кринадлежать къ натуральному 
ряду) 1): 

Равными называются числа, которыя соотв т- 
ствуютъ равнымъ количествамъ. 

Изъ двухъ чисель называется то большииъ, 

которое соотвётствуеть большему количеству, 
и то меньшимъ, которое соотв тствуеть мень 
шему количеству. 

Если вифет® съ числомъь упоминается назваше предметовъ, которые 
считались, то такое чнело называется предметным или име- 
нованнымь, ебли же чнело не сопровождается налвашемъ предме- 
тов (и это назваые даже ие подразум® вается), то оно называется отв е- 

ченяымъ. 

1) При веяномъ расышрев:и поняця о числ должно быть опрадвяяемо, что 
слёдуеть повимать подъ равными н неравными числами въ новой обльстн,чисель. 
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$4. Сравнене везичиюъ. Сплошныя зеличины .мотуть часто быть 
сравниваемы между собою непосредственно. Такь, напр.» прямыя лин 
можно съ пзлью сравненя накладывать.одну на другую танъ, чтобы одинъ 

конець одной совпадаль съ однимь кондомъ другой. Если при; этомъ совиа- 
дуть и оба друМе конца этихь лин, то он равны, если же ныть, то не 

совпавиий конець одной окажется между кояцами друтой. Эта друтая 

такимъ образомь окажется состоящею изъ отр%зна, равнато первой лини, 

и еще одного отрзка. Нро нее говорять, что она больше первой, про пер- 

вую же, что она меныве друтой и есть часть ея. 

Подобнымь же образомъь могуть быть. сравниваемы между собою и 
другя внлошныя величины. Ео очень часто этоть словобь не примёнимъ 

вли неудобенъ. Въ такихь елучаяхь примняють` чиста и для этого сраз- 

вене сплошныхь величинь сводять къ сравкенцо количествъ при посред- 
ств према, который называется намфренемъ и который еостоить въ томъ; 

что сраввиваемыя величины представняють состоящими изь одинаковыхь 
застей (при чемь иногда бываеть необходимо одну чаеть взять меньше 

остальныхь) и посл опредБленя числа частей въ каждой изь нихъ сравни- 

вають между собою эти числа *). 

Во всем® изложенномь до сихъ поръ числа какъ бы противопоставля- 
зясь зеличинамь; но, согласно даяному въ $ 1 опредфленю величины, 

они и сами такс должны считаться величинами, 

$5. Математичееня предложевя. Въ математинь, въ частности и въ 

алгебрз, принято выражать обнаруживаемыя и изучаемыя въ ней истины 

въ сжатой и легко заноминающейся форм®. Формулированных такимь 

образомь истины называются ипредложен1ями. 

Разъясненя, въ какомъ смысл предпохатается иримфнаять разематри- 

ваемыя иля вводимыя вновь нонятёя, называются опред В лен1 ями. 
Предпожещя, справедливость которыхь признается безъ докаватель- 

етва, называются акстомами. 
Предложевя, которыхь справедливость можеть быть доказана, идвы- 

ваются теоремаими. 

Теорема, вытекающая непосредетвенно изъ опред®нещя казого-либо 

поняйя или обизруживающаяея при доказательств друтой теоремы, 

называется ел ® детвтемът. 

$6. Соетавь математическаго предложены. Содержаше всякато 
математическато предложен:я (теоремы, слёдетан, аксюмы) должно со- 

стоять изъ 2 частей: 1} указанйя того, © какихь понямяхь вли величинахь 

въ немь идеть рёчь и что о нихь предполатается, и 3) указаня того, что 

нри названномь предноложеня (или валванныхь предиоложешяхь) отно- 

сительно ихь утверждается. 

Сообразно съ этимъ, для болфе ‘отчегливаго указашя предстанщей 

задачи, доказательству тебремы предиосылають иногда въ расчлененномъ 

видЬ названныя 2 части. Такъ будемь дёлать обыкновенно ‘и мы, и будеиь 

3) Подробности этого пыема равсматриваютоя поздиЪе ($$ 488—474). 
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при`этомь называть ‘первую часть предиоложентемъ, вторую— 
утверждентемъ. 

$7. Основвыя кредложешя о равныхь величинахь *), 

1. Аквеюма. Веякую величину можно зам нить 

равною ей. 

Ша. Ошюдваене. Замзна величины равною ей 

называется подстановною. 
Знакъ = обозначаеть равняется». 
Знакъ >> обозвачаеть «больше». 

Знакъ < обозначаеть «меньше». 
Знакъ 5 обозначаеть «не равняется». 
ТУ. Фпредблене. Выраженное при номощи знака — 

сообщен1е о томъ, что дв величины равны между 
собою (или требован1е того, чтобы дв величины 

были равными другъ другу) *), называется равен- 
етвомь, величины же эти — частями сего. 

Гуа. ОпредВлене. Выраженное при помощи знака >> 

или < сообщенте о томъ, что изъ двухъ величинъ 

одна больше другой (или требован{е того, чтобы 

изъ двухтъ величннъ одна была больше другой) 3). 

пазывается еравенетвомь, величипы же эти частями 
его. 

Такь въ равенетв» а=ь 

и ноеравенствахь а>ь 
и а<ь 

« лфвая или первая часть ихъ, В правая или вторая. 

У. Теорема. Части равенства могутъ быть за- 

мфнены одна другою. 

Предположеще: 
в— 

Утверждаем: 
$—а 

Доказательство: 
Въ лЁвой частая равенетва 

а=а, 

хоторое фазумЪется само собою, мы на основаши предположешя можейъ. 
по аксомБ НТ, подставить Ь вмЪото а. Посл такой подстановки похлу- 

зается: ” 
ф=в, 

то есть, оказывается справедливымь то, что требовалось дойазать. 

+) Предложен:я ИЁ-УИ, равно нань и поздифе теорема "РИ, относятбя не 
только ко зелкаго рода числамъ, но и вообще къ величинамъ. 

*) О равенотвахь н неравенствахь посл®дьяго рода подробно ‘козофится 
по И части. 
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УГ. Теорема. ДвБ величины, порознь равныя 

третьей, равны между вобою. 

Предположенще: 

н 
Утверждаемь: 

Доказательство: 
Если {предяоложене) 

а=е 
я =, 

то, по аксюмв И, въ первомь равенств® можно величину с замВнить ве- 

личиною $, посл чего и получается равенство: 

а. 
которое требоваловь доказать. 

$ 8. Знаки дЪйетвШ, выражене, скобки. Знаки, служаше для 

указаюя, кань изъ двухь или нФеколькихь чиселъ должно образоваться 

новое число, называются знаками дЪйетвШ. Числа, соединенныя знаками 

Вст между собою, составлнють выражен!е. Выражене не 

‘только указываеть Фйств!я, которыя сл®дуеть произвести, но обозва- 

чаеть также и число, которое должно получиться оть этихъ дфйствй. 
Если выражеше нужно соединить знакомъ дЪЙствя съ новымъ числомъ, 

то это выражене заключають въ скобки. 
Примфчаню. Въ кавихь случаяхь, на основан соглашешя, скобки 

пускаются, это будеть видно изъ смысла выражен, которыя будуть 

разематриваться, и будеть, кромё того, выражено въ видВ особато пра- 

вила въ $ 115. 

$9. Общий заковь, относзщшея къ одинаковымь действ ыиь вадъ 

равными зеличинами. - 

Теорема. Если къ равнымь велачивамь прибавимъ поровну, то но- 

лучимь величины равныя. 

Предположеще: 

Утверждаемь: 

Доказательство: 
Въ правой части равенства 

ас 

которое разумфетсл само вобою, зы, ло актом ПТ, можемь подставить О 

выфето а и 4 выБето е, такь какь по предположению а-=ф и с-=4. 

Посав же такой подстановки оказывается, что и въ самомь дЪлЬ 

а--е=5-44. 
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Совершенно такимь же обравомъ доказываются теоремы: 

а) Если огь равныхь величинь отнимемъ поровну, то получимъ вели- 

чины равныя. 
6) Если равныя величины умножимъ на равныя 1), то нолучимь ве- 

личины равныя. 
в) Нели равныя величины раздфлимь ва равныя, то получимъ вели- 

чины равный. 
Итд. 
Вс оти теоремы можно выразить вм№стВ слёдующимъ образомъ: 
УН. Теорема. Если равныя величины соединимъ 

съ равными одними и тфын же дйств1ями и въ 
олномъ и томъ же порядк%, то нполучимъ величины 

раныя 

ГЛАВА Н. 

Прямыя дъйетв|я. 

$ 10. Сложеще. Изъ поняпя о прибавлени или приеоединени одиого 

предмета къ другому въ насъ создается повяте о математичеекомь 
сложены. Если, напр., прибавить нь вод, находящейся въ одвомъ сосудф, 

воду изъ крутого, то поел этого нолучится въ первомъ изъ нихъ въ одномъ 

мЪетБ воды и по объему и по весу столько же, сколько ея было прежде 

эъ двухь мёстахь. Ровый объемь называется суммою прежвихь двухь 

объемовъ, новый вфоъ-—суммою прежнияхь двухь вфеовь. Притомъ вся- 

кимъ признается за истину, пе подлежащую никакому сомнЪн!ю, что какъ 
сумма объемовъ, тажь и сумма вфеовъ получилась бы та же, если бы вода 

была перелита изъ нервато сосуда во второй. Такимъ же образомь въ гео- 

метри признаетея, что результать сложеюшя лин или площадей, произ- 

водимаго построенемъ, получается всегда одинь и тоть же, въ какомь бы 

порядк это сложеше ни производилось. 
Поняме о саожеши величинь звяяется такимь обравомъ однимъ изъ 

первоначальныхь, разно какъ таковою же и та истина, что результать 
сложешя не зависить оть порядка, въ которомъ оно производите. 

Изь сказаннаго слФдуеть, что какими бы числами ни выражались 
величины, сложеше этихь чисель должно считать возможнымь, и что 
только вь такомъ случа эти числа будуть удовлетворять своему назна- 
чению, если результать и ихь сложения ве будеть зависть оть порядка, 
въ которожь оно будеть производиться. 

Все учен1е о сложен!и чиселъь береть свое 

начало отъ понят1я © счет%. Чтобы узнать, нацр., маное 

3) Понимать нужно, конечно, тавёя величины, на которы можно множсить, 
т. ©. чиела. 
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чнело получится оть еложешя 3 и 5, мы кладемь рядомь 3 какяхъ-либо 
предыета и 5 такихъ же предметовъ к считаемъ, а результать этого счета 
запоминаемь, нань и результаты воёхь простёйшихь, основныхь слу- 

чаевь сложеня. 

Опредфлене сложен1я (какъ и остальныхь такъ называеинхъ прямыхь 

дьйствй). должно быть дахо сначала для чисель натуральнато ряда, а 

затвыъ уже поздние и для прутихь чисель по м6рё того, какъ они будуть 
зводиться. 

Опредвлене. Сложен+е есть д йетвте, поесред- 

етвомъ котораго по нфонолькимъ даннымъ чис- 

ламъ отыскивается новое число, содержащее 
столько же единиць сколько содержать еди- 
пичЪ веЪф данныя числа вм фет5. 

$ 11. Слагаемыя, сумма. Числа, которыя слёдуеть сложить, 

называются, какъ извфотно, слагаемыми, Но было бы логичиве; 

сл@дуя примёру нёмецкихь математиковъ, называть ихъ первоначально, 
пока не доказана теорема 3, одно увеличиваемымь, & другое прибавалемымь. 

Результать, получаемый оть сложеня, называется сумнон. 

Чтобы выразить, что требуется сложить чиела а и Ъ, пишуть такъ: 

в-5- 

Но тань какь числа а и $ неопредфленныя, то и результать этого сло- 

жещя пишется: а--5. Поэтому и выражене 4-6 вазываетея суммою, 

$ 12. Неовавиенмость велячины суммы оть порядка сзагаемыхъ. 

Названная истина справедлива, какъ мы постепенно убфдимся, для вежхъ 

родовъ чнсель, каые существують. Ноэтому мы теорему, выражающую 

вс, формулируемь, не упоминая, для какихь именно чисель она дВйстви- 
тельна, хотя мы ее доказать можемь теперь только для чисель натураль- 
лато ряда; и такого же правила мы будемь придерживаться и виредь пря 
формулировани предложенй. 

Теорема. Отъ перемфны порядка елагаемыхь ве- 

личина суммы не изм няется'). 

Утверждаемь: 
а-Рь=Ф-Ра 

а-Б-е=а фе = -а-Ре= ит. д.. 

Доказательство. 

Число а--Ь воотвфтствуеть количеству, которое получается оть соеди- 

неня вь одио тЪхь количеетвь, которымь соотвётотвують числа а и $. 

Оть котораго бы изъ прелметовъ, составляющихь названныя количества, 

мы ни начали считать совокупность вобхь этихь предмегозъ, число должно 

получиться всегда одно и 10 же, такъ какь составъ ея при этомъ вдь че 

иамфияется. 

э ̀ Перемфотительный или коммутатнвный занонъ сложенЕя- 
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А такь кахь сказанное остается въ сил для всякаго числа слагаемыхъ, 
то изь этого и сл$дуеть справедливость теоремы для всякаго числа сла- 

гаемыхъ. 
$13. Умножене. Въ томь частномъ случаВ, когда вс слагаемыя 

равны между собою, оть сложешя производитея новое дВйств1е—умно- 

женте. Если, напр., требуется произвести оложене а-а-ра--а, то 
вмото этого питуть 4. а и говорятъ, что требуется найти, чему равняется 
4 раза а, или что требуется а умножить на 4. Для чисель натуральнаго 
ряда опредфлене умножен\я гласитъ: 

Опредфлене. Умножить а на м значитъ найти, 

чему равняется сумма и слагаемыхь а. 
Повторяющееся слатаемое (а) называется теперь множимымъ, 

число же (»), ноказывающее, сколько разъ это слагаемое повторяется 

называется множителемъ. Результать умножещя называется п р о- 
низведентемъ. 

Чтобы выразить, что требуетея умножить а на п, нищуть; 

пха или п.а или па"). 

Но такь канъ числа а и п яеопредфлениыя, то такимъ же образомь 
пишетея и результать этого дЪйствзя. Поэтому и выражене п.@ назы- 

ваотоя произведешемъ. 

По поводу приведевнато выше хретьяго способа указанян нреднисан- 
наго умножешя должно замЪтить, что в» алеебрь знать умноженя передь 

буквами и передз скобками обыкновенно не тлииетея, такъ что, напр., выра- 

женя 4а, а(5-е) и (2-Е-5а) означають 4. а, в. (5-6) я 71. (245.а). 
$ 14. Независимость везичнны произведен!я оть порядка сомножи- 

телей. Нроизведене 3.5 можно представить въ слфлующемь видь: 

ГЕЕЕТ 

ГЕЕЕТ 

ТЕГЕТГУ 

Изображенное здЪеь количество единиць расположено такъ, что мы 
нифемъ 3 горизонтальныхь ряла шо 5 едвниць въ каждомъ (3.5) и въ 

то же время 5 вертикальныхь столбщовъ по 3 единицы въ каждомъ (5 . 3). 
Сяёдовательно: 

3 =5.3. 

Такииъ же образомъ можеть быть изображено произведеще какихь 

угодно лвухь ватуральныхь чивель. А изъ этого слфдуёть, чо вообще 
получяется тотъ же результатъ умноженая, если 
множимое дфлается множителемъ, а множитель 
хножинымъ, те. что Бега 

аъ а. 

3) ЭЗнакъ для умноженя х впервые вотрьчается у англичанина Опевыей'8 въ 
его кннРЬ Суб ваешаев, напечатанной въ 1881 г.; точка въ качесть® Знака 
умножешя въ первый разъ вотрёчается въ 1698 г. у Лейбнияа, но распростра- 
нене получила чрезъ учебники Хрнетана Вольфа въ вачал& ХМ етольтя. 
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На этомъ основания множимое и множитель получають общее назван: 

ихь называють сомножителями или производителями 
или нроето обоихь множителями. 

Сообразно еъ этимь мы будемъ въ соотьтотвующихь случаях го- 

ворить 0 перемноокени чисель между собою, вмфото того, чтобы говорить, 
что одно число умножается на друтое, 

Доказанная же здЪеь пезависимость величины произведеня двуть 

сомножителей оть порядка ихь есть частный случай слфдующей болфе 

общей истины: 

Теорема. Отъ перемфнпы порядка сомножителей 
величина произведенуя не изм $ няетея\). 

Доказательство. 

Чтобы выразить, что произведее чисель Би с слблуеть еще умно- 

экиТЬь на а, ПИШУТЬ такъ; 

а(ъе}, 

при чемь скобки указывають, что сначала нужно перемножить между 
собою числа Ъ и с, а затЬмъ уже полученный результать умножить на а. 

ТРредставивь преизведене а(5с) въ сиздующемь вид: 

а столбцовъ 

ееет... ев 
еече+ ... + 

$ строкь 

о-е+е4 1+6 
мы уб®ждаемся, что 

а (ве) (ас). 

Такимъ же образомь можеть быгь доказано. что 

а(бе)==о(аф). 
А тавъ какь выше уже было доказано, что 

то должно быть: 

а(ъе) (66) -=Кае)-= са) =6(о) оба) = (ода (за (абв (ау — 
= (6) = (фБае. 

Такъ оказывается, что величина, произвеленя трехь чисель остаетея 

одною и тою же, въ какомъ бы порядкВ ни производилось умножеще 

А поэтому мы имфемъ право нисать и безъ скобокъ: 

вреде фас Бед==оа — 69а. 

1) Перемфетитеньный или коимутативный зажонъ умно- 

женя. 
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Поставивъ въ предпослднемь ряд равенствъ вездё сЯ вм%ото с и 

переставляя затфмъ въ скобкахь сомножителей между с0б0ю, а также 

жежду собою сомножителей ви® скобокъ и сомножителей, выражаемыхт 

каждою парою скобокь, мы убЪждаемся, что величина произведеня м че- 

тырехь чисель остается одною и тою же, въ какомь бы порядк® ни произ- 

водилось умножене. 

Такимь же образомь, какимь мы перешли оть произведеюя трехь 
еомножителей къ произведеншю четырехъь, можно перейти оть четырехь 
сомножнтелей къ пяти, оть нихь кь шести сомножителямь и т. д. безъ 
конца. . 

Изъ этого и видно, что величина произведентя всякаго числа сомножи- 
теней не измфняется оть перембны порядка сомножителен, другими ело- 
вами, не зависить оть порядка, въ которомъ производятся умноженя. 

$15. Коэффишенть, Если вь произведени ветрфчаются сомножи- 
телями опредёленныя числа, то ихъ можно, по предыдущей теорем, пере- 

ставить такь, чтобы они пришлись вс рядомъ, и затбмь перемкожить 
ихь. Такимъ образомь всегда можеть быть достигнуто, чтобы въ произ- 

веденш быль только одинъ опредлфленный сомножитель. Обыкновенно 
онъ пишется впереди другихь сомпожителей и въ такомъ случа полу- 
чаеть 060бое назван1е: 

Опредёлене. Если въ произведен!1и среди со- 
маожителей одинъ — опред ленное число и еелн 
онъ притомъ поставленъ впереди другихт, то 
его называютъ коэффиц!ентомъ!). 

Еапр., въ произведетяхь Забе, Трх, 24(а--45т) сомножители 3, Ти 2 
суть коэффищенты; въ послфднемъь же выражен тремй сомиожитель— 

сумма, въ которой второе слатаемое есть произведен:е съ козффищентомъ 4. 

$ 16. Возвышеню въ етенень. Въ томь частномь случаЪ, когда ве 

сомиожители равны между собою, оть умножешя производится новое 
дист возвышен{е въ стенень (или возведен! е въ 

степень или потенцированте). Еели, напр., требуется про- 

извести умножеше а.а.а.а.а, то вмфето этого пишуть а? и говорять, 

=) Со вбениь въ переводь овначаеть сопроизводитель (еНееть-4вефг=кпронзво- 
дитель). По смыслу слова термины «сомножитель» (или «производитель») и «козф- 
фицтенть» елфдовало бы примфнять такъ: а и фсуть сомножители или произво“ 
дители (факторы) произведеня в 8, при этомъ а коэффиценть чнеда в, коэф- 
фицтенть чиола а, вообще каждый изъ сомножителей произведен:я коэффииевть 
остальныхъ. Такъ слово коэффиденть и опредляется ифкоторыми математиками. 
Но установился обычай, во которому это обозиачене примфниетса только къ 
тому сайножителю, который по своимъ качествамь отличается ть пругихъ: 
козффииентомъ иазывають опредьленнаго (чнеленнаго) сомножителя среди неопре- 
Отленныеь (буквенныхь) извъслуцаго среды меизтьстныхь, неизм%няюшегося [10= 
стояняаго} сред перемънныхь, при чемЪъ отлич{е его отЪ другихъ отыфчаетоя во 
воъхь отихь случаяхь ее тьмъ, что эго ставять впереди другихъ, а зъ паолфд- 
них двухъ случаяхъ обыкновеныо едге тВмъ, что его обозначають пермыми бук- 

вами алфавита, а неизвзотныя и леремънныя величины послёдними. 
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что требуется « возвысить вь 5-ую степень, иди а возвести въ 5-ую сте- 
мень, или а потенцировать ва 5. Основное опредфленще этого новато дЪй- 
етея глаеить: 

Опредфлене. Возвысить а въ и-ую степень (или 
потенцировать а на я) значить найти, чему рав- 
няется произведен1е п сомножителей а. 

Цовторяюшайся сомножитель (в) называется теперь эсновзнтемъ, 

число же (п), показывающее, сколько разъ этоть сомножитель повторяется, 
называется показатенемъ. Результать возвышеня въ степень 
называется степенью. 

Чтобы выразить, что требуется возвысить а вЪ п-ую степень, пингуть 

а" 1). Но такъ какь а и п числа иеопредьленныя, то такямъ же образомъ 

пинется и результать этого дЪйств:я. Поэтому п выражен эп иазы- 

ззетея степенью, 

а? читають также «а въ квадратв» или «а—квадратъ», аз читаютъ также 
жа вЪ куб» или ‹а—кубъ»; 4-зя степень называется также биквадратомь. 

$17, Сложен е вуммъ. 

Теорема. Чтобы еложить число съ суммою, 

можно сложить его съ однимъ изъ ел елагаемыхъ, 
результать со вторымъ, новый результать съ 
третьимъ н т. д. до поеслёдинаго). 

Док. Положим, что сложить пужно число а сь суммою чисель 
Ф-е-а-+... в. 

Но теорем 8 можно сначала выполнить сложеше послФдвихь чиселъ 

эъ произвольномъ порядк$ и затВыь къ этому результату прибавить в. 

Но такое вычислеще ничбмъ не отличается оть еложешя, предписываемаго 
выраженемь: $-|-с--4>р...|-п--а, въ которомь, по той же названиой тео- 
рем, а можеть занать и всякое другое мёото, напр., и первое. 

А изъ этого и елфдуеть енравелливость теоремы. 

Опуская въ правой части равенства скобки для указаня того, что сла- 

таемыя данной суммы можно прибавлять зъ произвольномъ порядк®, мы 
доказанную теорему можемъ выразить въ знакахь слёдующимь образомь: 

аа... туне еее... м... 
Отеюда же по теоремЪ У слвдуеть, что должно быть также: 

а-Ь-Ре--а-+... та-ф-реа-...в). 

А это поелфанее разенство выражаеть сяфкующее правило: 

бфдетвю. Если нужно прибавить чиело, кь результату второе 

число, кь этому результату третье и т. д., то выфето этого можно прибавить 

сумму этихь чисель. 

1) Гезоайев (Овотеьче. 1687 г.) установиль этоть способ» изображеня степени. 

3 Сочетательный или зссоутативный законъ сложен я. 
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® Теорема. Суммы слагають, соединяя в66 ихъ 
— слагаеныя въ одну сумму. 

Док. Положимъ, что требуется сложить суммы аси Г-тя-р. 

Примфняя теоремы ? н 8 въ указываемомь порядк®, мы имфемъ: 

(@ь--о-а--т--и+ р) 
= (ао) ННЕт-Еи-р [7] 
НЕт-ри-р-(@а-В5-+о) [2] 
эти рев --6--с ] 

а -е- тр [2]. 
Такимь же образомь теорема доказывается для всакаго числа суммъ, 

а также для случая, когда слагаются суммы и отдВльныя числа. 

СтБдетве 1. Суммы и отдфльныя числа слагають, соединяя эти числа, 

и вс слагаемыя суммы въ одну сумму. 

Примбуъ. 

{а- Б-Р ф-ЕФ=а Рефери -Рр-4. 

'Изь послФдней теоремы и слфдетв!я изъ нея елфдуеть еще, но тео- 

ремз У: 

® СтВдетые 2. Въ сумм можно слатаемыя разби- 
вать на как1я угодно группы. 

$ 18. Умножен1е произведен. 
„— 
ща Теорена. Чтобы перемножить число съ провз- 

ведентемъ, можно перемножить его съ однимъ 
изъ его сомножителей, результать ео вторымъ, 
новый результать съ третьимъ и т. д. до нося д- 

НЯРО'). 

Док. Положимьъ, что перемножить нужно число а съ произведещемъ 

чисельф.с.4..... п. По теоремВ 4 можно сначала выполнить умножене 
поелфднихь чисель въ произвольномъ норядкВ и затЁмь умножить другь 

на друта этоть результать и число а. Ео такое вычислене ничфмъ не отли- 

чается огь умножешя, преднисываемаго выраженемь $.с.@.,...п.а, 
зъ которомь, по той же названной теоремв, а можеть занять и всякое дру- 
тое мото, нанр., и мервое. 

А изъ этого и слФдуеть справедзивость теоремы. 

Онуская въ правой части равенства скобки для указанфя того, что 
на сомножителей произведеня ножно умножать въ произвожьномъ порядеЗ, 
мы доказанную теорему можемъ выразить въ энакахь еп дующимъ образомъ: 

а(524 ... п)дей ... в. 

1) Сочетательный или. ассоц! тинный залить умноженя. 
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Отсюда же по теоремВ У слфдуеть, что должно быть также: 

афед.: пас. м). 

А это послфднее равенство выражаеть слёдующее правило: 

Сяъдетье. Воли пужно умножить ва число, результать на второе 
число, этоть результать на третье и т. д., то вмфето отого можно умножить 
на произведене этихъ чиселъ. 

Теорема. Произведен1я умножають другъ НА 

друга, соединяя веЪхъ нхъ сохно жителей въ одно 
произведен: е. 

Док. Положимь, что требуется умножить другь на друга произве- 
дея ас ин Ьитр. Нрим®вяя теоремы 1 п 4 въ указываемомъ порядкВ, 

мы имемь: 

(обоьтр) (аборт т 
= ипир(абе) (4 
= фитрафе пи 
эхафеттир . . [4]. 

Такимь же образомь теорема доказывается для всякаго числа-вро- 
ивведенй, а также для случая, когда перемножаются произведевщя и от- 
дёльныя числа. 

Слфдетвю 1. Произведен я и отдфльныя числа умножають друть на 

друга, соединяя эти числа и вефхъ сомножителей произведен эъ одно 

произведеще. 

Примфры. 

№) (тира) = оста 

2) (бабе) (аа? (ав*в) = 
5.4.0. а.6.. м. се 
20, ааа. аа... ЪЪЪЬ. БЫВЬ „с. сс == 

20аааваа ЪЪБЪБЪЪЬЬссс-= 
Эпо’Ь СР. 

Изь посл дней теоремы и сибдетвия изъ нея слЪдуеть еще, по теорем \: 

СяБдетые 8. Въ произведен!1и можно сомиожите- 

лей разбивать на какёя угодно группы. 

$19. Умнюжные суммы. 

Феориа. Чтобы умножить другъ на друга сум- 
му м какое-либо число, можно неремножить ето 
съ важдымъ изъ ея слагаемыхьъ и эти ироизведе- 
н1я сложить\). 

1) Распредёлительный или дистрибутивный законъ умно- 
жения. 

Выртоьь. Рукозодотво влгебры.. 2 
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Ут. ра. +®= 

{а--Ь-...Нп)реера- р +... рп. 

Док. По опредъленю умкоженя {3) и по теорем% 2 мы имфемъ: 

е-чнь+... и =а +... 4% 

а... 
а-Ъ-... ы 
д Е 

5 
А > 

ачь+... м 

==ра +... рт, } 
такъ какъ въ разибщенной въ ретрокахь суммЪ мы имЪфемь р елагаемыхъ а. 

р слагаемыхь $ ит. д., и, наконець, р слагаемыхъ п. 

По теоремЪ же 4 должно быть также: 

{е-ь--.. -р=ар-ЕФр--. . Ри. 

А то и другое и требовалось доказать. 

$ 20. Умножене степеней еъ одинзковыми основаями. Реобходимо 

уже теперь познакомиться съ предложешемь (ср. ирим®ръ 2 въ $ 18), но- 
торое позднфе (въ $ 121) будеть раземотрЪно еще подробн%е: 

Теорема. Стенени съ одинаковыми основаниями 

умножаютъ, слагая ихъ показателей 1). 

„Утв. а. або. 

Док. По опредьленню 6 и по теорем 18 мы имфемъ: 

и =а.а.а.....в.а.а.а.....а 

р сомножителей 4 сомножителей 
ЫЪ 

всего (р-+4) сомножителей 

2 @Р+9. 

Такъжетеорема доназываетсяи длявсякато большагочисла сомножителей. 

$ 21. Нерзвое расширен понятёя о стенени. Но опредфленю 6 етевень 

съ показателемь 1 не инфеть никакого смысла. ‚ о если мы при умножения 
па @ (а впосл®детыв мы убъдимся, что и при производств% другихь дЪй- 
ств й) какой-либо степени числа а вмфсто а будемъ нисать а’ и. съ этиМмь 

зыражещемь будемь обращаться накъ во степенью, то всегда получатся 

вЪрные результаты. Поэтому поняз{е о степени раепиряется, и вводятея 

въ указаниомь выше смысл степени съ показателемъ 1. 

Фпредьлене. Подъ 1ю степенью числа должно 
лонимать само это число: 

аа. 

1) Эта формулировка теоремы не точна, но удобна для запоминания. Бполя® 

точно это предложеше можно было бы выразить ташь: 
Произоедене степеней съ одинаковыми обноветямы равняетсв степень съ тьмь 

эше основищемь в покизателемь раенымь сумм почазатеден вотхгь сомнорилинелей. 
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ГЛАВА Ш. 

ВычитанЕе. 

$22. Проясхождене вычитаны. Задача, состоящая въ требовани 
по даннымъ сумм и одному слатаемому найти другое слагаемое, приводить 
иъ.новому дЪйствно — вычитаню. 

Фпредленю. Вычесть число В изъ числа азначить 

найти такое число, которое, будучи сложено съ, 

даст а. 

Чтобы выразить, что требуется вычесть 5 изъ а, пишуть такъ: 

а. 
Число, изъ котораго вычитають (а), называется уменьшаемымъ, 

число, которое требуется вычесть (5), называется вычитаемымъ. 

Результать вычитан:я называется разностью. Поэтому и выражеше 

а—6 называетея разностью. 

Опредлен1о. а означаетъ такое число, которое, 

будучи сложено съ В, даеть а. 
Это опредфлеве разности выражаетея елФдующимь равенствомъ: 

Фпред%леню: (в—5)-|-№=а. 

Саждетв!е: (а--6)—6—=а, 

такъ какъ но опредфленно разности (а--8)—6 должно означать число, 
которое, будучи сложено съ Ь, даеть а, но а и есть чиело такого 

свойства. 
Ивь послёднихь двухь равенствь мы видимъ, что если мы еначала 

въ в прибавимъ 5, 2 изъ полученной суммы вычтемъ В, или если мы сначала 
изъ & вычемь ®, а къ полученной разности прибавимъ В, то эти два дВйетия 

взаимно уничтожаются. 
Вычитане называется дЪйетыемь ‘обратнымь сложен. 

Сложен1е и вычитан!е составляютъ дБйств{я 

нерваго (низшаго) разряда или вервую ступень дБйствй. 

$ 28. Теорема. Чтобы вычесть число изъ суммы, можно вычесть его 

изъ одного изъ слагаемых. 

Утв. (а) —е=(в—в)-НЬ=а--6—9. 

Док, Сложивъ каждое изъ выражен (а—6)-Ь и а--®—с) сь с, мы 

{по теор. 7 и опред. 195) получаем: 

(ао еа-еро-=а- 
ао -е-а-Ь-е-д=е-ь 

и убъждаемея такимъ образомъ, чхо они оба означають число, которое. 

1) Знаки + и — встречаются впервые въ руководств арнеметнки Зовапиез 
ХУвтаци’а, напечатанномъ въ 1489 г., но входять въ употреблеше только въ 
„ХУТ стольти. 

=> 
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будучи сложено съ е, даеть а-Ь, т. е., что каждое изъ пихь (но опред. #1} 

равно (а--В)—с; что и требовалось доказать. 

Доказанное утверждене выражаеть еще слфдующую истину: 

Сявдетве. Если требуется прибавать число, изъ результата вычесть 

другое, то эти дБйстеря можно произвести также въ обратномь порядк®. 

Доказанное равенство содержить также теоремы о сложени числа ст 

разностью, которыя изъ этого равенства сдфдують по теорем У и которыя 

формулировать мы предоставляем самимъ учащимся. 

$ 24. Теорема. Если нужно вычееть число, изъ результата второе, 

изъ этого результата третье, и т. д., то выфето этого можно вычесть сумиу 

этихъ чисел, 

Утв. а 5—6. тбпа бе... т Е). 

„Док. Прибавимь къ выражен а_5-—с—..т_и  выражеше 

Б-е+...Ет--в и преобразуемь получающуюея сумму, примфняя опре- 

двлеше 175 и теорему 7: 

ар мои ре. рту 
ати ю= 
и—5—с—.. тр фе +... +т) 
(а =. -тт-еФе+...)= 

ое... е+...}. 

Соверщенио танъ же, какь здёсь исчезли т и в, уничтожаются и числа, 
хоторын мы иредполагаемъ между с и т, обозначая это точками, и зананян- 
вается послф этого производимое нами сложеше слФдующими преобразо- 

вавямн: 

аа в) ееа- а. 
Такимъ образомь мы убфждаемся, что а—$-——..—т-п есть чиело, 

которое, будучи сложено съ $-Ее+...- тп, даеть а, т.е. число, которое 

пишется а-—{фФ-+е-+...--т-в). А язь этого и видна справедливость утвер- 

кденя. 

По теоремВ У отсюда нолучветоя: 

бСибдеуще, Чтобы вычесть изъ числа сумиу, можно изъ наго вычесть. 

сперва одно изъ ея слатаемыхь, изъ результата второе, изъ этого резуль- 
тата третье, и т. д. до посзёдняго, 

$ 25. Теорема. Чтобы вычесть разность, можно ея уменьышаемое вы. 

честь и затВыъ къ результату прибавить ея вычитаемое. 

Утв. в Ф—®—=а_ Ве. 
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„Док. Обозначивь а—($—с) буквою 1, мы изъ разенства 

а 9=: заключаемь, что х веть [какъ и а—{%—6)] 
чиело, которое, будучи сложено съ ($—5), 

даеть а. Но это можеть быть выражено и 

такъ: 

а—=#--6-—в) 
= фе [$ 23]. Охеюда мы видимъ, что а есть {какъ 

и (2-Ю-—] число, которое, будучи ело- 

жено съ с, даеть 2ЕЬ. Но это можно выра- 

зить и такъ: 

ае-х-. Отсюда же мы видимъ, что х есть число, 
нозорое, будучи сложено ©ъЪ, даез% а--с, то 

есть такое число, которое пишется а--с-—Ъ. 
Сяёд. 

ве = или [$23} 

а фе. Новторяя первое равенство: 
а ®=г, 

з | мы изъ посяфднихь 2 равенствь, по 
} теоремв УТ, заключаемъ, что должно быть: 

а—(—д=а Ве, 
что и требовалось доказать. 

$ 26. Соединеню между собою чисель дВйетвямн перваго разряда. 

“Теоремы въ & 10, 17, 23, 24 и 925 и елёдотия изъ нихъ содержать 
веЪ правила, цеобходимыя для сложевя и вычиташя суммы п разности 

двухь чисель сь какимъ-либо третьииъ числомъ, и КЪ намъ сводятся вет, 
случаи соединеная мемюду собою треть чисель дъйстваями перваго разряда. 

Обзорь веВхь возможныхь случаевъ такого соедниешя составляють 
<л®дующия равенства, изъ которыхъ т, которыя помфщены въ нослёдинхь 

4 етрокахъ, вытекають какь сл®детв1е, по теорем У, изь т6хъ, которыя по- 

ъмфщены въ первыхь 4 строкахь: 

 ае-ефочщн-еныь 
3) в®)-=в-ов=еНнно 
3) в Бена = 
9) му 0049 

2) Горнвонтальною чертою мы будемъ часто, слфдуя сузествуюнрему у н- 
моцкихь ивтематиков\ обычаю, указывать, что изъ стоазиихь надъ нею равенствъ 
вли вообще соотношенй! слёдуеть отояниее подъ нею эвилючене. Напр., что изъ 
а=ен 5—2 ольдуеть а=в, можеть этимъ способомъ быть изображено танъ: 

а=о 

@=5. 
Упомянутая черта замвияеть собою таким образомъ слово «олёдовательно». 

Если мы, примъняя ее, все-таки будемъ прибавлять етие Это слово нии какое- 
либо равносильное ему выражен, то только по той причин, что упомянутый 
обычай еде не принять въ нашей литературь. 
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5) аЕФф-ена-Ь-е- 

8) а о-в «= 
7) а д=а+ь в= 
9 аб фан 

Изь обобщен этихъ теоремъ, кромф тёхъ, съ которыми мы уже по- 

знакомились, для васъ важно еще слФдующее: 

Теорема. Отъ порядка, въ которомъ прибавляют 

ся ивычитаются одно посл другого несколько 
чиселу, окончательный результатъ этихъ д®й- 

ствЕй не зависнть. 

Док. Ноложимь, что надь числами а, $, с, 4 и е должно произвести 

дФйстЬя, учааываоныя выражещемь: 

а—ф-е--4+е 

и сравнимь съ результатомъ этихь дЪйств!Й тотъ, который получится оть 
производства тфхъ же дёйств Й въ такомь порядкЪ: 

а--9-в_ 5-е. 

Для этого прибавимьъ сначала къ первому изъ этихъ выражений (5-е), 
а затБмъ ту же сумму и ко второму изъ нихъ. По теоремЪ 7 мы первое мо- 

жемь сдфлать, прибавляя въ выражено а_6—е-- 4-е сначала слагае- 

мое с, а затёмъ уже и слагаемое Ь. Если мы это выражеше предотавимтъь 

какъ сумму 3 чисель: 

«о аине, 
в нотомъ выражене (а—$—е) какь разность 2 чиселъ: 

| (а ис, 

то мы лервое сложеве можемь произвести но той жё теорем 7 и полу- 
чаемь при этомь, примфняя еще опредфлеще разности [17$]: 

{ав ое (а ео --а-е=Ка ее] -та+е 

==(а—в)-+а-+е. 
При сложен этого результата, т.е. суммы 3 чисель 

(а—5), 4 ие 

еъ Ь, мы, пользуясь также теоремою 1 Е: также примфняя опредфлеше 

разности, получаемъ: 

(а Бе = [@- -РЫ-аче=а-аче. 

Разсуждан совершенво такь же и прибавляя сначала 6 и потомъ с, 
мы и при сложеши выражешя а--4—е_Ь+е съ Бес получаемь в-- 4-е 

_ Слфдовательно,' выражетя. а—$—с-+- 4-е и а-4-—в—Ъ-+е означають 

оба одно и то же число, а именно число, которое, будучи сложено съ 5-е, 

даеть а-- 4-е, то ееть число а 4--е—{5--с). 

Совершенио таким же образомъь можно доказать, что и при замы 

порядка двухь какихъ-либо другихь изъ нредписанвыхь сложен и вы- 

читанй обратнымь порядкомъ результать всфжъ дЪйствЁЙ не измжнится. 

Изыфняя же достаточиое число разь порядомъ вое только двухь жбь ЭтИХЕ 
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дБйетвН, мы можемъ замВнить первоначально преднисанный порядокъ ихъ 

какимъ угодно другимъ. 
Изъ этого и слфдуеть справедливость теоремы для раземотр®ннаго 

случая. 1.0 ясно, что тавимь же образомъ можно и при всякомъ другомъ 
чиелв предпиеаниыхь сложенй и вычитан показать возможность изм%- 

неня порядка этихъ дЪйствй. 

Слфдовательно теорема справедлива вообще. 

Прим чаще. 

Необходимо, однако, замфтить, что какъ въ нослфдией теоремв, такъ 

и въ теоремахъ, выражаемыхъ равенствами даинаго здфсь обзора, всякая 
разность имфеть лока смысль только при услови, что уменьшаемое больше 
вычитаемаго. 

Упражнеше. 

Выразить въ словахь не формулированныя еще теоремы, выражаемыя 
равенствами обзора. 

ГЛАВА 1. 

Сложене и вычитан!е подобныхъ выражен. 

$ 27. Опредвлеше. Пролзведенуя, ноторыя отлича- 

ются другъ отъ друга только коэффиц1ентами 
или не отличаются другъ отъ друга ни въ чемъ, 
называются яодобными. 

Напр., подобны 

5а, 14а, 2а, вв 

или 

8р4, 84, 11 ра 
или 

Тбоб?а?уз, 1аартолуз, Зав, 

не подобны произведешя 

16а туз, тбаБ?ху?, 
За5*уй, БЫЛ. 

Вифето произведеня 3а% можно писать [3]: 

а р а25-ра%. 

Такь же вместо произведеня 5а%№ можно писать: 

26 - а ааа. 

Слфдовательно: 

За Ба =07$ - а% + 0% -- а + 0% 4-2 - а%--а—8е% шо опред. 81. 
д 

На основаши опредёленя вычитаня [17] мы находимъ: 

822—825 60%. 
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Изь этихъ прим ровъ, подобпыхь которымъ можно составить сколько 

угодно, мы выводныь ИР@вйло; 

Теорема. Подобныя произведентя слагаютъ и вы- 

читаютъ, слагая и вычитая ихъ козффицтенты, 

при чему буквенное выражен!е съ показателями 

пишется неизм $ неннымъ цосл8 полученнато но- 

ваго коэффицуента. 

Предп. т и н коэффищенты произвольнаго алгебраичеекато выраже- 

ия 4. 

7. Утв. тАтА=(т-и)А. 

Док. По теорем 15 
(т--п)А=тА-вА. 

А отсюда по теорем У и еслёдуетъ, что должно быть 

тА-тА=(т-ри)А. 

Таким же образомъ теорема, доказывается и для всякаго другого чиела 

слагаемыхъ. 

И. Утв. тА-ЛА{т--—)А. 

Док. Нели мы къ (т—и)А прибавимь зА, то, примфняя теорему 15 
и опредёлеше 175, получаемъ: 

(т-—п)А--вА=Кт—п)-р"А=тА. 

А изъ этого мы видим, что (и—и).А есть чиело, которое, будучи сложено 

съ п, даетъ т, то есть, что (т--н)А есть то же самое число, какъ и 

тА—я4. 

СлЪдовательно, и ВЬ самомъ дЪлА, 

тА—пА—=(т—пвА. 

Примфчане. 

Мы увидимъ впосл®дотыи, что теорема 15 останется въ сил и для вея- 

кихь другихъ чисель, которыя мы будемъ вводить; а выфст съ т6мъ и дан- 

ное здфеь доказательство послЪдней теоремы само собою распространится 

и на тав:я числа. 
Сяфдовательно, это доказательство есть общее для всякихь вообще 

чиселъ. 

$3 28. Шервое расширев!е нонятЁя объ умножения. Такъ какъ 

4а6=06 + 5-5 --а6, 
то Чао -—аь роб оба оф--боь. 

Совершенно такимъь же образомь можно показать, что 
Тас-рас--Вие, 

а охсюда по опредёленно вычиташя сафдуеть, что 

ас —ве-эТае. 

Но если бы мы омбего а и пе написали 125 и 1е м затЪмь произвели 
сложене 

да 19% 
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и вычитане 
Зав —1ас 

по правилу 80, то получили бы тЁ же результаты 506 и Та, какъ и прежде. 

А такъ какъ вообще получаются вфрные результаты, когла передь вы- 
ражешями, не имфющими коэффищента, ставится въ вил® коэффищен- 

та число 1, то мы устанавливаемъ: 

Правизо. Передъ выражен!емъ не имфющииъ Е] 
воэффицтента, всегда можеть быть поставленъ ^^ 

коэффицтентъ 1; и наоборотъ, коэффиц!ентъ 1 
всегда можетъ быть опущент. 

По этому правилу можно нисать 1а вмфето а, 12? вмЪето 42; а выфетВ 

съ тБмъ должно считать также подобными 

а, За, 54, 

а такъ же 
57, 322, Тай, 

ит. п., звачить, также всякое выражен!е безъ козффищента, подобнымъ 

выраженю, отличающемуся оть него только наличемь коэффищента илг 
не отличающемуся оть него ни въ чемъ. 

Въ правитВ 21 вромБ практическихь указав содержится еще боле 

тлубов емыслъ, состояний въ томъ, что оно озвачаеть расширен1е поняття 

96ъ умиожеши: вводятся умножене на 1, не заключающееся въ первона- 
чальномь опредфленш умноженя [3], ибо вЪдь менфе чёмь изъ двухъ сла- 
таемыхь сумма состоять не можеть. 

Смыслъ, въ которомъ расширяется это поняме, можеть быть выраженъ 

зь словахь и равенствомь тань: 

пред лен. Подъ произведен1емъ числа ца 1 дол- 

жно понимать само это число: 

° 1.д—18-8. 

ГЛАВА У. 

Отрицательныя числа и нуль. 

$ 29. Подготовительныя развуждешя. Предположим, что два лица 

Аи В играють въ какую-нибудь игру па деньти и что каждый изъ нихъ 

записываеть евон зынгрыши и проигрыши, и положимъ, что лицо А выра- 

зило результать своей игры въ слёлующей табличкЪ: 
дд 
Выигрыигь 20 коп. | 40 коп. | 36 коп. 

Пронгрыять 16 коп. | 16 кон. | 30 кон. 

Въ результат В 

выитрынть 5 коп. 24 коп. 0 кон. 
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ЗВь приведенныхь первыхъ двухь примфрахъ вынгрышь больше про- 

игрыша, въ третьемъ выигрышь и проигрышь равны. Если же проигрышь 
окажется больше выигрыша, то спрашивается, какъ въ строкахъ съ тёми с 

отлавлещями выразить результать игры? Если, наир., выитрышть соета- 

вляль 40 кои., а проигрышъ 50 коп., то въ результат получился проигрыпеь 

въ 10 кои., такь какъ на это число конфекъ проигрышъ превысилъ выигрышъ. 

Ва эти ироигранныя 10 коп. уменынится прежнй выигрышь. Поэтому въ 

табличкВ результать посяфдией игры можно условно выразить тавкимт. 

образомъ: 

Выигрыпть 40 коп. 

Проигрыпеь 50 коп. 

Въ результать 

выитрыйть —-10 кон. 

{минусъ 

10 коп.). 

Смыель этого знака—передъь числомь 10 очевидно тоть, что вообще 

выигрыша нЪ®уь, а есть наобороть проигрышь въ 10 коп., такъ какь ве 

выигрышь на этотъ разъ превысилъ проигрыить, а наоборотъ. 

Приведемь еще н%еколько примфровъ такого примфненя знака 

1) Торговець Вздить на ярмарки, выручаеть на каждой изъ нихъ н*- 

которую сумиу денегь, нокрываегь расходы (покупка и провозъ товара. 
свой профздъ, наемь помфщешя и т. д.) и получаеть оть носыщеня каждой 

такой ярмарки иЪкоторую чистую прибыль. Составимъ и для этого примфра. 
табличку: 

Боя | 2 | 3я | я 
| ярмарка | ярмарка | ярмарка | ярмарка 

Валовая выручка |100 рублей Го рублей |180 рублей| 140 руб. 
1 

Расходы 80 „, 1150 180 145 руб. 

Чистая прибыль | 20 руб. | 56 руб. | зо руб. [5 руб. 
1 

Изъ этой таблички ясно видно, что чистая прибыль получилаев оть 
пофздокъ на первыя дв ярмарки, третья же и четвертая дали убытку 20 ру- 
блей и 5 рублей. . 

2) Точка А движется но прямой лини, начиная всякзй разъ оть 0, 

вправо и назадь влво_ 

ООО ОНО ЗОО 

Составимь опять табличку, Въ которой покажемъ, накъ велико будеть 

въ отдЪльныхь елучаяхь разстояще по этой прямой`точки А вправо оть 0. 
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| Пройденные точкою А пути 

Движене: ; ] 
вправо : 18 футь 10 арш. 11 футь | 20 метровъ 
влЪво | 11 футь 8 арш. 14 футь | 32 метра 

Разстоян!е 

точки А 
втраво оть 0 7 футь 2 арш. — З фута | —12 метровъ. 

Туть видно, что въ 1-мь и во 2-мь случа дфйствительно точка А нз- 
ходится вправо оть 0, въ 3-мь же и 4-мь случаЪ она перешла за О вльво 
и находится въ третьемъ случа оть О налЪво на разстоянш 3 футь, д въ 

четвертомъ случа» отъ 0 налЪво на разстоянн 12 метровъ. Но тЪ же случаи 

Движеня могуть быть выражены и слфдующею табличкою: 

| Пройденные точкою А пути. 

Движене: | | 
влфво 11 футь 8 аршинъ 14 футь 32 метра 
вправо 18 футь 10 аршинь 11 футь | 20 метровъ 

Разелояще | } | 
точки 4 } 

вятьво оть 0. | --тфуть |—2 аршина! Зфута | 12 метровъ. 

ри сравнешм же послфднихъь двухъ табличекъ мы видимъ, что«—7 футь 

влЁво оть 0» выражаеть то же самое, что «7 футь вправо отъ 0»; «--2 аршина. 

влБво оть 0» то же самое, что «8 аршина вправо отъ (>; «—8 фута вправо 

оть 0» то же самое, что «3 фута ва%во оть (> в «—12 метровъ вправо оть (> 
то же самое, что «12 метровъ влЁво оть 0». 

Изь прежнихь же иримфровъ мы видимъ, что «выиграть—10 коп» 

означаеть «проиграть 10 кол.>; «получить прибыль въ-—20 рублей» означаеть 

«потери$ть убытокъ въ 20 рублей». 

Такимь же образомъ должно «опуститьея на—10 саженей» озназать, 

«подвиться на 10 саженей», <находиться выше уровня мора на 12 метровъ» 

означать «находиться ниже уровня моря на 12 метровъ», «охладить на 

—8 традуеа» означать «согрЪть на 3 градуса» и т. д.. 

$ 30. Введене отрицательныхь чисель ы 0. Разсмотримьъ первый изъ 
приведенных ками въ предыдущемь параграф® примфровъ еще въ общемь. 

вид: 

Ели выигрышь лица А составляль а коп., а пронтрышь ето Ь коп., 
то въ результат его выигрынть должень былъ составить (а_5) коп.. 

Вь разности же (1—5) можеть быть: 

1) а>5; 

въ такомъ случаЪ лицо А дЪйствительно выитрало нфкоторую сумму; 
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въ такомъ случа а—Ъ=0 и лицо А ничего не выиграло, но ничего п яе 

проиграло; 
3) «<; 

въ такомъ случа это лицо не только ничего не выиграло, но, напротивъ, 
проиграло, при чемь этоть проигрышь составляль столько конфекъ, на 
<колько число 5 болыше числа а, то есть (—а) коп., что по аналоги съ 

приведенными выше примфрами могло бы быть названо выигрышемъ вт 
—(-—а) коп.. 

Признавъь примфнявицеся въ разсмотрённыхь примфрахъ символы, 
<остоянце въ числахъ со знакомь — передь ними, за числа новаго рода, 
мы могли бы назвать — (+-—а) результатомъ вычитатя числа $ изъ числа а 

при условги, чго в<3Ъ; и такимь способомъ мы сдЪлали бы возможнымъ 

вычнтан1е большаго числа изъ меньшато. Мы постепенно убфдимея, что 

иризнане названныхь символовъ за числа не только представляеть большя 

‘удобства, но что оно даже необходныо ради соблюденгя одного общато плана 
въ систем ариеметики (общей). 

Изь разсмотрённыхь же примфровь мы должны заключить, что вво- 
димыя нами теперь числа обладать тмъ свойствомь, что вместо стоящать 
посл нихь наименован1я предметовъ, составляющихь количества, кото- 
рымь онн соотв®тетвують, должно поннмать предметы противоположнато 
наименовашя. По данное этижь числамъ назваше отрицательныхь упомя- 
нутое свойство ихъ выражаегь только отчасти, указывая только на отрица- 
не слёдующато за ними наименован!я. 

Важно при этомъ зам тить, что и чиело О въ нервоначальномь опредф- 

лент числа ($ 1) не заключается. Оно также составляеть расширеше поня- 

ЕЯ о числ8 и выраждеть разность между двумя равными числами. 

Для запоминан:я формулируемъ сказанное такъ: 

Опредфлене. Отрицательныя числа суть тактя, 

ноел $ которыхъ вы $ сто ел дую щаго за ними наи- 

менован1я должно повиматься наименовануе про- 
тявоположное (ср. опреллеме въ $ 32). 

Во избфжаще недоразумфный добавимь еще, что пюдъ противонолож- 

нымь наименовашемь должно понимать именованныя единицы такого рода 
противоположнаго смысла, который можеть быть еведенъ кь движению или 

счету въ противоположномъ направлени. Противоположными въ этомъ 
емысл» не могуть быть названы, напр., именованныя числа: 5 черныть ша- 
ровъ и 3 бълыть шара, 7 прямыхть лиш и 10 кривых лин, 2 пруев и 4 тра- 

бреца и т. п.. 

Введен!е отрицательныхъ чисель и числа 0 

составляетьъ первое раентяреше ионйта в`Знел®. 

$ 31. Прамфнимость отрицательныхь чыееть. Изь даннаго только 

что опредфлевя отрицательныхь чисель, разъяенениаго подробное пред- 

ществующими примбрами, сл$дуеть, что отрицательныя числа прныёнимы 
только въ тфхъ случавяхъ, когда существують величины въ разъяевенномь 
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выше смысл противоположныя т®угь, о которыхь идеть рфчь. Такъ, напр., 
нфть смыюла, если мы скажемъ: «въ классЪ— 6 учениковъ»; но можно ска- 
зать: «въ клаееъ вошило—5 учениковъ», и означаеть это: «изъ класса вышло 
5 учениновь», такь какь противоположность  вошедшимь ученинамъ 
составляють вышедице ученики. 

Само по себ выразжейе «—8 коп.» еще не имфегь омысла; но можно 

сказать: «—8 коп. прибыли», такъ какъь въ нротивоположность «прибылв» 
существуеть «убытокъ». 

Выражене «— 8 дия» само но себф смысла не имфеть; ко «—8 дих до этого 

{т. е. до накого-либо момента)» означаеть «3 дня поел® этого». 
Во вехь этихь примфрахь объяснене смысла отрицательнато (пока 

еще именованнато) чиела содержичт, указаще и на противоположный вели- 
чины, даюня право на примфнене чиселъ отрицательныхь. 

$32 Чиела положительных; абсозютныя и отноеительныя числа. 

Опредлене. Въ противоположность числамъ от- 

ридательнымъь числа не отрицательныя, сна б- 
жаемыя для уназан|я этой противоположности 
знакомъ -+ передъ ними, называются числами 
положительными. . 

Для поясневя смыела положительныхь чиселъ приведемь ифеколько 

примфровъ: 

И выражен!е «выдать —8 рублей» и выражеше «выручить--8 рублей» 

означають оба «выручить 8 рублей». 

Какь «мн% должны —95 рублей», такъ и «я долженъ--25 рублей» озна- 

чають ‹я должень 25 рублей». 

И «отнять —7> и «прибавить +7» означають «прибавить 7». 

И «прибавить —9» и «отвать 9» означають «отнять 9». 
Изь опредфлешя положительныхь чисезь и изъ приведенныхь иримф- 

ровь явствуеть, ‘что эти числа суть въ сущности чибла, имфррцяея уже 
до введетя новыхь, отрицательныхь, чисель, и что поэтому дъйстиця надь 

полокительными числами должены производиться тоакь, какь они произво 

длятся надь числеми безь веяваго знака (т.е., безь положительнаго и безъ 

отрицательнаго знака) передз ними. 
Писать же положительный знакь -- передь числомъ имфеть. только 

тотда мысль, кохда существуеть противоположность, дающая право из- 

сать передъ числомъ въ слузча® падобности и знакь — 
Но волфдетв{е того, что только-что сказано было о воложихельныхь 

чиелахъ и дйствяхь надь ними, этотъ знакъ -- нередъ ними обыкновенно 

опускаетел. 

Фпредёлеше. Въ противоположность положитехль 

нымъ и отрицательным числамъь числа безъ 

всякаго знака называются абсолютными. 

Опредфлен. Въ протироположность числамъ а б- 

солютнымъ числа положительныя и отрицатель 

ныя вмЪет% съ нулемъ иазываются относмтельнымы_ 
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Число, слёдующее въ относительныхь часлахъ поел положительнато 

и отрицательнаго знака -+- и —, называется а беолютнымт значе 
итемъ или збеолютною величиною этихъ часель 1). 

$ 33. Отелеченных отноентельныя чиела. Предотавлеше © предмет- 
ныхь (именованныхь) числахъ должно считать первоначальнымъ, и уже 
чрезъ мыспительный продесеъ обобщен мы доходимъ до предетавленя 

объ отвлеченныхь чиелахъ. 
Такъ, напр., усваиваемую съ самато дЪтетва человёкомь истину, что 

5 лошадей и 3 лошади вмфетВ составляють 8 лошадей, 5 деревьевъ и 3 де- 

рева вмЪст составляють 8 деревъевъ, вообще 5 какихь бы то ни было пред- 

‘метовъ и 8 такихь же предмета составляютъ выфст® 8 такихъ предметовъ, 

мы выражаемъ, че упоминая вовее считанныхь и слагачачкэ предметовь 
и говоря, что вообще 5 и 3 вмВет® составляють 8. 

Этоть примВръ поясняеть, какъ вообще совершается переходъ оть 
предметныхъ чиселъ кт отвлеченнымь и кь дАйстыямь надъ послёдними. 

Такой же переходъ мы совершаемь и теперь: ть преджетныхь 
относительныхь чисель мы перегодимь к. относительнымь числамь в т- 

влеченныма. 
НослВ же этого дфлается возможнымь каждое вычитаве и отвлечен- 

ныхъ чиселъ. 

Напр., 

8—5=3 нли 85—43 

Опредфленя отвлеченныхь отрицательнаго и положительнаго чиела 
могуть быть выражены елЗдующими равенствами: 

ОпредБлеше:—#-—9—(а-рп). 

ОпредЪлене: п =п. 

Введеше же нуля какъ отвлеченнаго числа можеть быть выражено 

такимь равенетвомъ: 

Опредфлеше: 9-—@—а, 

До введешя отрицательныхь чисель и числа 0 разность а—5 имфеть 
смысль и допустима въ состав выражен! только при услови, чтф а>Ъ; 
посл$ же совершившагоея теперь расширен:я понял о чиел® это очень 

неудобное ограничене и необходимость соотв®тствующей всяк разъ ого- 

ворки отпадаютъ. 

*} Понятю объ относительныхь числёхъ развивается постепенно, начиная съ 

ХУТ стоят я. СагЧаво (1545 г.) первый вводить отриуательныя числа, но назы- 

ваеть ихъ воображаемыми числамн (и\ипег Пой) въ противополажность чис- 

памъ, которыя онъ называть истинныий {питег “уе 1). Пезсамев (1697. г.) при- 
ыъняегь отрицательныя чнола уже въ геометр!м и признаеть ихъ разнозравными 
съ положительными числами. 
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$ 34. Нримфненю понят «больше» и «меньше» кЪ отвоситедь- 
вымъ чиеламъ, Эти поняя должны быть введены такъ, чтобы при этомь не 

получалось противорёЙ съ дВйствительностью. Указан я, какь это не- 

обходимо будеть едфлать, мы можемъ извлечь изъ слёдующихь прим$ровъ: 

1) Если два лида А к В, которыя играють съ ифкоторымъ 3-мъ лицомъ 
и у которыхь отмфчены уже не одинаковые выигрыши, вынграють еще 

поровну, то у того изъ иихъ окажется больший выигрышть, у кото онъ уже 

быдь больше. Такь, напр., если у 4 былъ выигрынть въ 40 кон., ау В выв- 

грышть въ 30 коп., то посл® того, какъ оба выитрають еще во 50 нон, у.А выи- 

трыпть составять уже 90 коп., ау В только 80 коп., т.е., попрежнему у 

А выигрынть будегь больше, чЬмь у В, на 10 кои. 

Если же вынгрышь 4 первоначально составляль 10 кощ., вынгрыйть В 

—20 в., то лоел® того, какь оба выиграють еще по 50 коп., у А будеть выи- 

грыпгь въ 60 кон., ау В выпгрышь въ 30 кон. Такь какъ у 4 получился 
поел% этото больлий выпгрышгь, чёмъ у В, то естественно считать, что и до 

этого выигрышть А быль больше, чфмъ вынгрыцгь В, т.е., что выигрышь 

-Н® кон. больше, ч$мъ вынгрышь—20 коп. 
Если же, ваконець, выигрышь 4 быль первоначально—80 коп., выи- 

трынть 5-46 кон., то посл8 того, какъ они оба выиграють по 50 коц., } А въ 

результат получится выигрыйть въ--20 кои., } Б же выигрышь только 

въ--5 коп., т. е, у перваго больше, чёмъ у второто. А поэтому должно 

признать необходимымь считать, что и до этого вынгрышь А быль больше, 
чфмъ выитрышъ Б, т. е., что выигрыше въ-—30 коп. больше, чфыъ выйгрышь 
въ —45 коп. 

2) Предетавимъ себф еще, что мы опускаемся съ высоты--100 футь 

падъ уровнемь моря постепенно виизъ. Въ такомь случаЪ мы энаемъ, что 
м®8ето, лежащее--100 футь наль уровнемь моря выше, уЁжъ 

мфето, зежащее-- 99 › » > » , это мет выше, чЕмъ 

мЪето, лежащее-- 13 › » » > это мото выше, чЕмъ 

миЪето, лежащее о › > » » ;а при помощи такихь же 

разсужден!й, какъ въ предыдущемъ прим®р%, мы убфждаемся, что это м%ето 

должно считаться вышие, чиЪъ 

мьето лежащее { футъ надь уроввемь моря, это м$сто выше, чфигь 

фото, лежащееЬ- 9 » ‚ » > ,‚ это чето вые, чеагь 

мБето, лежаме 95 » > > > ‚ 910 мфето выше, чжь 
мЪото. лежащее—100 › > > », 

инт. д. 

ЧТацимъ образомъ разсмотрФиные примёры насъ убфждають въ томъ, 

что долиитю считать 

+ю>—20 

—30>—40 
-+100>--90>--12>0> >> —25>—1006. 

Вообще для того, чтобы ие лолучать противорёч! ни теоретическихь, 

ия въ примбнещи къ решению практическихь вопросов, должно поняя 
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«больше» и «меньше» примёнять но отношению къ относительнымь часламъ 
елЪдующимь образомъ: 

Опредёленю. Изъ положительныхь чисель то больше, 

котораго абсолютная величина больше, изъ отрицатель- 
ныхъ-же чисель то больше, кохораго абсолютпая вели- 
чина меньше; всякое положительное чнело больше о и 
больше всякато отрицательнаго чисна, О больше всякато 

отрицательнаго числа. 

$35. МеремВна знака иеразенства. Изъ приведенныхь только-что 
опредфленй 96, между прочимъ, слфдуетъ, что если мы лФвую и правую 

часть неравенства замфнимь величинами, равпыми имьъ по абсолютному 
значению и противоположными имь по знаку, то и знакъ неравенства дол- 
женъ быть замфненъ знакомь нротивоположнымъ. 

Нанр., если 

а>-+ь, 
то 

——® 
или если . 

—е< +4, 
то 

4>—4. 

ГЛАВА УЕ. 

Сложене ивычитан!еотносительныхъ чиеелъ. 

$ 36. Сложеше равнозначныхь чисель. При сложени только поло- 
жительныхь предметныхъ чисель между собою или только отрицательных. 
будуть слататься между собою, въ обоихъ случаяхъ, величины однородныя; 
слФдовательно и результать сложешя въ такихъ случаяхь должень полу- 
чаться однородный со слатаемыми. 

Если, напр., нужно сложить: 

12 коп. проигрыша, 
17 кон. проигрьцна, 

и 19 коп. проигрыша 
или, что то же самое, 

-12 коп. проигрыша, 

+17 коп. проигрыша 
и +19 коп. проигрыша, 

то сумма проигрыша будеть 48 коп. или соотвфтствемно--48 кои. 
Если же нужно сложить; 

—11 коп. проигрыша, т. е.--31 кон. выигрыша, 

—20 кон. проигрыша, т. е.--20 кои. вынтрызна и 

— 7 кон. кроитрыша, т. е.-- 7 кон. выигрыша, то сумма ироигрывта 6у- 
деть—38 кои. или, что то же самое, иолучитея возго--38 коп. выигрыша. 
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Изъ этихъ примфровь видно, что понят!я о сложеши и объ относитель- 

ныхъ числахь не вренятствують введению сложенщя относительныхь чисель 
съ одинаковыми знаками. Ими указывается и емыелъ, въ которомь можно 
ввести такое сложенще. Остается, слдовательно, только перейти къ отвле- 

чениымь числамъ и высказать опредфлеше, что должно понимать подъ 
сложешемъ относительныхь чисель съ одинаковыми знаками. Но для боль- 
шаго удобства при примфнен!и придадимъ этому опредфленйю фориу пра- 

зила, въ которомъ оно н будеть заключаться; 

Правило. Относительныя числа сь одинановыми эназами 
слагаютъ, слагая ихъ абсолютныя величины, при 
чемъ знакъ остается тотъ же. 

$ 37. Чиела равныя и противоположных. Въ какомь смыелЬ мо- 

жеть быть введено сложеше относнтельныхь чисель съ иротивонолож- 
ными знаками, пояскимъ также сначала примёрами. 

Начнемъ при этомъ съ тото случая, когда абсолютныя величины таких 
относительныхь чисель равны между еобою/ 

Пюлозимъ, что лицо, игравшее на деньги, записало выигрыща-{-86 коп. 
и--36 кои; н подводить всему своему выитрынту итог. Такъ какь 06% за- 

писи пазваны «выигрытшемъ», то итоть можеть быть назвать суммою этихъ 
выптрышей; а такь намъ смысть записей тоть, что игравшее лицо столько же 
выиграло, еколько и проиграло {см. 8$ 29 и 30), то должно считать, что 

сумма выигрышей въ--86 вон. и въ —86 коп. равна 0, или что оба эти выи- 

трыша, взятые вуЪетВ, взаимно уничтожаются. 

Подобнымь же образомъ мы убЪждаемся, что если кь--1 рублю выру- 

ченному прибавитея—1 рубль вырученный, то и эти дв величины при эгомъ 
взаимно уничтожатея. Такъ же взанмно уничтожатся сложенные вмфетВ 
едЪзанные {1 шать влфво и_1 шагь влЁво. 

Равнымъ образомъ получится сумма 0 при сложен!и величинъ: 

подияться на--1 футь 

ни подняться на—1 футь; 

подияться на--7 футь 

и нодияться на—7 футь; 

подняться на--а футь 

и подняться на—п футъ. 

Изь этихь примЗровъ мы видимъ, что, переходя къ отвлеченнымь от- 

носительнымт чнсламъ, мы должны считать; 

(О+С-=0 
СЕРЫ =0 
{-36)-+(+36)=0, 

и вообще 
ен оо. 

Баров. Руководство адгебри. 
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Опредфлене. Два числа, равныхъ по абсолютной 

величин и инм$ющихъ противоположные злаки, 
называются ровными и противоположными. 

Сложен!е чисель равныхь и противоположныхь можеть быть введено 
только въ смыслв, опредВлене котораго также будеть удобнфе дать въ 

форыф правила; 

Правило. Двачисла, равныя и нротивоположныя, 
при сложен1и ‘взаимно уничтожаются. 

$ 38. Сложеню разнозначныхь чиеель. Канъ же должно понимать 
сумму выигрышей въ--5 коп. и въ-3 кой.?--5 коп. выигрыша можно ра: 
сматривать какъ сумму выигрышей вт.--3 кон. и въ-|-2 коп., и еели къ этой 

сумм прибавится еще—3 коп. выигрыша, то--3 коп. выигрыша и-_3 коп. 

выитрыша взаимно уничтожатся, и въ результат® получается --2 коп. выи- 
трыша. 

Если нужно сложить-—9 коп. прибыли и--4 коп. прибыли, то—9 коп. 

прибыли можно предетавить въ вид» суммы прибылей въ —4 коп. и въ—5 коп., 

и если прибавить сюда-4 коп. прибыли, то поелФдвее число и—4 коп. 

прибыли взаимно уничтожатея, и въ результат® получатся—5 кон. прибыли. 
Эти примфры и подобные указывають на смысль, ВЪ которомъ можеть 

быть введено безъ противорвчЁй въ теор и на практикЪ сложеше относи- 

тельныхь чисель съ противоположными знаками. ФпредЕленше такого сло- 

женЁя заключается въ слёдующемъ правилъ: 

Правило. Чтобы сложить два относительныя 

числа съ противоположными знаками, нужно вы- 
честь другъ изъ друга ихъ абеонютныя значен: я 
и предъ полученнымь абсолютнымь числомъ по- 
ставить знакъ того слагасмаго, которое по 26с0- 
лютной величин больше. 

Согласно этому правилу 

нас = Не Э-а-Ъ, если «2%, 
и ({+9-+С-В)-©Ф—а), есла а<Ъь. 

Но можно в0 веякомь случа писать: 

(+8) =а—%, 
такь какъ а—® въ томь елучаЪ, если а<3Ь, означаеть не что миое, какъ 
именно отрицательное число—({— 2), как это уже разъяснено былое раньше 
(въ $ 30 и 38), и танкъ какъ въ томъ случаЪ, когда а=5, 

(т9+сь-о [29] 
и а—5—0 [225 |. 

$39. Слагаемое 0. Поняте о нулВ какъ слагаемомь ие заключается 
въ первоначальномь опредфлени ехожешя [1]. Введеве сложешя съ ну- 
лемъ составляеть новое растиреве ноняйя о сложен. Чтобы быть при- 
мфинмымъ на практик и не давать протнворьч!Й въ теор, такое сложене 

должно быть введено въ елдующемь смысл: 
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Опредфлен1ю. Сложить съ какимълибо числомъ 0 238 
значить оставить это число безъ изм нен!н. 

Такъ должно считать: 

$40. Поннте о вычатави отиосихельнаго чиела. ВифотВ сь введе- 
н1емъ слозженгя отновительныхь чисель должно ечитать введенных, согласно 
опредвленио 17, и вычитан!е ихъ. 

Напримфрь, вычесть +7 изъ +10 значить найти такое чисно, ко- 

торое, будучи сложено еъ +7, дасть 10. Яено, что тажое число будеть +-3. 
Слёд., 

а) Ню =+3. 

Такимь же образомъ мы, на основант опредфлешя вычитанёя, на- 

ходимъ: 

6) (ю-—7=8; 
в) (+107 ; 

г) С 10—47) 

Сравнивъ съ примЪрамн а, 6, в и г слфдующЕ примфры сложеня: 

а) (510) +713; 
6) Сю =8; 
в) (+10-+СЕР=-Т 
р сон, 

мы видямъ, что вычитане относительныхь чисель можеть быть сведено 
къ сложенно. Общее же празиле, какъ слёлуеть производить такую за- 

мБну вычитаня сложешемъ, заключается въ слёдующемь предложени: 

Теорема., Относительное число вычитаютт, при- 

бавляя число, равное и противоположное ему. 

Предп. а и Ъ абсолютныя числа, 

Утв. (ча) Час; 
ся—{ч=С®-+СУ; 
есь =Сан; 
9 сс энь). 

Док. При вычиташи двухъ отноентельныхь чисель другь изъ друга 
возможны четыре случая, такъ какъ и уменьшаемое и вычитаемое можеть 
быть и положительнымь н отрицательным числомъ. Ве эти случаи ука- 

запы въ утвержден. При довазательствВ перваго изъ нихь (равно, какъ 

и четвертаго) нужно 0с0бо раземотрЪть случан, когда а>>Ъ, и когда а< В. 

Еели аъ, то 

(9-Е. 
за 
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Слфд., въ этомь елучав 

(ес-но е=-не-о-со № 
ав) 
=--в. 

Если же а<, то 

(++ =—@—9. 
п потому въ этомь случа 

(ка+ечсь=ЬбФ-ю-с 7 
=+6—@6—)] 
= Ва] [$ 25] 
=-2. 

Такь оказывается, что въ обоихъ случаяхъ (-а)--(—5) есть чиело, 

которое, будучи сложено еъ -Е5, даеть --а, значить, равно разности 

(а —(+5). 
Слфдовательно, и въ самомь дфлЪ 

(НСС. 
Подобнымь же образомъ можно, основываясь на опредфлешяхь 17, 

291 и 972, легко показать, что (—@)--(—$) есть число, которое, будучи 
сложено съ +, даеть —а, (а) НС) есть число, которое, будучи еложено 
съ -$, даеть а, н, наконець, (—в)--{--5) есть число, которое, будучи 
сложено съ —$Ъ, даеть —а. А изъ этого слФдуеть справедливость оеталь- 

ныхъ трехь утверждешй. 

$41. Правило вычитан:я  относитедьныхь  чиееть можеть быть 
выражено еще иначе; 

ЗЕ Онредвлене. Перемфнить знакъ значить вм $- 
—_ сто + поставить —, выЁ сто — поставить -. 

Ствдетве (изъ теор. 30). Чтобы вычесть относитель- 

ное число, нужно перемфнить энакъ этого вы- 
читаемаго и полученное такимъ образомъ число 

сложить съ умевьшаемымъ. 
Кавкь слёдеття изь опредфлея сложевя нуля съ какимъ-либо 

числомь получаются, по опредфлешю 47, слёдующя истины: 

Слбдетые 1: а—60=а 

Сябдетые 2: о—&— а. 

ГЛАВА УИ. 

Сложеше и вычитае многочленовъ. 

$ 42. Поняю © ивогочинь м одвосниЪ. 

33 Опредёленю. Выраженте, состоящее изъ ифеколь- 

кихъ выраженныхъвъ взкой бы то ни было форм ® 
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чиселъ, соединенныхъ между собою знаками + 
или —, называется многочленомь, самыя же чиела чае- 
нами его. 

Напр., выражен 

а ее 

92—78, 
вас Бабе с*--6 

вуть многочлены, при чемь члены послфднято многочлена суть произве- 
деня За? и баф?е, степень с* и число 6. 

Многочлень (полиномь), состоящий изъ двухъ членовь. называется 
двучленомь (биномомъ}, многочлень, состояний изъ трехъ, четырехь 

ит. д. членовь,трехаленомь (триномомо), четырехяленомь и т. д. 

Фпредаене. Въ противоположноств многочле- 

намь всякое отдфльное число, всякое произве 
ден1е, всякая степень, вообще веякое выражен{е, 
въ которомъ посл днее указанное знаками д й 

ствте не есть ни сложен1е, ви вычитан1е, вазы- 
вается одночленомь. 

Напр., выражен!я: 

Элу?е", 6, р*, 6, а 26) (ай --357) 

суть одночдены, при чемъ въ послёднемъь изъ нихь второй сомножитель 
трехчленъ, а трет двучлекъ. 

$ 43. Многочленъ какъ еумма относительныхь чисель. На оено- 

зан правиль о сложен и вычитани относительныхь чисель легко уб- 
диться, что 

(10-9 =10—4=6 

(+9)-+(С-20)-=9-—20——11 
{15-2 =5—6-+8—21=—9. 

Указываемая этими примФрами общая истина удобибе можеть быть 

выражена, если донустить многочлены со знакомь — передъ первымъ 
членомъ. НедоразумЕй и протизорёй оть введешя такихь многочле- 

новь произойти не можеть, такъ какь при всякомъ толковащи много- 
членовъ, начинающихся съ членовь —в-+ или —в—$, величина ихь 
останется одною и тою же. И въ самомъ дёлЪ, выражене —а-{ только 

и можеть означать (—а)--(--5), что равняется 5—а {5 38]; выражеше же 

—а—+ можеть быть понято или канъ (—а)-+(-Ъ) или же какъ (—а)-—{-®), 

что по теорем 30 также равняется (—а)--(—%). 

Посл такого расширевя понят1я о миогочлемВ мы упомянутую выше 

истину можемъ выразить слвдующимь образомъ: 

Теорема. Сумма относительныхъ чиселъ рав- 

няетея многочлену, который мы получимъ, еси 
опустимъ знаки сложен:я и скобки, а положи 

тельные и отрицательные знаки оставимъ между 

за 
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числамн въ качеств® знаковъ дфйств1й (еложе 

н1я и вычитан! я). 

Док. Положимъ, что даввая сумма отвосительныхь чиселъ есть 

(я--СЬ-Н-9--С-9). Какь разъяснено было въ $ 38. выражене и-. № 
всегда безошибочно лередаеть и по величин м по знаку значене суммы 

{+ а)--(—®), почему послфдняя в можеть быть всегда имъ замЪнена. Смотря 

по тому, будеть ли а—6 положительное или отрицательное число, иоложимъ: 

ат 
мли 

а =. 

Въ первомъь случаЪ для вычиеленя значентя данной суммы останетсл 

произвести сложеше 

(+) +с-о+С, 

во второмъ сложеше 

([—)-+С-9-+Сна. 
Сумма первыхь двухь слагаемыхь можеть быть замфиена въ первомъ 

пзъ послфднихь двухъ выражен выражешемь т—с, во второмъ выра- 

женемь —т’—в. Смотря но тому, какого знака будуть вн-е и —и—е, 

назовемь ихь | н или —*”. 
Тогда въ первомъ случа для вычислешя звачешя данной суммы 

останется произвести еще сложене 

СС, 
во второмь же сложене 

са; 
въ первомтъ результать получитея тоть же, что и оть сложешя 

ва, 

во второмт тоть же, что и оть вычиеленя значешя двучлена 

— а. 

Жели же мы замВнимь и н —п’ выраженями, вместо которыхь ови 

были ноставлены, то оказывается, чго въ нервомъ случа результать сло- 

женя будеть равень значенно многочлена 

те {а, 

во второмъ значеню многочлена 

— пи е-а. 
И вели мы, наконець, еще и жи —м’ замфнимъ выраженями, виЪсто 

которыхь они были поставлены, то и узнаемъ, что рёзультать сложенгя 

данной суммы должень быть тоть же, который получается при выполневи 

дЪйствЯ, указанныхь выраженемь 

$4 

такъ что мы имфемъ ирано писать: 

Н®ннЭНч=е са. 
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Совершенно такимъ же образомъ можно показать, что сумма отнови- 
тельныхь чиселъ есть то же число, канъ и результать выполненя дВйетьй 

въ многочленф, полученномь но указанйо теоремы, сколько бы ръ этой 

вуммЪ ни было слагаемыхъ и какихъ бы они пи были знаковъ. 

А это и требовалось доказать. 

По теорем У отсюда получается: 

СлЪдетиге. Всяк:йЙ мпорОочленъ можно разема- 

тривать какъ сумму относительныхъ чиселът. 

о этой причин$ и члены многочлена, смотря по знаку передь ними, 
называются положительными и отрицательными, мноточленъ же алгебраи- 
ческою суммою членовь, изъ которыхъ онъ состоитъ, 

Теорема. Величина многочлена ие завиеитъ отъ 
порадка членовъ его\). 

Справедливость теоремы непосредственно слёдуеть изъ тео- 
ремы 18. 

$ 44. Приведене подобныхь членов. На основан  послдней 

теоремы въ мноточленв 
За?е— ра--10айе--7ЬЯ-—Тайе 

можно члены написать въ слфдующемъ порядк%: 

Зав 10а? Та?е-—9Ъа--1Ъа. 

Но 
За?е--10а*— Та —110 

—964-- а—— 264. 

Слдовательно: 

За?— 954 10ае-- 764 — Та =11а?— 24. 

Показанному на раземотрённомъ примфр$ упрощенно многочлена, 
содержащаго подобные члены, дано особое назваше: 

ОпредВлене. Соединенте подобныхь членовь въ 

многочлен называется приведенимь Ехъ. 

$ 45. Сложеше многочленовъ. 

Теорема. Многочлены слагаютъ, соединяя ве 

члены ихъ въ.одинъ многочленъ. 

Док. Цоложимьъ, что требуется сложить многочлены 

А=а ва 

и В=—т_ пр-т. 
Въ такомъ случаЪ, принимая В пока за одинъ чдень, мы, по тео- 

ремз 35, имбемъ: 
А-В=а—ф—в+4+В=В+в 6+4. 

* Йзь поолъднихь двухь теоремъ слёдуеть, что и дяя относитель- 
ныхь чиселф остается въ силв перем встительный 
законъ сложен! я. 

жа! 
Е 
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Послёднимь же выраженемьъ указывается, что сумма А--В равна 
числу, получающемуся путемь такого вычисленья: произведя въ нроиз- 

вольномь порядкф дЪФйствгя, указываемыя многочленомь В, мы должиы 

еще прибавить а, затфмъ вычесть и произвести н остальныя дЪйстыя. 

указанных для членовъ многочлена А. Ясно, что получаемый танимъ обра- 
зомъ результать есть то же самое число, которое получится оть выполненя 

дЪйствй, указываемыхь многочленомь, состоящимь изъ всЪзхь членовъ 

мноточленовь 4 и В, ири чемъ и эти дъйстыя мотуть [35] производиться 

въ произвольномъ порядкВ. А изъ этого и елВдуеть справедливость тео- 

ремы вообще для случая, когда слагаются два многочлена, такъ накъ для 
всякаго такого сложешя разсужденя останутея т же. 

Чнобы доказать справедливоеть утверждаемой истины для н®еколь- 

кихь многочленовъ, достаточно сложить сначала два изъ нихь; съ суммою, 
которая будеть многочлень, сложить третЁёй Яакимь же образомъ, какъ 
это было сдфлано выше съ А и В; съ этою суммою, которая онять будеть 

многочлень, сложить такимъ же образомъ четвертый, и т. д. 

Хакимъ же образомъ теорема доказывается и для того случая, когда 
въ числВ слагаемыхь есть и одночлены. 

Ствдетвью. Многочлены и одночлены слатгають, 

соединяя поелёдн{е и вез члены первыхъ въ 

одинъ миогочленьъ?). 

Примфры. 

1) (Фа 507 —а— Ка -- П— 835) --(6а—5—8а*— а) =2а— 30% 
аз ба?е-- ое —За%—а-6а—7+11—5=—20%--301--5а—1. 

2) (2—8у Беби а-9е5 

—е--5т—67--7—беЗи|+6 Зу у 292-25 —6ву-Е 2. 

Указаше. 

Чтобы удобнфе дфлать приведене полобныхь членовъ, можно много- 
члены, которые требуется сложить, подписывать одинъь подъ другимь 

такъ, чтобы подобные члены стояли другь подъ другомЪ. 

Прим 5 ръ: 

вая ба — 863 .8 
база 4 Е 

— 84% В Е 
а — 2%. # Е 

9а%—ва5—5? (сумма) 

1) Изь теоремь 878 м 84а сльдуеть, что ня дла относительныхь 
чизелъ остается въ сын»  сочетательный. ваконъ 
сложеин{я, 
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$ 46. Вычитаню многочленовъ. Сравнимь между собою слБдующия 
двё суммы: 

т п 

-+ 5 коп. выигрыша, — 5 коп. выигрынта, 

+12, эн =, но 
нии тн р 
4, ин + опр 

Число конфекъ выигрыша, содержащееся въ Т сумиф, равне +10, 

Фодержатщееея же во И сумм, равно —10. 

Этоть прим рь поясняеть, какь нзъ поняйя объ относительныхь 

чиелахь слфдуегь, что сумма 

(+а-СЬнсо+о 
должна быть равна и противоположна сумм$ 

с<®9-сса-с, 
и что, слфдовательно, и мноточлены 

вс 9 

—а-Ь-+е—4 

должны быть равны и противоположны другь другу. 

Истина, на которую указывають эти примфры, можеть быть выражена 
и доказана слБдующимь образомъ: 

Теорема. Нсли мы въ многотлен® передъ ве ии 
членами нерем$ нимъ знаки, то получим иного- 
членъ, равный и противоположный первому. 

Док. Справедливость теоремы слфдуеть изъ того, что многочлевъ, 
получаюнийся изъ даннаго многочлена чрезъ перемну зваковъ передь 

веки членами его, при сложения съ даннымь многочленомъ даеть въ 

‚сумыф 0 [99]. 

Иув этой теоремы слФдуеть, из основан и теоремы 30, предложенше, 

козорое мы не называемь, однако, слёдетыемъ по той причинив; что по- 

казываемь, канъь оно еще можеть быть доказано: 

Теорема. Чтобы вычесть многочлену вужно 
перемвнить знаки передъ вс®ми членами его и 
полученный такямыъ образомь многочленъ сло- 
жить съ уменьшаемымъ. 

Предя. А—какой-либо многочленъ или одночлень (можеть означать н 0). 

Утв. А-а О=АаЬе ааа е а. 

Док. Справедливость утвержденя слфдуеть изъ опредфлевя раз- 

‘ности [17], такъ какъ и 

АсаН +949 
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м 
А-а-а 

озназають, какь легко убъдиться чрезъ сложеше, число, которое, будучи 
сложено еъ многочненомь 2 $-с14—е. даеть А. 

Примфры. 

1) 122 (а 25 — бе) =12е+(—а34-252- 5) =12е—а3-- 2. Бе=17е-и*--252. 
2)8ху—Туг—вте—(—бзу-4уг- Эха) =ау-Туг-— ва бту Фуа 9х2) = 

Злу- Тува Еблу Чуг-Е9тг=8лу- уг Зтг. 

Указан. 

И нри вычитан?и удобно многочлены подписывать олинъ подъ друтимъ 

такъ, чтобы подобные члены стояли лругь нодь друтомь. При этомъ дЪй- 

стве можеть быть расположено едфдующимь образомь (чтобы безъ даль- 

яфйщихь объяснен1й быль нонятенъ смыслъ знаковъ, повторимь рёшенный 
уже выше 2-й примфръ); 

Зху—Туг 612 

— | —бху-- Фуа —9та 

+ - + 

8гу—1Луе-Е Зе 

$ 47. Раежрыте екобокъ. На основаши послёднихь теоремь иы 

имземъ; 

а— (Фа еа-=а- фед. 

Въ результатВ преобразовавй мы видимъ здфсь исчезновеше скобокъ, 

въ которыя заключены были многочлены и передь которыми стояли одинъ 
разъ знакь --, другой разь знакъ —. Такая замфна выраженя со скобками. 
выраженемъ безь скобокъ называется раскрымемь скобокъ. 

Правила относительно раскрьгия  скобокь при сложени и вы- 

читая и многочленовъ заключаются въ приведенномт равенств®, являются 
непосредственнымь елфдетвдемъ изъ теоремь 37 и 39 и могуть быть ©ло- 
вами выражены слёдующимь образомь: 

Слфдетве. Скобки, передъ которымн стоить 

знакь +, раскрываютъ, просто опуская ихъ. 

Слфдетве. Чтобы раскрыть скобки, передъ ко- 
торымн стоить знакъ —, нужно перем в нить знак*® 
изредъ каждымъ членомъ въ скобкахь: и. ин у- 
стиль скобки и зиакъ — передъ ними. 

Изъ этихь же предложевый мы, по теорем У, заключаем: 
Слфдетые. Любое число членовь многочлена 

можно заключить въ скобки какъ со знакомъ -, 
такъ и со знакомъ — ивредъ ними, прм ченъ въ 
посл днемъ случав должно передъ всёми завал - 

чениыми въ скобкн членами неремфянть-внанн. 
ели мы въ выражени 

«а. 
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но правилу 41 раскроемь скобки, то получимь 

а ь с. 

Въ томь же частномь случаЪ, когда а и 6 окажутся равными 0, первое 

изъ этихь выражешй примегь видъ [82°]: 

—с9, 
а послфдвее превращается въ 

+. 

Изъ этого мы видимъ, что правило 41 примюнимо и ть одночленамь, 

н такь же легко убФдиться, что к5 одночленаиь примьнимо и провило 40. 
Прн отомъ важпо отыфтить то интересное обетоятельетво, что результаты. 

получаемые лутемь прямфненя этихъ правилъ, могли бы также быть по- 

лучены на основан поняйи объ отрицательныхь и ноложительныхь 

числахъ, как это видно и изъ слёдующихь примфровъ, не нуждающихся 
въ дальявйшихь объясненяхъ: 

—<®-+3. 
{ЕС 6) 1=--6. 

ЕС] =+8, 
=, 
+=. 

Призедемъь еще такой примёрь иримфнемя правила 41; 

и д= ас: 
н сяфдующе примфры примфненя правила 49: 

гу (#4 
или 

ву Саеу) = Че-у 2); 
фе Че |= Фе 

или 

асе Че рае бфеа+р. 

Боде сложные примфры иримненя теоремъ 40 и 41. 

па Гоа = 
а Ре ае} = 
в— {Бе} = 
ва, 

или, если начать раскрыте скобокъ извн%: 

ага = 
—5--[-={4-9|-1= 
аа 1= 
ао Че 

2) — (За ЗЫ {дах вбуй——[8-на2з—ф-® {607 в6)} = 

— вазе 9ойх-- 86 [8-ой] (байт ву) 

— полез ах ву вай --Буй--8— Байх | вфуйнно йа 1вфу”, 
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ГЛАВА УЕ 

Сложенше и вычитан!е неравенетвъ. 

$ 48. Споеобы указанйя равенством па перавенетво двухъ вели- 

чинъ. Теоремы 0 сложеши и вычитати фавныхь величинь могли 

быть доказаны уже въ Г глав въ такой форм, которая остается справедли- 

вою для вефхь родовъ чисель, Подобныя же пмъ теоремы о сложении в 

вычитащи неравныхь величинь мы можемъ доказать только телерь въ та- 
кохъ видз, который останется въ сил для вобхъ чисель, къ которымъ 
иримёнимы понят я «больше» и «меньше», Но предварительно мы должны 

только еще разъненить, какъ при помощи равенетва можно указать, что 
изъ двухь величинъ одна больше другой. 

Проязведя слфдующёя вычитаня отноентельныхь велячинъ: 

сна 
яя 

а-сСь=сяНсы 
< ЧЕСНО =—@+5), 

мы видимъ, что здесь результать вычитая будеть положительнымъ въ 

первомъ случа при условш, что а>>5, во второмъ при условш, что &>>а, 

въ третьемь же всегда, и что, наконець, въ четвертомъ случа онъ положи- 
тельнымь вообще быть не можеть. Но, согласие опредъленямъ 96, 

+а>-ь, если >; 
—> Ь ели Ба, 
>> всегда, 

и веетда —в<-Ъ. 

Слфдовательно, и для тёхь случаевъ, когда уменышаемое и вычи- 
тавмое отиовительныя числа, остается въ силЁ та истина, что разность 
положительна только тогда, котда уменышаемое больше вычитаемаго, и 
отрицательна. только тогда, когда уменьшаемое меньше вычитаемато. 
Поэтому по знаку разности можно судить, уменьшаемое ли больше вычи- 
таемаго или наобороть [А если разность ни положительна, ни отрица- 
тельна, а равна 0, то по опредзленгю 22° уменышаемое и вычитаемое равны 

пругь друту]. 
Сл®довательно, если мы „леперь прелположимъ, что а—5>>0, 10. есть, 

что эта разность положичельное число, то при этомъ услови непреиёино 
в будеть больше $, вее равно, будуть ли @ и 6 абсолютных или относи- 
тельныя числа. Есля мы эту положительную разность «-Ъ назовемь т, 
то по опредфленно вычитанн должно быть: 

а— в. 

Вь силу же того, что было вылонено выше. это равенства выразжзоть, 
чт 5>, 

и притомъ съ точнымь указаемь, что а ка я больще 5. ВыветВ съ ТБмъ 
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это равенство, конечно, выражаеть, что Ь ва п меныше а, совершенно 
такъ же, какь и равенство 

а—т=, 
которое по опрезфленно разности слфдуеть изъ предыдущаго. 

Значить, при условти, что ж положительное (или. 

если нужно, то и абсолютное) число, какъ изъ равенства 

==--т, 

такъ н изъ равенетва 

а—т=ь 

сяфхуетъ, что а&а>. 

$ 49. Сложеше нераненетеъ. 

Теорема, 1. Если кь неравнымь величинамь прибавимъ поровну, 

то тамъ получится больше, гдЪ бызю больше. 

Преди. а> 
в=4. 

Утв, а-е>-4. 

Док. Назвавъ т ту величину (положительную, конечно, или абсо- 
лютную), ка которую а больше $, мы способомъ, указаннымь въ предыду- 

щемъ паратраф®, первое предполозжкене можем выразить такимъ образомь: 

а. 
Но предположению 2: | блёдовательно, 

а-е-ьа+т по теорем$ УП: 

Такъ мы видимъ, что а--с на п больше, чЬмь 5-4, что, елВдовательно, 

и въ самомь ДЁл® справедливо утверждеше, что 

в-е>5+-4- 

блБдеть. Сумма изы няется въ томъ жесмыся®. 

въ какомъ изм няется одно изъ слагаемыхь ея. 
Теорена. 2. Тамъ получитен больше, глЪ было больше и куда нрятомъ 

больше прибавили. 

Предл. &> 
>. 

Утв. а--е>ь--4. 

Док. Назвавь т ту величину (положительную), на которую 
в больше Ь, и п ту величину (положительную), ва которую е больше 4, 

мы предположене можемъ представить въ такомъ вид: 

д-=о--т 

е=4--т. Сядовательно, 

а-| м по теореиё УИ: 

Такь мы вядимъ, что в ва ти больше 5-4, что, слфдовательно, 

справедливо утверждене 
«ера. 
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Такимъ же образомь теорема доказывается и для большаго числа 

зеравенствъ. 

Примфчане. 

Еслн мы емыслъ неравенств 

а> 
с<4 

зыразимь равенствами 
ат 

си—4, 
въ которыхь ть п в озвачають положительныя величины, и сложимъ эти 
равенства, то получаемь равенство: 

а--е-в Ват, 
которое не позволяеть сдфлать никакого вывода относительно того, равны ли 
или не равны суммы а--с я 5+4. При названныхь условйнхь {а225, са) 
первая изъ нихъ можеть быть и болыше второй и меньше ея и равняться ей. 

СлЪловательно, нельзя дфлать выводовъ чрезъ сло- 
жен!е неравенствъ, въ которыхъ знаки неравен- 

ства не одинаковые. 

$ 50. Вычитаюе неравенства и вычитаню нуь неравенства. 

Теорема 1. Если оть неравныхь величинъ отнимемъ поровну, то тамъ 

получатся больше, гдф было больше. 

Предп. а 
е—4. 

Утв. ве 4. 

Док. Назвавъ зи величину (положительную), нё которую а больше В, 
мы первое предположене можемъ выразить равенствомъ 

ат. 

Предположено также, что с=4. 

| Зычитая второе равенство изъ нер- 
оеь- аи, ваго,мы по теорем УП получаемъ: 

откуда видно [$ 48]. что дЪйствительно 

а—е> 4. 

Сифдетые. Разность измфняется вь томь же 
смысяЬ, въ которомъ изы Бняетсяея уменьмаемое. 

Теорема 3. Если оть равныхь величинъ отнимемъ неравныя, то тамъ 

останется меныпе, гдЪ отнято больше. 

Предп. а= 

е>а. 
Утв. ве. 
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Док. Обозпачивъ величину (положительную), па которую с больше 4, 

буквою зи, мы второе предположен!е можемь выразить равенотвомъ 

с-Я-т. 

Предположено также, что а=Ъ. 

| Зач первое равенство изь вто- 
юго. по теорем УН пол : дса т Ро, вы р УН получаемъ 

Такъ мы видимь [$ 48], что а—с на т меньше, чЪиъ 5—4, что, слёдова- 
тельно, и въ самомъ дЪлЪ справедливо утверждене 

ве. 

Слёдетие. Разность изм няется въ смысл, про 
тивоположномъ тому, въ которомъ изм Бняется ея 
вычитаемое, 

Теорема 3. Тамъ останется больше, тдф было больше и откуда ири- 
томь меньше отнято. 

Предп. а> 
° с<а 

Утв. а—>—4. 

Док. Назвавъ т величину (положительную), на которую а больше $, 
ип величину (положительную), на которую с меньше 4, мы предположене 

можемь выразить равенствами: 
а=ф-+т, 

в=4—п, Вычитая второе равенство изъ 

—_ перваго [83], мы ло теорем 

а—с=—4т-Еп.{ УГ получаемъ: 

Такъ мы видимъ, что а-—с ва игл. больше 5-4, что, сябдовательно, 
и въ самомь ДЪлЪ справедливое утверждене, что 

а. 
Примфчане. 

Желн мы, предполагая т и п положительными величинами, сыыелъ, 
неравенотвъ 

&2% 
&>4 

вы 
=—в—4 

выразимь равенствами 

в вычтемь эторое изъ нихь изъ перваго, то получаемь равенство 

а ет=Б а+т, 

которое не позволяет сд®лать никакого вывода относительно того, равны ли 

или не равны разности ве и 5—4. 
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Слёдовательно, нельзя дфлать выволовь чрезь вы- 

читанхе неравенствт. въ которыхъ зпакн иера- 

венства одинаковые. 

$51. Важная математичеевая теорема. Теперь мы въ состоя дио- 

полцить предложения, приведенныя въ Г главё, еще селБдующею теоремхою 

такото же, какь тё иредложенйя, общато характера: 

УТИ. Теорема. Если изъ трехъ величинт первая 

больше второй, вторая больше третьей, то п пе- 

давно первая больше третьей. 

Предп. @а> 

>. 
Утв. ре. 

Док. Обозначивь буквою т величину (положительную). на которую 

в больше Ь, и буквою и величину (положительную), а которую 5 больше с. 

мы предноложен!е можемь выразить равепетвами: 

а=ф-т, 
фея. 

Подетавивъ теперь въ первое равенство с+п вмЖето $, мы полу- 

чаемь [ПП]: 
ае-т т, 

н видимъ такимъ образомъ, что а иё п-т боньше с, такъ что дВйствительно 

оказывается 

ас. 

ГЛАВА 1%, 

Умножене относительных чиеелъ. 

$ 52. Раетиреще понят объ умножени. Ничто не препятетвуеть 

распространить опредЪлевше умножен1я 3 на тоть случай, когда въ сумм 

равныя слагаемыя суть относительныя числа, или же и 0. 

Мы можемъ, напр., сказать, что 

с+--ст--СЕ®--Сна-СЕа) 5 . (+8 =440 
сс =4. -9)=—36. 

Но изъ этихь примфровъ мы видимь, что имфемь Бока только право 

умвожать отвосительныя числа на абсолютныя. 

Равныхь образомь мы должны считать пока только допуетинымь 

умножеще 0 ка абсолютное число, но иедокустимымь умножене на 0. 

Но такое ограничен представляло бы много неудобетвъ. Такъ, наир-, 
выражене (4—5) («—4) имёло бы смыслу и было бы допустимо въ составЪ 

выраженй только ири услови, что а>ь, что веяв разь сябдовале бы 
оговаривать и принимать въ соображене при преобразованияхь. выражен!й . 
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Эти неудобства устраняются расширенемь понятин объ умномжени, со- 

столиньмь во введензи умносюеня на относительное число и на © (ср. $ 28. 
тДЪ указано было на первое расширен!е понятя объ умноженй). 

Изь разсужденай въ $ 32 вытекаеть, что умножене на положительное 

число должно быть введено въ слдующемъ смыель; 

Опред®лене. Умножить на положительное число 
зиачитъ умножить на абсолютную величину этого 
числа. 

Чтобы было возможно практическое примнене и не получилось 

противорфч въ теори, умпожене на отрицательное чиело и на 0, какь 

эказывается, должны быть введены въ слёдующемь смысл"): 

ФпредБнене. Умножить на отрицательное число 

значить умножить на абсолютную величину 
этого числа и перемфнить знакъ въ получен- 
номъ результат. 

Опредвлее. Произведен:е всякаго числа на 0 
должно считать равнымь 0. 

Какъ слЁёдотвйе изъ этого опредёлен1я и опредвленя 3 получается 

слфдующее предложене, которымъ намь вносибдетын придется часто 
нользоваться: 

Сидетые. Произведен:е можеть равняться 0 

только, если въ немъ встрфчается сомножитель, 
равный 0. 

На основаи опредёленй 43 и 44 мы нивемъ; 

(+9 9-8 
(9-3) . С-5)=—5 
{—.(+9)=—5 
(—3) . (—5)=+15. 

А изъ этихь примфровь мы можемъ вывести такое правило: 

2) Указашя на то, въ какомъ смысл должны быть произвелены этя рас- 
виренЁя понят я объ умножени, могуть быть получены елъдующимь образомъ. 

Такъ же, какъ теорема 49, можеть быть доказанъ частный случай ея! 
а-я вЫ. 

Это равенство имЪфеть всегда смысль только нослф введен я умиожен!я из отри- 
‘мательное число и на нуль. Въ тёхъ частныхъ случаяхъ, когда ви @ равны 0, 

и когда аи с равны 6, или когда в=$5, и получаются упомянутыя указаня. Въ 

мазванныхь олучаяжь приведенное выше равенство преврашается въ слфдующия 
два, соотвЪтетвуюция опреджленю 44: 

<= 
5—9. 9, 

6. фев вера, 
соотвЪтствующее опредфленио умноженя на 0. 

Бархоръ, Руководство алгобры. 

и въ равенство 

а 
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Теорема. От умножен1я двухъ отнобситель- 

ныхьъ чисель съ одинаковыми зкаками пул 
чается результатъ положительный; отТЬ Уумие- 

жен!я двухъ относительных чиселъ съ проти 

воположными знаками получаетеян результатъ 

отрицательный. 

Док. Веб случаи, которые могуть ветрьтитьея при умпожених другь 

на друта двухъ относительныхь чисель, выражають слёдующёя произ- 

веденя: 

(+®СЬ, ЧС), С-9С®), 9 С). 
По опредвленпо 3 при умножеши относитеньнаго числа на абеолютное 

должно всегда получиться произведене одинаковато знака со множимымь. 
Слфдовательно, на основави опредфленй 43 и 44, должно быть: 

(нано, 
(+С=—4, 
< =—9, 
Сас =+4%. 

А изь этихъ равенетвь н видна справедливость утвержден!я. 
(твдетве. Величина произведен я двухь относительныхь чисель 

не зависить оть порядка еомпожитеней. 
$58. ПримЪнимоеть относительных множителей. Что произведен- 

ное въ прелыдущемъ параграф® расширене понятйя объ умножения не 

дасть противорьчЕН въ теорли, это докажеть все послвдующее. Что оно 

имфеть смыслъ и примвнимо танже при рьшеши практическихь задать 
и вопрововъ, это пояенимъь слёдующимь примфромь: 

Хх [9] У 

Положимъ, что ифщеходь идеть по дорог$ ХУ и находится въ данный 

моменть въ точкз 0. Пройденный имъ путь мы всян! разъ найдемъ, умно- 

живь скорость 1), съ которой онь идетъ, на время ходьбы. 
1) Если онъ идеть ео екоростью --5 вереть вт чаеъ вправо (по напра- 

вленю отъ Х кь У), то черезь +3 часа овъ, очевидно, будеть находеться 

на разстоянш --15 версть вправо оть 0. 

СлБдовательно, считая 

(ЕЗ)-5)=-15, 
мы и въ самомъ дЪлЪ получаемъ в®рный результатъ. 

2) Еели нфшеходь идеть со скоростью —5 версть въ ч8сЪ , вправо 

(т.е. въ чась 5 верст влЪво), то черезь --3 часа, какь легко убФдиться, 

онъ будеть находиться на разетояын —15 версть вираво (т.е. 15 верегь 
влвво) оть 0. 

СлЪдовательно, считая 

{8х-5)=—5, 

1) Предполагается, что эта скорость во время ходьбы ие увеличивается и 

не уменьшается, или что по крайней м®рЪ ореднан скорость остается одною и 

тою же. 
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мы въ самомъ дЬлф получаемь результать, соотвЪтствуюний дЪНетвитель- 

ности. 
8) Если ифщеходь въ данный моменть находитея въ точкЁ 0 и идеть 

во скороетью--5 версть въ часъ вправо, то черезъ—3 часа (т. в. 3 часа тому 
вазадъ) онь, очевидно, находился на равстоянт—16 версть вираво (т. е. 

15 версть влёво) оть 0. 

СлЪдовательно, считая 

эс =—, 
мы также получаемъь результать, соотвфтетвующий  дЪйствительности, 

4) Если, наконець, изшеходь въ данный моменть находится въ точк# О 
и идеть ео екороетью-—5 версть въ часъ вправо (т.е. въ часъ 5 вереть влЁво), 

то ясно, что черезь—3 часа (т.е. 3 часа тому назадъ), онъ находился на 
разстоянм--16 вереть вправо оть 0. 

СлФдовательно, ечитая 

О р 
мы опять получаемъ результатъ, соотвтетвующуй дЪйствительности. 

$ 54. Произведен боже чЪмъ двухъ относительныхь сомножите- 

лей. ОпредЪлентя 48, 44 и 45 не препятетвують тому, чтобы и боле чёмь 

два относительныя числа соединялись между собою звоами умноженщя. 
Такъ, напр., не можетт, быть сомнфайя, кактя дЪйствя предииемваются 

выражещемъ 

9с-9сС9Сс 9, 
какъ не можеть быть сомнфнй и относительно тото, что абсолютное значе- 
ие результата прелинсанныхь умноженй должно быть афед, и что знакь 

этого результата долженъ быть —. Ясно, что если бы мы изыфнили порядокъ 

сомножителей въ разсматриваемомъ произведен, то оть этого не измёни- 
лось бы нн абсолютное значеше этото нроизвелен1я ни знавъ его. И ясно, 

что такь же бы это было и при всякомъ друтгомъ чиелЪ относительныхь 
сомножителей. 

Доказательства же теоремъ 11 и 13 останутся т®мн же, если сомножи- 

тели, © которыхь тамь говорится, будуть числа отвосительныя. 
Изъ всего этото слёдуеть, что всф докаванныя уже теоремы (и, конечно, 

слфдетья изъ нихь) о порядк® умножешя чисеть между собою и о порядк 

перемноженя произведен съ числами и между собою остаются въ силв 
и для относительныхь чиселъ *). 

Ради же удобетва для случаевь умножешя относительныхь чисель 

между собою полезно запомнить елфдующее правило: 

Теорема. Шри четномъ числ отрицательныхь 

сомножителей произведен{е положительно, нри 
нечетномъ оно отрицательно. 

1) Изъ сказаннаго слфдуеть, что и для относительныхъ чн- 

селъ остаютея въ сил перем%стительный ин соче- 

тательный законы умножен1я. 
<. 

#3 
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Док. Изъ опредёлешн 43 слфдуеть, что сколько бы въ произведен 
ни прибавлялось положительныхь сомножителей, оши на зпакъ результата 

умножевя вщять не могуть. Сь каждымь же новымъ отрицательнымь со- 

множителемъ, по опредфлепию 44, знакъ произведьн:я мфняотся. Шеди въ 

произведен ить ни одного отрицательнаго еомножителя, то оно положи- 
тельно; если въ немъ одинъ отринательвый сомпожитель, то оно отрица- 

тельно; вели же ихъ два, то оно положительно: если ихъ три, то оно отри- 

цательно пт. д4., то есть, оно, и нь самомъ АВлЛЪ. накь ъ‘утверждаетея, шожю- 

жительно ири четномъ чиелЪ отрицательныхь сомножвчехей, и отрицал 

дельно при нечегномь числ поелФднихъ. 

$ 55. Первое раеширене значеня бувнъ. Посл произведеннаго 
въ предыдущихь параграфахъ раеширетя поняття объ умножени мы рас- 

пространили на относительныя числа понязя о вефхь дйствяхь, о кото- 

рыхъ до сихъ поръ была рфчь; и только поназатель стенени можеть нока 

еще быть только чиезомь натуральнаго ряда, Поэтому теперь ничто уже 

не препятствуеть тому, чтобы (еъ указаннымь ограничещемъ} отнын$ ха; 

дая буква во вебхь выраженяхь могла означать и относичельное чиело. 

Не нарушаются даже и правила знаковъ (88, 89, 46, 4755 пт. д.), селн 
бувзы означають относительныя числа, 

Напр., 
<= 

п вЪ Томь случа, если буквы а и В означають отрипательныя чиела. И вь 

самомъ дьлф, если мы для новфрки сдвлаемь явными знаки этихъ чисель, 
полагая 

то 

. (Сс [+С- се =—а8 
я 

—4= ар (8—8, 
изъ чего, по теорем УТ, елфдуеть, что и нри названныхь уеломяхь 

сос. 
Чтобы пояснить еказаиное еще примфромъ, докажемь путемъ повЁрки, 

что 

ао 

и въ томъ случа, если а, В и с означають как1я-либо относительный числа, 
напр., если 

И въ сахомь дЪл%, при этихь условахь 

ава) В (р-р 
п абс я-а ть 
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значить, ивъ названном случа, по теоремф УТ, справедливо приведенное 
выше равенство. 

$56. Обозначене аэбеолютной величины буквы или вырфэженыя. 

Такъ какъ буквы и алгебраическая выраженя могуть означать п отпоситель- 

ныя числа, а часто приходится товорить объ абсолютныхь зпачевяхь тхь 
и друтихь, тв для указаня такого значешя введено особое обозначене, 

состоящее въ томъ, что букву или выражен етавять между двумя верти- 
кальнымн чертамн. Такъ, напр., 

| 
означаеть абсолютную величину того числа, которое обозначено буквою &, 

Га |, | че+ыее |, 

ри | 
означають абсолютныя значен:я разноети а— $. трехчлена аа 6 и 

двузлена —т*—мз. 

ГЛАВА Х. 

Умножен!е многочленовЪ. 

$27. Умноженте многочлена на одиочленъ. 

Теорема. Многочлен умножаютъ на какоелибо 

число, умпожан каждый членъ его пл это число 
(ъ соблющен1емъ правила знаковъ 46) 1}. 

Утв. и(а— В стат тета. 

Док. Т. Если т>>0, то [8] 

(а с+=а>—в-4 
а са 
а в+44 . 

и ть етрокъ 

Чье 
та-—пф—те--та . 

ПП. Вели т=0, то [45] 

ас} 9—0. («49 =0; 
та—тЬ—те--т4=0 . 0.0 .е+ 0. 4=--0--0—0--0=0. 

- -| Сяфд., по теор. У 
т(а—Ъ сд) =та-— ть —те--та. 

3) Изь этой теоремы слфдуеть, чо и для относительных 
чиселъ остается въ вил® распредфлительный за 

конъ умножен!я, 
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ИТ. Ясли ж<0, то можно едфлать явнымъ, что и отрицательное число, 

нанисавъ — выфето т. Въ такомъ случа бущеть: 

кос ще---—0+4) 
=—{фа—5е--ь) [но этой 48 теоремВ, доказанной уже для 1 случая] 

= ра-ниные--ра [по теор. 41]; 
та—ть-те--та=(—рда -—— вь—(Сре--с-ра=—ра-ррб-ше—ва 

{ Олбд., по теор. УЕ 
зи(а—$—с--а)-=та—пф— тета. 

Совершенно такимъ же образомъ слфдовало бы теорему доказывать, 
сколько бы ни было членовъ въ мнотозленф и кавще бы передь ними ви 

стояни знаки, 

Слфдовательно, справедливость теоремы должно считать доказанною 
для воЪхь родовъ чивелъ, о которыхь до сихь поръ была рёчъ. (Продолдже- 

ще доказательства въ $$ 119, 288 и 287). 

Прим ры. 

1) 8(3а35 —ба?Ъе-афе?--5)-=94а35-—40а?Фе- Вабс?--40. 
2) (тре —Зт?р-— Эт"). Эри ори р*—вийр—4риб. 
3) тие —6у3-- 928) ол втуб 2 Эхуйо". 
4) [03 2а?5°—в)-Ваф— в) — 46° —в)*] Зав) = 

За” в)-- 685 — в) да —с)3— 13а). 

По теорем У ивъ теоремы 48 получается: 

Сл5детые, Общуй вс мь членамъ многочлена мно- 

житель можеть быть вынесенъ множителемъ за 
скобки, 

Напр., 

бабе — бе? баба е—9—2); 
18252-30063 42а -=ва (За? 5-10). 

$58. Умножене многочлена на многочленъ. 

Теорема, Многочлепъ умножаютъ на многочленъ, 
умножая каждый членъ одного изъ нихъ на 
каждый членъ другого (въ соблюден1емъ пра- 

вила знаковъ — 46}. 

Утв. («рт -ар фра". 
Док. По теорем 46 должно быть: 

ре рае5. 
Но (2-—Бр-=ар- р 

о аа 
(ебу. 

Сльдовательно, 

© м-р чьи 
теор. 41], 
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Такимь же образомь теорема доказывается и для многочленовъ съ 

ббльшимъ числомъ членовъ. 

Прим ръ. 

(2 — Бе) «— 3) = Забей За ТОРЕ Баев 86 е 
—4а—12=208585— а За О бае роз е 4а-12. 

Примчане. 

По правиламь 48 и 49 раскрываются скобки, передь которымв или 
нося когорыхьъ стоить знакъ умножея (ер. правила 40 и 41). 

$ 59. Поняте © раеположенныхь многочленахь. Сомножителей 
произведен{я и члены многочлена удобно располатать въ алфавитномь по- 
рядк. Члены же многочлена обыкновенно еще располатають такъ, чтобы 

повазатели которой-либо изъ буквъ, всгр6чающихея въ нихъ, оть члена 
къ тлену все уменьшались или все увеличивались. Про многочлень, написан- 
ный въ такомь порядкЪ, говорять, что онъ расположена пе убываюцимо или 

. по возрастиниимь степвиямь этой бужвы; и букву эту называють главною. 

Члевъ, содержацёй высшую степень ея. и самь вазываетсн выешимь. 

Стапенью многочлена относительно главной 
буквы называется высшая степень, въ которой 

она въ немъ встр $ чзется. 

Такь, напр., мнохочлень 

За Рай 9сх3--ба реф 

5-й стенени относительно х и расположень ло убывающимъ (или нисходя- 

щимъ) степенямь этой буквы; многоччевъ 

72—93" 
6-й стешени относительно у и расположень по возрастающимъ (или 

восходящим) степенямъ этой буквы; многочлен 

248—506 --10025*— 1092634 65° 5 

расположенъ по убывающимь степенямъ буквы а и по возрастающимъь сте- 

пенямь буквы Ь, притомь онъ 5-й стенени какь относительно той, такъ и 

относятельно друтой изь нихъ. 

Вь многочлен 
тир ви бираиа* От, 

расположенномь по нисходящимь стехенямь буквы х, можно было бы за 

главную букву взять также и и расположить его по восходящииь или нис- 

ходящимъ стененямь этой буквы, ванр., такъ: 

ва бабы и 2х. 

Онъ 5-Й степени отноеительно х и 4-й относительно и. 

$60. Умножене раеподоженныхя, миогочаеновъ удобно проязводить 

въ такомь порядк®, чтобы подобные члены писались сразу одинъ нодъ дру- 

тимь, какь это указывается слфдующими примфрами:; 



Примфръ 1. 

За3— ба —3067453° ........ (множимое} 

2а*—6а5 +3? ......-..-- {множитель} 

645—100 42352 1-20%5°...... умножеше на 242 

—18а4%--30а252--120253—605*..,.. умножеше на—бор 

--9ааа_—15а8— бай--355... . умножеше на-- 38 

ба5 28а? З5о3Ь^ а? 1206--3°..... (произведене). 

Въ этомъ примр® оба сомножителя расположены по убывающимь сте- 

пенямь буквы а и но возрастающимь степенямъ буквы 6. ОтвЪть подучилея 
расположенаымь такимъ же образомъ. 

Примбрь 2, 

17— тт 3%3..... {множимое) 

25 шм..... {множитель) 

14-2 > в 

Въ этомь прим р оба сомножителя и получивиййея результать умно- 

женя расположены по возрастающимь стеленямь буквы т. 

Примёръ 3. 
був о-доуйей отузааи..... (множимое) 
у... {иножнтель) 

Зубарева був бул 
був б-р ооЗуа 23 

Зал ую =, 

$ 61. Чнело членовъ въ произведещи двухь многочленов. Изь 
примфровъ въ предыдущемь параграф видно, что [тебр. 16] при умно- 

жении другь на друга 2 иногочленовъ въ произведещи члень съ высшей 

степенью главной буквы получается оть перемноженя членовъ съ высшей 

степенью ея въ иножимомь и множителф, а членъ съ низщей стененью ея 
оть умноженя членовъ съ низшей степенью ея въ перемножаемыхь мяого- 

членахъ. Эти высцИй и низний члены проязведеня не имфють подобныхь 

себЪ. Сь остальными же можеть оказаться возможнымь приведеше, при 

чемъ они мотуть даже всф взавмно уничтожиться {примфрь 3). 

Если въ умножаемыхь другь на друта двухъ многочленахь въ одномъ % 
членовъ, а въ другомь я, и въ произведения подобныхь членовъ не окажется, 
то въ немъ вебхь членовъ должно быть ти, такъ какъ вов я членовъ первато 
многочлена умнождются свачала на 1-Й членъ второго мноточлена, затЁмъ 
13 2-й, ит. д., наконець, на я-вый. Одфдовательно, вообще ихъ.въ иро- 
ваведеши должно быть не болЪе, чёмъ тл, и не менфе двух. 



$ 62. Важные чаетные случаи умножешя многочленов. Для со- 

хращеня вычислешй и преобразован полезно запомнить результаты 

н\еколькихь частныхь случаевь умножешя многочленовъ другъ на друга. 

Теорема. Квадрать суммы двухъ чиселъ рав- 
няется квадрату перваго чиела, нлюеъ удвоен- 

ное произведен1е перваго числа на второе, 

плюеъ квадратъ второго числа. 

Утв. (А--В)!-=А2--ВАВ--В*. 

Док. (АТВУ-А--В(А--В)-А--АВТАВ--В2= А?--2АВ-- В". 
Теорема. Квадратъ разности двухъ чиселъ ра- 

вняется квадрату перваго числа, минусъ удвоен- 
ное произведен1е перваго числа на второе, илюсь 

квадратъ второго чиела. 

Утв. (А-В) А?.. ЗАВ-- В. 
Док. (А- В)-А-ВУА-В)=А-АВ-АВ-- В ААВ. 
Теорема. Произведен1е суммн двухъ чиселъ на 

ихъ разность равняется разности ихъ квадра- 
товь. 

Утв. (А-ВХА—В)=А*—В°. 
Док. (АЕВ(А-В)=А--АВАВ— В -— 4*— В. 

Отсюда мы, по теоремБ У, заключаемъ: 

Суудетые. Разность квадратов двухъ чисель 

равняется произведен1ю суммы этихъ чиселъ 
на ихъ разность. ° 

Улражненя: 

Доказать, что 
(4+8) АЗ ЗА®В--ЗАВ-- В 

и (А—В=АЗ ЗАБАВА В 

и формулировать эти теоремы. 

Примфры. 

1) (пит 6тя--9. 
8) (а бов. оф. Бе (5)--а або обе". . 
3) (17251725) 1 (Тв) 14949. 
4) 51. 49=(50--1) (50-0 =50*—1*-2500-—1=2499- 

5) 366—121 =(6 р) —112-(6р®--1) (60—11). 

$ 63. Умиожеше неравенствъ. 

Теорема 1. Если неравныя величины умножимъ на раввын положитель- 

ныя (пли абсолютныя), то тамъ получится больше, тд было больше. 

Предп. а>ь 

в=4. при чемь с>>0 (сл®д. и >60). 
Утв. веса. 

53: 
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Док. Чтобы выразить первое предположене равенствомъ, положимъ 

что а больше Ь на нфкоторую величину (положительную) т. Вт, такомъ слу- 

чав мы имЪемъ: 

арт. 

По предположению ‹=4 
| Олфд., по теор. УП: 

ве-=4--ат 

А такь какь фт положительная величина, то изъ поблёдняго ранен- 

ства слфдуеть [$ 43], что и въ самомъ двя справедливо утверждеше, что 

ве. 

Сафдетые 1. Проязведен1е абсолютныхъ чиселъ изы%- 

няется въ томЪъ же смысл, въ которомъ изывняетсл 

оДИНЪ ИЗЪ сомножителей ето. 

Изъ только-что доказанной теоремы, на основа и опредфленя умноже- 

ия ва отридательное число и $ 35, получается еще: 
Сафдетые $. Если неравныя величипы умножимь на равны отрица- 

тельных, то тамь получится больше, гдё было меные. 
Теорема 3. Тамь получитея больше, глф была большая положатель- 

ная (или абеолютная) величина и гдЪ иритомь на большее положительное 

{или абсолютное} число умножили 1). 

Преди. «2% 
в>4, 

пря чемь а, 6, сти 4 ноложительныя 
или абеолютныя величины. 

Утв. ве>Ъа. 

Док. Чтобы выразить предположене при помощи равенетаъ, положимъ, 

что а ча жж больше В и с на в больше 4. 

Въ такомъ случа мы имфемъ: 
ат 

в=а-+в 

ть другь на друга эти равен- 
ства, мы, по теор. УП, имжемъ: 

астафа-Еби-НФт тт. 

А такъ какъ въ выражени пр ат--ти веб буквы означають положн- 

тельныя (или абеолютныя) числа, то изъ послдняго равенства елфдуеть, 

что н въ самомъ дёлё справедливо утверждене, что 

ве>а. 
Примбчан. 

Если части неравенства всЁ отрипательны, то изъ этихь неравенствъ 
елждують, какь указаяо было въ $ 35, неравенства, которыхь части вс 

положительны. Поэтому и изъ перваго рода неравенств можно чрезъ умно- 
жене дёлать выводы въ томъ случа, когда знаки неравенствъ у вихь оди- 

3) Сы. $ 82. 
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нановые, пользунеь при этомъ второю изъ теоремъ, доказанныхь въ этомт 
параграфВ. Но если въ неравенствахъ съ частями оди- 

наковаго знака знаки неравенства неодинако- 
вые, то нельзя дфлать какихълибо заключен1й 
чрезъ умножен{е такихъ неравенствь по такой же 
причинф, по какой изъ нихъ нельзя д®лать выводовъ черезъ сложение ($ 49). 

Что же касается неравенотвъ, части которыхъ не ве одинаковаго знака, 
то можно только знать, что если при умножени ихъ получаются произве- 
денйя противоположных зкаковъ, то положительное произведеше, конечно, 
будеть больше чЪмь отрицательное. 

ГЛАВА ХЕ. 

Дфлен!е. 

Введен! дробныхъ чиселъь. 

$ 64. Нроисхождене дЪленя. Подобно тому, какь отыскане слагае- 

маго по даннымь сумм$ и другому слатаемому приводить къ новому дВй- 

ствю- -вычитаню, такъ задача, состоящая въ отыскаши сомножителя по 
даннымь произведеню н другому сомпожителю приводить къ новому д®й- 
ствно-—двленю. 

Опредвленте, РаздБлить число а на число Ь зна- 52 

читъ найти такое число, которое, будучи пере 
жножено съ В, дасть а. 

Задачу «раздфлить а на > пишуть такъ: 

а : в а:Ь или У ). 

Число, которое требуется раздВлить (а), называется дфлимымъ, 

число, на которое дёлять (5), называется дв лителемъ. Результать 

двлевя называется частнымъ. Поэтому и выражеше <:6 или 

я 
5 называотея чаетнымъ, 

Онредфлеше. а: или овначаоть такое число, ко- 53 

торое, будучи перемножено съ Ъ, даеть в. 

Это опредзлеше частнаго выражается слфдующимь разенствомъ: 

Опреденй 
(&:6).5=@ яли $ ба. 

1} Горизоитальная черта въ качестьф знака дфиешя вотрёчается впервые 
въ рукописяхь Х\" стольшя, Дейбниоь замъняеть черту двоеточемь въ 1684 году. 



{а.в):ь-=а или 

В а 
лань какъ по опредфлению частнато -; должво означать чнело, которое, 

будучи умножено на 6, даеть а, но а и есть число такого свойства. 

Изь послфднихь равенствъ мы видимъ, что если мы сначала а перемно- 
жимь съ 6, а полученное произведеше раздВлимъ из 5, или если мы сначала 

а разд®лимь па Ъ, а полученное частное перемножимь съ Ь, то эти два дВй- 

етвйя взаимно уничтожаются, т.е., получается чнело а. 

Дфлен!е называется дЪйстемъ обратнымь умножению. 

Умноженте ин дфлен:е составлаютъ дёйств1я 

второго разряда нли вторую етулень дЪйетьй. 

$65. Длене чела еамого на себя и на 1. ВмфетЪ съ введенемь 

умноженя па 1 (ем. опредфлен{е 88 въ конц $ 28) должию считаться введен- 

вымь и д®лен!е всякаго числа самого на себя и на 1. Согласно упомянутому 
ипредленю и опредёлентю 58 должно быть: 

= а, 

хе В 
Упражнен} с. 

Формулировать заключающйяея въ послёдинхь двухь равенствахъ 

предложещя. 

$ 66. Введене дробей. Какъ для того, чтобы разность «$ имфла, 
всегда смысть, нонадобиловь расширеще нонятЁя © числ, такъ и частное 

а . 
в:8 (или р амбеть всегда смысль только по введенш новыхь чисель, 

называемыхьъ дробями или дробными числами. 

Введенйе отринательныхъ чисель въ этой книгВ разсмотрЁно было 0со- 

бенно подробко потому, что вь обыкновенной ариометикВ (не общей) ихь 

разематривать не принято. Дроби же тамь разематриваются подробно, в 
всякому приступающему къ изучению алгебры хорошо знакомы повят! 
© дробяхъ и примнимость ихъ. Ноэтому здВеь нЪть надобности подробно 

развивать нервое и доказывать послёднюю, и можеть быть прямо присту- 
плено къ тёмь теоретичеекимь разсужденямь © нихь, которыя необхо- 

димы дяя полноты системы общей ариеметики. 

ОпредЪлеще дроби могло бы быть дано въ такой формЪ: 

Если въ натуральномъ ряд чиселъ не суще 

ствуеть чиста, которое, будучи перемножено съ 
числоыъ натуральнаго ряда В, дастъ число вату- 
ральнаго ряда а, то мы еоздаемъ чиело такого 



в -— 

= @ 
свойства, обозначаемъ его символомъ > иназы- 

ваемъ его дробью. 

Но обыкновелно объяеняють происхожденю дробей, исхедя изъ того 

свойства величипь, предполатаемаго зсякому извЪетвымъ, что ихь можие 

двлить на равных части, и опред®ляють этоть новый родъ чисель так: 

ОпредЪлен1е. Дробь 5 есть число. выражающее а 

изъ $ равныхъ частей одной единицы 1}: или (елёд- 

ств е;) дробь есть число, выражающее одну изъ 

$ равныхъ частей а единицъ"). 

Въ дроби р зполо а называется чиелителемь, число & знаменателемь. 

Введен!е дробныхт чие 

фаентирене понятйя о чиел$. 

Въ нротивоположность лробямъ числа ке дроб- 

ныя называются чулыми. 

ъ составляет второе 

< 
Частное > означающее цвлое число, называется также ненастоя- 

щею дробью. 

5 12 И5 
Ненастояця дроби суть, напр., 

54’ 33 

Ни поняме о дроби, ни понят! объ относительныхь чиелахь не препят- 

«твують введено и относительныхъ дробныхъ чисель. 
Введене ихъ должно даже ечитать необходимымъ, такъ какъ безъ этого не 

достиганаеь бы га цёль, ради которой вообще производятся растиревя 
понят1я © зисл%. 

$ 67. Алгебраическая дребъ. 

Опредблене. Аягебраическою дробью называется 

буквенное частное независимо отъ того, какое 
число оно означаетт. 

Алтебраическя дроби суть, напр.,, 
а тв 64“? 

‚ о 
фот" 2 Че 

3 

$ Что при этомъ & можеть быть больше Ъ, это подробно разсматривается и 
разъясняется въ обыкновенной зриеметик\. 

*) Расширен! понятря о числ введещемъ дробныхь чисель проиеходить. 
уже въ древности. Изв®стно, что египтяне уже около 1700 года доР. Х. нибли 
вредетазленю с дробяхъ. И древше греки и римляне умфли обращаться съ ними. 
Теперешнее начертан дробей впервые встрчается вь началь ХЛИ-взна и 
происходить оть дрепне-индзйснаго изобразжени ихъ, которов отало извлытнымь 
въ Еврою% чрезъ арабовъ н въ которомъ чнеличель писался вадъ знаменателемть 

беаъ черты. 

за 



— в — 

Посл®довательнымъ образомъ выражения, не имфюндя вида буквеннаго 

частнато, называются чълыми олеебраическими выраэюенями. Таковы; 

напр., двлимыя (или числители) и дфлители (или знаменатели) въ иризе- 

декныхь выше примфрахъ. 

Иногда обозначеля «яблый» и «дробный» употребляются нримфнителько 

кь одной только буквЪ въ выражени. Такъ, напр., мноточлень 

Е 
те — и ь 

называется зиьлымь относительно т, хотя въ немъ и есть алтебраическуя 

дроби, такъ какъ въ этихь поснёднихь не вотрфчается упомянутой буквы. 

$ 68. Сраввеше величины дробей. Пю опредвлевню 54 мы дробу, 

$ должиы себ представлять какъ число, состоящее изъ а новыхЪъ еди- 

1 
ниць, называемыхь долями. изъ которыхъ каждая равна т ло сеть, 5-ой 

части единицы (числа 1). Изъ такого опредфлен]я елёдуетъ, что изъ двухъ 

дробей 1) сь одинаковыми знаменателямн та должна считатьен большею, 

У которой чиелитель больше, и что дроби <©ъ одинаковыми зиаменателями 

равны, если и числители ихъ равны. Вели же знаменатели сравииваемыхь 
дробей не одинаковы, то эти дроби предварительно преобразовываются 

такъ, чтобы знаменатели ихъ стали равными (см. $ 105). 

Если дробь меньше 1, то она называется зравильною, если она больше 1, 

то--неправильною. Неправильная дробь можеть быть предетавлена въ вид 

суммы цёлаго числа и нразильной дроби, при чемъ между этими двумя 

слатаемыми знакь -- обыкновенно не пишетея. Написанная такимъ обра- 

зомь сумма цфлато числа и дроби называется сммшенныме чиеложь 2), 

Сравнен1е неправильныхъ дробей между с0бою и съ цьлыми числами 

легче производить, превратизъ ихъ въ сиБшанныя числа (исключивъ пЪлын). 

ПослБ опредъленя смысла и стюеоба сравненя абсолютныхь дробей 

нежду собою и еъ абсолютными цфлыми числами правила, уетановленныя 
въ $ 34 для сравнен!я отновительныхь чиеелъ, должно послфдовательнымь 

образомъ считать относящимиея и къ относительнымь дробямь Э). 

1) Сказанное относится ко веякимь дробяыъ, и къ ненастоящимъ. 
3) Опредьленше суммы дробей и сумны иЪлаго чиела и дроби дается поздние 

правиломт 56. 
3) Содержаненъ 8 68 далеко не исчерпывается вое, что можеть быть ска- 

зано о сравненйн величины дробей. Но все это должно предполагатьея извфот- 
ныыъ. Главнов жа назначеше этого параграфа заключается въ сохранен строе 
хости плана, по ноторому строится здавше общей ариометики к который тре- 
бувть, чтобы поел всякаго введешя новыхь чиселъ указывалось, въ какомъ 
смысл къ нимь должно примёнять поня\е «больше», «равняется», «меньше». 
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$ 69. Длене отноентельныхь чиееть. На основан опредёленя 
дъленя (53) и правила 46 можеть быть произведено каждое дфлеше отно- 

сительныхь чисель, какъ показывають слВдующие примвры: 
+2 
5 =--4, такъ какъ--4 есть число, которое, будучи умножено на +5, 

даеть --20. 

+20 
—= =—4, такь какь —4 есть число, которое, будучи умножено на —5, 

даеть --20. 

И такамь же образомь объясняется, что должно быть; 

—20 

Изь этихъ примфровь видно, что при д% лен1и относитель- 
ныхь чиселъ длятся другъ на друга ихъ абео- 
лютныя величины, знакъ же частнаго опредфляется сяВдующимъ 
правилом: 

Теорема. При дълен1и двухъ относительныхь 

чиселъ съ одинаковыми знаками получается ре 
зультать положительный при дёлен!и двухъ 
чисель съ противоположными знакамя полу- 
чаетея результатъ отрицательный. 

Док. Веф случаи, которые мотгуть встрётитьея при дёлени двухь 

относительныхь чисель другь на друга, выражають слфдующуя частныя: 

а а —а, —&. 

58-5 5 
По онредфленю длевя [53] должно быть: 

такь какъ дФйствительно 

а С 
СЕ =-+ | .Ъ]=+ а. (Е) [к + } а 

При помощи такой же повфрии легко убфдиться, что должно быть: 

а в 

ть 
—а а 

ть 
—@ _ а 

в. 
А изъ этихь равенствъ и вищва спранедливость утвержденя. 
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ЗИримьчане. | 

Случаи, когда дЪлимое или дфлитель или они оба равны 0, будуть раз- 

смотр6вы поздиЗе (въ глав ХУП. 

ГЛАВА ХИ. 

Н$которыя свойства частнаго. 

Дълен!е многочлена на одночленъ. 

$ 70. Сложене и вычитан!е дробей. Какъ посл введев1я относитель- 

ныхъ чиселъ о дВйствяхъь надь инми мотла быть рЬчь только посл соотвт- 

ствующихь расширей понят о прямыхь дБйотвтяхь (опродфлензя обрал- 

ныхъ дЪйстьй остаются для вовхь родовь чисель одни и т6 же), такь и послВ 

введен1я дробей дЪйетв!я надъ вими можно начать только посл опредвле- 

в, что должню понимать подь сложенемь дробей, чтб подъ умпожевемъ 
на "дробь ит. д. Поэтому мы и теоремамь, касающимея дЪйехв надь 

частвыми должны предпосылаль соотвтствующия опредвленя. 
Начиная со сложешя, мы ие имфемь надобноетн говорить о примни- 

мости этого дВйеть:я надъ дробями, такъ какъ она всякому извфетна и въ 

достаточиой стенени разъясняется въ обыкновенной ариехетик®. Вее яо- 
слбдующее послужиать доказательствомь, что и въ теор\и введене сложешя 
дробей никакихь противор!Н не создаеть. ОпредВлеяо же можеть быть 

такое дВйств!е слёдующимь образомь: 

Опредвлене. Сложить сколько-либо дробей (абс0- 

лютныхЪ) или (абсолютныхъ) цфлыхъ чисель и 

дробей значить, изобразивъ ихъ состоящими изъ 

одинаковыхьъ долей*) сложить эти доли. 

ЗВиботБ съ введешемь сложешя абсолютныхъ дробей должно, согласно 

опредфленю 17, считать введениымь и вычитаще ихъ; и, каконедь, ничто 

не препятствуеть распространению и на дроби опредфленй 271 и 298. 

Танъ какь сложеше долей, о которомъ говорится въ давномь нами 
опредблени сложеяя дробей, ничфыь не отличается оть сложеня любыхъ 

друтихь единиць, 10 изъ этого опредфлешя и всего сказапнаго здфеь ел- 
дуеть, что всф доказанныя до сихь поръ теоремы о сложенйт и вычитая 
остаются въ силЪ и для дробей *). 

Ъ) Ивъ обыкновенной ариеметики изьЁотно и ниже будеть въ общемъ видь 
доказано, что такое преобразоване дробей и уфлыхь чисоль возможно. Пока 
же мы только н разсматриваемь сложеше и вычитане дробей, ниъющихъ уже 
одинаковыхь знамонателей. 

2) Изъ сказанного слфдуеть, что и для дробой остаются въ 
вил% перемъстительный и сочетательный законы 
саожен1я. 
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Разематриваемыя въ этой глав$ теоремы относятся къ частнымъ вообще, 
ел&довательно, и къ тфыь случаямъ, когда они означать дроби. Поэтому 

и по т6й еще причин®, что буквенныя частныя обыкновенно называются 
алгебраическими дробями и вообще часто частныя дробямн, мы въ этихъ 

предложещихъ будемъ прибавлять въ скобкахъ выражен, соотвтетвую- 

лия этимъ пазвашямъ. 

Теорема. Частныя (дроби) съ одинаковыми дВли- 
телями (энаменатедями) слатаютъ и вычитаютъ, ела 
тая и вычитая ихъ лфлимыя (чиелителей), при чемъ 

дЪлитель (знаменатель) остается тотъ же. 

ее: й 
-—- умиожимь на п но правилу 48, 
в ® 

доказательство котораго остается справедливымъ и въ томь случаж, еели 
злены многочлена будуть дроби, то полунаемъ: 

. а 
Док. Если мы многочленъ - | 

п 

"(+= в. би, а ба ь о [636. 
в ® в 

авс 
Такимъ образомьъ оказывается, что --+- —- есть число, которое, 

в п в 

будучи умвожено на п, даеть а - $ —с. Но такое чиело, по опредЪленю 
ас 

535, слфдуегь писать ны 
® 

СлЬдовательно, дЪйствательно 

авс ас 
=+-— ао 
п т в ® 

Совершенно такъь же теорема доказывается, сколько бы частныхъ съ 
одинаковыми дфлителями ни было предписано сложить и вычесть. 

Заключая, по теоремЪ У, изъ послёдняго равенства, что должно быть 

также: 

мы получаемъ: 

Сафдетв!е. Многочленъ д%лятъ на какоелибо 

число, для каждый членъ его на это чиело. 

$ 71. Умножен1е частнаго и дёлене произведен я. 

Теорема. Частное (9робъ) умножають на какогмлибо 

число, умножая ето дфлимое (я чиелителя) на это 

чисто. 

`Баркоиь. Руководетво зшеебры. 5 
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Утв. п.п. 4 
ъ ь 

Дек. 1. ели п цфлое положительное число, то 
а а а а а 

ПЕК, "ТУ 

п слатаемыхь 

+ ...: +89 
о ор. 86] 

_п.а 

$ 
И. Если в==0, то 

п. 10.2 =0 [по опред. 46]; -ъ $ д. 45]; 

в.а 0.а 0 
=—— = т==6 [10 опред. 83]. у =; о [о опред. 53] 

_ — {Слёд., по теор. УТ 
а в.а 

".`- Г 

ПТ. Бели в цфлое отрицательное число, то знажь ето едфлается яв- 

нымь, если мы нанишемь —у выфсто п. Въ такомъ случаВ мы имфемъ: 

ча 

-ъ ло опред. 44 и но этой 58 теор., доказанной 

уже для Т случая}; 

п.а —у.а Ув 
[шо теор. 55]. 

{ Слёд., шо теор. УС 

По первоначальному опредёленио умножешя [3$] и произведеннымъ 
зафиъ расширевямь понямя объ этомъ дБйствьи [3* (въ 8 28), 43, 44] 
множимымъ можеть быть всякое число, въ томъ числ? и дробь. Но возмож- 

ноеть дробнато множителя и справедливость теоремы и для этого случая 
могуть быть разсмотрьиы только виослфдетв!и ($ 108). 

Заключая изъ доказаннаго предложешя, по теоремв У, что 

в.а са 
=п,- 

ь ь’ 
мы получаемъ: 

Сявдетвю. Если одного сомиожителя равдвлимъ 
на какое-либо число, то и все пронзведенте бу- 

детъ раздЪ лено на это число. 
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$ 72. ДБлеше чаетнаго. 

Теорема. Частное (дробь) дЪлятъ на какоелибо 
число, умножая его дфлителя (ея знаменателя) на это 
число. 

а 
Док. Обозначимъ 5:° буквою <. Въ такомь случаЪ равенство 

; 10=2 выражаеть, что х веть (вахь и т: ©) число, которое, 

будучи умножено на е, даеть ;. Но это можеть быть 

выражено п такъ: 

= сх. Отеюда же мы видимъ, что сх есть (какъ и > число, 

которое, будучи умпожено на В, даеть а. Но это 

можно выразить и такь: 
а = Вох. Отеюда мы видимъ, что х есть число, которое, бу- 

дучи умножено на фе, даеть а. На такое число 11- 

шется^.. Ст. 
с 

Повторяя первое равеяство: 

{ мы изъ послёднихь двухъ равенствъ, по теор. УТ, 

| заключаемь, что должно быть: 

вмфото чего можно было бы также писать: 

{а: 6) :е=а : (6%). 
$ 73. Другая возможность дВлевя частнаго. 

Теорема. Чтобы разд лить частное (дробь) на ка- 

кое-либо число, можно также разд лить его дфли- 
мое (ея числителя) на это число, 

а в 
Утв. 

ь [2 

Док. По теоремЪ 60 

а 
> по той же теорем. 
2 

{Сявх., по теор. УЕ 

5* 

55 
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$ 74. Послбдовательное дЪлене на ифеколько чвеель и дълеше 

на произведенше. 

Теорема. Если нужно разд лить на число, резуль- 

тать на другое число, этотъ результать на третье 
ит. д., то вы сто этого можно разл В лить на пронз- 

веден1е этихъ чиселъ. 
Утв. а: Ь:е: 4:е=а : (Ъе4е). 

Док. Примфняя одинъ разъ за другимъ теорему 60, мы имфемъ: 
а а а 

а: В: с: а:е= — :а:е= — —_ =а: (6642). 
56 фе4 Ъсае 

Такимъ же образомъ теорема доказывается для всякаго чиела дБлен!й. 

Заключая отсюда. по теорем У, что должно быть: 
а: (Феде на Бе: 4:е. 

мы получаемь: 
СлЕдете. Если нужно раздблить на произведе- 

н1е нвеколькихъ чисель, то можно разд лить 
еназала ва одного соуножителя, результат на 
другого. этотъ результатъ па третьяго, и т. д. 
до послЪдняго. 

$ 75. Раениреше и сокращене частныхьъ. Весьма часто приходится 

производить видоизмфненя частнаго, которыя основываются на слёдую- 
щемь предложенш: 

Теорема. Веляичнна частнаго (0роби} не изм В нится, 

если дзлимое (числителя) и дВлителя (знаменателя) па 
одно и то же число умножимъ или на одно и 
то же число раздфлимъ. 

1. Ута. 6—0 

= з 
Док. Обозначимт частное 5 буквою 2. Въ такомь случаЖ равенство 

а й 
=х выражаеть, что х (какъ и;) есть чиело, которое, бу- 

дучи умножено на 6, даеть а. Но это можеть быть 

выражено и тайъ: 

Бели мы обЪ части этого раненства умножимъ ‘на я, 

то, но теор. УП, нолучаемъ: 
Изъ послёдняго же равенства мы видниъ, 910 & 

есть число, которое, будучи умкожено на фи, лаеть ап. 

Но это можеть быть выражено и такъ: 
вп 

т Сравнивая первое и послёднее равенство въ доказа- 

— тельств®, мы, по теор. УТ, заключаемь, что дВйстви- 

тельно: 
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а:н 

ф;п 

Док. Преднолагая, что дфлимое ати н дВличель $: п пблыя чнела, 

хы на основании доказанной уже нервой чаети з теоремы ямгЬемъ: 

= . [шо опред. 58], 

откуда, по теорем У, и слёдуеть утверждене. 

Справедливость этой частн теоремы и для того случая, когда а: вн: п 

не цёлыя числа, елфдуеть изъ теоремы 88. 
Опредлене› Умножен:е двлямаго п двлятеля (чи- 

елителя и знаменателя) на одно и то же число пазывается 

раеширенемь частнаго (дроби). 

Опредлеше. Дълен:е двлимаго ин двлителя (чем- 

теля и знаменателя) па одно и то же чиело пазывается 
сокращешемъь частнаго (6робн). 

$ 76. Теоремы, примВвяемыя при сокращен. Нри сокращенйи част- 

пыхь постоянно приходится примфнять теорему 59 и еще слёдуюня два 
предложения: 

Теорема. Вычеркивая сомножителя, мы дёлимъ 

на него вее произведенте. 

р аБ 
Док. Справедливость утвержден я слФлуеть изъ того. чо--=а [во 

теор. 58=] п при вычеркивант въ произведен аф сомножителя В тоже по- 
лучается а. 

Теорема. Степени съ одинаковыми основан1ями дёлятъ 

другънадрута, вычитая показателя дВлителя изъ пока- 
затея д®лимаго?). 

Преди. ра. 

звоего р сомножателей 
4 сомножителей оиноонителой. 

„ .в.а.....в.9.4.....@ Док. 1: 8.@ 8 
а“ а.а.4.....8 
——- 
4 сомножителей 

=аРЯ 

такъ какь 4 сомножителей а сокращаются, въ дВлителВ посл этого полу- 

чается 1, а въ дБлимомъ остается (р—9) сомножителей а. 

1) Въ формулировкв менфе удобной для запоминанн, но зато точной, эту 
теорему можно было бы выразить тан: 

Частное двугь степеней сё одинаковыми основанйями равняется стенены “т, 
зпьмь же основанйемь м показптелемь, равнымь фазностн показателей бълимаго 
и дьлытеля. 

$5 
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Прим чан{е 
Эта теорема будеть позди®е раземотрна подробифе и вт болЪе общемъ 

видВ (въ $ 122) 
Иримфры. 

у би. 
25 ае 5 

такъ какъ дфлимое я дфлитель даинаго чаетнаго дБлатся ва 5 ае. 
Обыкиовенно такое сокраене производится постепенно: сначала 

сокращають на 5, вычеркивая 45 и 95 и надписывая 9 надъ 45 и подписывая 

5 подъ 25 [по теор. 59]; затВмъ сокращають на в и на с, вычеркивая этихъ 
сомножителей въ лВлимомъ и д®лителв [по теор. 67]. 

Не будеть лишним еще котати замБтить, что полученное выражевне 
можеть еще, по теор. 59, быть преобразовано слёдующимь образомь: 

Я ьаазь. 
5 5 5 

23(у—22) 1 
Ч (уо) 

танъ какъ данное частное можеть быть сокращено на 23 и на (у—92). 
Бы 

3) Алгебранческая дробь 18а. рад 
Эта су 

вафип на с*, посл чего получается: 

тах _ 4 
Э7айбу" ем” 

2 и НО пор, би 51]. 
2а6--5? (5 

а 

можеть быть сокращена на 3, на а?, 

$ 77. Нееократимыя дроби. 

ОнредВлеше 1. Дробь, числитель и знаменатель которой на одно и 

то ке цфлое чиело не дЪлятея, называется несократимою. 

Опредфлене 2. Равнократными двухь иълыхь чисель называются 

произведен я ихъ на одно и то же третье цВлое число. 

Напр., ап и Ви суть раннократныя чисель аи $, если а, фи п суть цёлыя 

числа. 

Теорема 1. Числитель и знаменатель всякой дроби, равной несократи- 

м8 дроби, суть равпократвыя числателя и знаменателя послфдней. 

Предп, : несократимая дробь: 

А_а 
вь 

Утв. Ди В суть равнократныя чисель амь. 
Док. Изъ предположеннаго равенства 

А 

В $18 
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по онредфлен!ю частнаго и цо правилу объ умноженш дроби на пЪлое число. 

слёдуетъ: 

аВ 
ияъ чего видпо, что > есть цблое число. Но такъ какъ а и В по предпо- 

: ав 
ложению на одно и то же цёлое число ве длятся, то частное у ть 

быть иЁёлымъ чиеломъ только, если частное отъ дфленёя В на Бесть цёлое 
число. Назовемъ послёднее 4. Тотда 

Но такъ какь 

то 

Слфдовательяо, 4 и В суть дйствительно произведеня чисель ви ь 

на одно и то же цблое число, а именно на чиело 4. 

Теорема 2. Есля дн несократимыя дроби равны межлу собою, то 
зислители ихъ равны между собою и знаменатели ихъ равны между собою. 

Преди. ; ь- несократимыя дроби: 

в_е 

а 
Утв. ас 

ъ-=4. 

Док. По предыдущей теореи$ изъ предноложещя 

а 
вь 

слФдуеть, что 

с=а9 

а 

Но велёдетые иерваго предположеня поелфдн!я два равенства воз- 

можны только. если 9=3, откуда слфдуеть, что 

в=е 
ь=а, 

что и требовалось доказать. 

$ 78. Далее многочлена на одночленъ. Частное, котораго дБлитель 

есть одночлёнь, двлимое же многочлень, можеть быть. по теоремв 57, пред- 

ставлень въ вид многочлена. Такое преобразовате и имфется въ виду, 

когда ндеть р%фчь о дблеши многочлена иа одночденъ. При выполнен я 
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этого дЪйствйя получаюниеся въ результатВ члены многочлена упрещалотся 

при помощи теоремъ 59, 67 и 68 такъ, какъ это показано на примбрахь къ 

паратрафу 76. 

НрьмЪры. 

1) (12а 40-—3а 1 —10495463) : ва354е 
__ таа4Ае зач даче 

64254 ба? 6436 

= 2а* —- 9 _ 52 
2 3 

1 2 
= 24* — -ве—1-. 

Ра 3 

2) (64328 — бабе — 109д° — 1225 
баз? | да? 10ад8 19" 
ЕЕ ра Гы ба бах? вод? бах бах 

528, 25 
за’ а. 

Прии%чан:е. 

При нЪкоторемь навык$ отвфть можно писать сразу, производя еокра- 
щеня въ ум. 

$ 79. Двлене неравенетва и дВлеше на неравенство. 

Теорема 1. Если неравныя величины раздвлимъ на равныя положитель- 

ныя, то тамъ получитея больше, гдЪ было больше. 

Предп. о>ь 
в=4, при чемь с>0 
(дд. и 9>0). 

Утв. ® ь 
в 2 

Док. Обозначивъ бухвою т величину (положительную), на которую 

а больше 6, мы первое предволожене можемъ выразить равенствомъ: 

а=ф-т. 

Предноложено также, что е=4. 

{ Раздьливъ вервое равенство на 
———{ второе, мы, по теор. УИ; по- 

| лучаемь: 
а фт 
- =. 

в ь ть 
Такъ мы вадимь, то: больше; па положительную величину . 

что, сяБдовательно, и въ самомъ дёлБ еправедливо утверждеше, что 

а_ В. 

77 
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Сяфдетые 1. Частное двухъ абсолютныхъ чисель 

изм $ нлется вь томъ же смысл. въ которомь из 

мБ няется его д лимое. 

Изь только-что доказанной теоремы, на основана вытекающаго изъ 

теоремы 55 правила о дЪленя на отрицательное число [$$ 69 и 35] получаетея 
еще: 

СяЪдетв!е 2. Если неравныя величины раздёлимъ на равныя отрица- 

тельныя, то тамъ получится больше, гдф было меньше. 

Теорема 9. Если равпыя абеолютныя величины раздёлимъ на нерав- 

имя абсолютныя же. то тамъ получитея мепьше, гдё дфлитель былъ больше. 

Предв. а-=ь 

в>а, 
при чемъ а, В.сн 4 абсодютныя велячины. 

ь 
Утв. ‘<>. 

с`а 

Док. Умножинъ друть на друга данныя въ предположении равенство 
и веравенство: 

=, 
4<е 

мы получаемъ аа < [хеор. 1 въ $ 63]. 

Раздвливъ обЪ части послфднаго неравенства на с4, мы получаемь 

[ро теор. 1 этого параграфа |: 

а поелв сокращешя 

что и требовалось доказать. 

Сяфдетве. Частное двухъ абеолютныхт чиселъ 

изм $ няется въ емысл%, противоположномъ тому, 
въ которомъ изм няется его дфлитель. 

Теорема 3. Тамъ получается большее частное, гдё большая абсолют” 

ная величина д®лится на меныкую абсолютную. 

Предп. о>ь 
<, 

при чемь а, Ъ, си 6 абоолютныя величины. 
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Док. Умноживь другь на друга данныя въ предпохожени  нера- 

венства: 

а>ь 
4>с, 

мы позучаемь аа? фе [теорема 2 въ $ 63]. 

Раздъливь же обф части послёдняго неравенства на с4; мы [по теор. 

1 этого параграфа] получаемъ: 

а послВ сокращешя 

что и требовалось доказать. 

Примбчаше. 

По той же причии, но которой изъ неравенствъ, которыхь части веЪ 

отрицательны, можно дфлать выводы чрезъ уупожеше при условш. что 
знаки неравенствъ одиязковые, изъ неравенствъ съ отрицательными ча- 

етями можно дфлать заключеня черезь дфлене въ томъ случа, когда 

знаки неравенетвъ у нихъ не одинаковые, пользуясь при этомъ 3-ьею изъ 

теоремъ, доказанныхь въ этомь параграф, Но если въ нера- 

венствахъ съ Частями одинаковаго знака знаки 

неравенства одинаковые, то нельзя дълать ка- 
кихъ-лнбо заключек1й чрезъ дБлен{е такнхъ не- 

равенствъ другф на друга по такой же причинё, по какой 
нельзя дфлать выводовъ чрезь вычитание [$ 50}. 

Что же касается неравенствъ, части которыхъ не вс$ одинаховаго знака, 

то и относительно результатовъ дФлешы ихъ другь на друга можно только 

знать, что если при этемь получаются частныя противоположныхь знаковъ. 
то положительное частное, конечно, будеть больше чфыь отрицательное. 

ГЛАВА ХНЕ. 

Дълен!е многочлена на многочлентъ. 

$ 80. Задача этой главы. Тогда какъ результатомь умноженя иного- 

члена ва многочленъ всегда лвляетея опять многочленъ, эъ общемъ нельзя 

найти многочлена, который бы, не состоя изъ алтебранческижь дробей, 
выражаль частное двухъ многочленовъ. Такъ, напр., частное оть дёленя 
многочлена а—Ъ-с-4 ва многочленъ р--4—г есть 

аа 

рт 

и 6безъ помощи алгебранческихь дробей (дёлающихь выражеще только 

болфе сложнымь) въ видф многочлена изображено быть ив можеть. 
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Вь частныхъ же случаяхь такое изображен возможно, н о нихъ и 
товорится въ этой глав. 

$ 81. Соетавлене образца и правила дфлешя. Тань какь дблене 
есть дЪйств!е, обралное умножению, то и правила для двленя многочлена 
на мноточленъ мы легче всего найдемъ, умноживъ предварительно два много- 
члена другь на друга. Умпожимъ, напр., многочленъь В==4а*—8а6-- 55% 

на многочлень @ = 34? 90 —5?, располагая дЬйств!е въ порядкЪъ, ука- 
занномъ въ $ 60: 

4а^—Ваб 55а 
За*—2а— 
12а^—-9 035 15а? 

— Во-во 10а53 
— аа -за6 5 

1904—1705 -- 11499 —1аб 55а. 

Обозначивъ полученное произведен! буквою А, перейдемъ тенерь къ 
обралному дЪйствво дВлешя многочлена А на многочлень В, т. е., изел®- 

дуемъ, какимъ способомь можно, предполагая 9 неизвфстнымь. найти тоть 

иногочленъ, который, будучи умноженъ на многочлень В, дасть мното- 
членъ А. 

ЗВь началЪ $61 разъяснено было, что выспий членъ нронаведеня двухь 

многочленовъ получается отъ умножения ихь выешихъ членовъ. Поэтому. 

принимая а за главную букву, мы знаезть, что высш членъ частнато должно 

быть выражеше, которое, будучи умножено на выепий членъ дёлителя 4а?, 

хаесть высций членъ дЪлимало 12а*. СОл®довательно, первый члеяз иско- 

маго частнаго есть 3а*, и получается онъ чрезь Оълеше высшаго 

члена дюлимаго ма высийй чаень дълителя. 

Произведене дфлителя В на полученный членъ частнаго 8а* равно 

12а*—94%-+-15925?. 

Если мы этоть многочленъ вычтемъ изъ 4, то ясно, что остатокъ будеть 

проязведене дфлителя В па вс $ еще неполученные члены искомаго частнаго. 

Произведемъ ‘уназанкое вычитане: 

120—170 1707554 

1264— 9435-15426 

— 825 2435 То —564 

. дълимое 4 
. произведене дВлителя В на 34? 

. 1-й остатокъ. 

ВыспИЯ эленъ этого остатка, на основав! того зе разъясненя въ $ 61. 

лолженъ быть произведенемъ высшаго члена дёлителя из высший изъ не- 

полученныхь членовъ частнатго, т.е. выраженемъ, которое, будучи умно- 

жено на 4а*, дасть-—Ва%. 
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Слфдовательно, аторой членъ искомато настнаго есть — 3аб, и по- 

лучается онъ чрезъ дълеще высшаго члена перваго остатка на 

высийй членф дълителя. 

множивь дёлителя В и на этоть члень частнато. мы получаемъ: 

— Ва 6875—1045. 

Вычтемъ это выражене изъ перваго остатка: 

—а3ь-{- 2225—1354... 1-Й остатокъ 

— Ва -- ба 1053 . произведене дёлителя В на —2а6 

— 407-305 °— 56° ..... 2-й остатокъ. 

Ясно, что и этоть остатокъ должейъ быть произведеемь дфлителя В 
на неполученные еше члены искомаго частнаго, при чеяъ выспуй членъ ото 
долженъ быть также произведешемь высшаго члена дфлителя В на вые- 

ши изь ведостающихь еще членовь частнаго, т. е. выраженемь, которое. 
будучи умножено на 42?, дасть —4а%?. Слдовательно, лерелй ндень 

иокомаго частнаго веть —*, и получается онь чрезь дълеше зысшаго 
члена второго остатка на высийй члень дълителя. 

Умноживъ дЁлителя В и на этоть членъ частнаго, мы получаемъ: 

— а 36—56, 

то есть 2-Й остатокъ, такъ что рЫщаемая нами задача заканчивается сяёдую- 

щимь образомъ: 

— ааа 55% 
зоб ба 

0 

2-й остатокъ 

произведене дълителя В на—? 

послЪднЙ остатокъ. 

Слвдовательно, длене оканчивается безъ остатка. 

Изложеннымь въ достаточной степени выяснено, что нньмь же пв- 
рядкомь слЪдовало бы продолжать дълеще, если бы частное состояло 
изъ болышаго чиела членовъ. 

Чтобы отчетлив$е быль виденъ норядокъ производетва дёйствзя, новто- 

римъ, опуская объясненя, произвеленное нами только-что дфлеве въ томъ 

видь, въ которомъ обыкноаенио дёлять мноточленъ на многозленъ: 

(12а Та 17-7453 —56) ; (до? За --55) = Ва? -—даф- а 
12а\—9а% 150252 

— Ва*ь-- 22° —1аБ—55* 
— 82% -- 62 ̂ 10а5* 

— Ча’ь?-- За 5 
—4092 + 363—554 

о 
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Замётимъ еще, что этоть образець дъленя еще вемного упрощается, 
если въ остатки сносить изъ д®лимаго только т члены, которые нужны при 
производств» вычитавя, и что скобки иногда замняются вертикальною 
чертою, отдфляющею дфлителя оть дфлимаго, и коризонтальною. отдфляю- 

щею дфлителя оть поднисываемато нодъ нимъ частнато. 

Сравнивая приведенный образець дленя съ умножешемь многочле- 

новъ въ начал паратрафа, мы можемъ замфтить особенность, характеря- 
зующую дЬлен1е какъ дЪйстве, обратное умножению: произведенное д%ле- 

в1е оказалось тБмь же умножешемь. отличающимся оть первоначальнаго 
умноженя только т®мъ, что туть члены множителя (искомаго частнаго) не 

даны, а постепенно паходятся. Вычитане же одного за другимъ многочле- 
новъ, получающихся прин умножения дфлятеля (множимаго) на члены част- 

нато (множителя), изъ длимаго (даннаго нроизведеня) производится туть 

для тото, чтобы убёдиться, что эти многочлены вмфст® дъйствительно 

составляють это произведеше. 

*$ 82. Необходимоеть раеположешя дёлешя многочлена на много- 

члень по высшей или по низшей степени буквы, принннаемой за 

главную. Если бы мы въ многочленахъ, которыхъ дфлеве было произве- 

дено въ предыдущемь параграфЪ, за главную букву приняли В, то т® члены 
въ нихь ц въ остаткахъ. которые мы называли высшими, оказались 
бы низшимин. Слфдовательно, вездЪ елфловало бы елово «выспНй» замёнить 

еловомъ снизинй> въ правил полученйя отдфльныхь членовъ чаетиато, обо- 

значенномь въ предыдущемь параграфЪ куреивомь. 

Если бы мы попытались произвести дёлеше т%хъ же многочленовъ. 
ие раснолагая строго дёйетвЁя или исключительно по высшей степени или 
исключительно по низшей степени буквы, принимаемой за главную, то 

зы не получили бы ни остатка 0, ни настояшаго искомаго частвато. 

Чтобы не забывалось важное правило о необходимости соблюдешя 

извЪетнаго порядка при дфлеши миогочлена на иногочленъ, выразимь глав- 
нъйшую суть его въ слдуюшей удобной для запоминашя краткой формули- 

ровкз: 

Правило. При д лени многочлена на многочлен 

для получен!:я отдъльныхь членовь частнаго 

высний |] 
елфдуеть всегда дЪлить или же | членъ д®лимаго 

низший | 

п получающихея одинъ моелв другого остат- 

| высиий 
НовВЪ на олилы соотеътетвенне г членъ д литеня. 

| низний 
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Прямры_ 

1) Если требуется раздфлить многочлень 

1*—132—127--6—10214-28=° 

на многочлень 

3—5 22, 

то дЪйстве можно и въ этомъ случа, какъ всегда, расположить и по высшей 

степени буквы х и по низшей ея степени. Если изберемъ послдн!Й способъ, 

те удобно даниые мяоточлены расположить во возрастающимь стененямь 
этой буквы. Самое же дБлене мы производимъ тазъ: 

6—3 70238-24102" | хз тоы 
9—4 10° тис 

— Эх-- 321-2852 
—9--617--1522 
— Зи раяи 

— За --253--54 

77 вы 1053 
+6244 —102° 

о 

2) Въ нижеслФдующемь примёрВ показывается, какь поступать, 

когда длимое многочлень неполный, т.е., когда въ пемъ отсутствують 

члены съ нёкоторыми степенями главной буквы: 

1624 — 94° —4° | 429+ 
бр врачи рариЯ 

82°» 
ЗЕ 8рзае -- #614 ++ 2ра* 

—2ра—9° 
4з-—2ра*—Ч2 

3) Въ примфрв дёлешя многочлена 

2у3— бау*-- оби — базу? —абуа-- уз 13а" — зла фуй-- 1006? — Зуй Бо ̂у 
— базу, 

на многочленъ 

Зу*-ву--З6у—5а* 

Должно обратить внимане на ТУ особенность, что какъ въ дБлимомь, такь 

и въ дфлител в встрёчается по нтьсколько членовь съ одною и тою же степенью 

буквы у, въ дБлимомъ же и ло нфеколько членовъ съ одинаковой степенью 



буквы ан буквы В. Въ такихъ случаяхъ нужно дёлене располагать по высшей или низшей степени не одной только 

буквы, напр., у, а еще и другой, вапр. а, а если нужно, то еще и третьей, ит. д., примЪрно такъ: 

у, 5 бау“-- Бу —ба?у?— афуЗ-- 52у3-|- 1193—1102? --10а52у?— 3532 --Ба*у—1ба3Бу-| ба?Ъ?у 2у *—пу-ЗЬу-— 50? 

2/°— ау“--ЗВу-—5Б0° С уз— аула? у--заьу—ВЗу 

аи › — 9 + Цазу? 

да -2а?у8— бару? 1048 
2 ыА- вау бабу? уз аз а3у*—11а% у? 

у" — — абы --36?у? — — 5а%/ 

—9 аз -Вафу— 25 уз-- аз а зу ——_ вау? +5а^у 

— 2423 + 93/— За? +5а^у 

--бабуЗ— 223  › — За 10а? » —1Ба3Бу 
-+ бару? — За?’ Эаб?у? -—15а3ву 

— 8623 оз т ор »  -Бау 
— 9623 + ау —3ЬЗу? +5а263у. У— 

Такя дЪленя производять и иначе, вынося одннаковыя степени главной буквы множителемъ за скобки 

(по теор. 48*). Посл такого преобразованя уже не будетъ членовъ съ одинаковыми степенями главной буквы, но 

зато получаются члены съ многочленными коэффищентами. 

Произведемъ дфлеше тзхъ же многочленовъь и этимъ способомъ: 

28+ (ба 5В)у“-+(-—5а—о6--5?)уз (1148—1125 --1006°—3Ь3)у?--(5а4-—15а36 - ба?) у! 2у2--(-— а--3В)у—5ба? . 

Зу--(— а--з6)у“--(—5ая) уз (ав) (- а? 3а6--6?)у 
(--4о-НЗБ)у“(  — 9- 12)уз- (1198—1102. --10а5-—З5З)у? 

(-—44 ау: (ай Тау (104°— Ба?) у? 
сеет лохотрон точило тии ддт и иеь. $ 

(оз + ва 22) ГВ + .( _@8— ба №- зоба верба —1 Ба + ба 

0 



— 80 — 

Если мы во второмь и третьемъ членахъ полученнаго частнаго рас- 
кроемь скобки, то оно приметь тоть же видь, какой оно имФеть въ преды- 

дущемь дёлени. Оно можеть быть также представлено въ эидф: 

УЗ да)у" (Вафа 6?)у 

или еще лучше въ слфдующемь видЁ: 

у’ (2 Буа заь-№)у [по теор. ®]. 

4) Аз4-- Ва Са РЕ-Е [га 

42 Аа2* [АзЗ--(Аа-Е Вуд Ча?-- Ва) 
(Чавес? (Чаз-- Ваз-- Са 0) 
(Аа-- В) Ао? Вод? 

{Аа?-- Ва -С} 2-х 

(Аа? Ва С) (да? Ва Са)х 

(Аа? Ва Са-Б-+Е 

(4аз-- Ва?--Са-- р) (Аай-- Ваз4-Са*--Ра) 
Осталокь..... `Аа4-; Ва'--Са-Ба-Е. 

Иримфчане. 

Результать послфдняго двлешя можеть быть обобщень, Локазанпая 

въ $ 86 теорема есть обобщен его, по скольку оно касается остатка. 

$ 84. ДБлеше съ остаткомъ. Изыфнимь иЗсколько д®лимое въ при- 

мЪрЪ двлевдя, раземотр®нномь въ $ 81, прибавивъ нь нему В=2а5?—35* 
(двучленъ низшей степени относительно а, чЬмь дЪлитель В). Тогда новое 

дфлимое будеть 4-Е 12а“ 1743 -17а35*—бабз--ВЬ*. 

При дЪлен!и ето во теорем® 5% должно получиться: 

ав дл В.В 
ВВ ОТВ 

наи 

120^—17035--11075* борз— 854 2аъ3—354 аа ь 
ЧаВо рзыя тЫ 

Самое же дфлене по правиламъ, изложеннымь въ предыдущихь двухъ 
параграфахъ. должно быть произведено по слёдующему образцу: 

(124—170 -- 17042 —5а5*— 854) (40? —ВаБ4-56?)-- Во —оаь $14 34—35 
120 да абы чот Зоо 

— 80% 249% бов 
— 885 -- 6222. 20а 

— за Боба вья 
— 402 -- Зав —554 

о 3053—35+ 
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Степень главпой буквы въ высшемь член® послфднято остатка ниже 

степени ея въ высшемь членф дфлителя. Слдовательно, остальная часть 

частнаго не можегь быть цёлымь алгебраическимь выраженемъ и вифстВ 

©ъ тВиь не. будеть содержать члена, который бы, будучи умноженъ на 

члень дфлителя 55, даль члень дфлимато—85“ (члены низпие относи-. 

тельно а и выспе относительно $ [см. $ 611). СлВдовательно, продолжая 
ТВыъ же порядкомь дёлев1е, мы въ частномъ стали-бы получать только 
дробные члены и пря этомъ до остатка 0 никогда бы не дошли. А потому 

мы и заканчиваемь дВлеше такъ, какь это -указано въ образцф. 

Изъ разсмотрфннаго примёра мы выводимъ правило, что если 0ъ- 
ленфе многочлена на многочлен располагается по высшей степени буквы, 
принимаемой за главную, то дълене можно прекрамиить на первомь оке 

остатить, в котороме выеций член миоюе выошаго члена дълителя, танъ 
какъ появлене такого остатка указываеть на то, что многочлены нацьло 
9ругь на друга ме. дзълятся. - 

Раземотримь еще слдующее дфлеше многочлена на многочленъ, 
дающее танже остаток: 

3 9 3155 |2 

3—6 31 
62—13 — 958 
--ва-— 126? 

— 83 
ор ая 

—524— 241755 
— 28-4-1055 

—411- 95° 

Хотя послбдй остатокъ позволяеть опредёлить еще дфлый членъ 

часткаго, всечаки не трудно убёдиться, что онъ указываеть на невозмож- 
ноеть двлетя данныхь многочленовь безъ остатка. 

И вь самомъ ДЪТЬ, еслн бы данные мвогочлены длились другь на 
друга нащфло, то произведеве высшаго члена частнаго на высний чяенъ 

дьлителя раввялось бы высшему члену длимаго [опред. 53 и $61], а лакъ 

какь этоть послёди!й содержить 5-ую степень буквы 2,10 послёдей члень 
частнато долженъ содержать =. Но’ до такого члена частнаго, располо- 

жевнаго по восходящимь стененямь буквы 2, мы уже дошли, ие получивъ 
однако при этомь остатка 9. Сядовательно, и вообще мы его уже больше 

не’ нолучимь. 

Несмотря на это, дВлене можеть быть продолжено, притомъ без 

зонца, такъ камъ степени = въ остаткахъ, такь зке, кажь ивъ язетномъ, 
все повышаются. 

'Варховъ. РУкОВОЕСЮ азтебры. в 
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Нотому, выражая въ давиомъ случа результать дфлетя такъ же, 

какъ въ предыдущемь примёрВ, мы вь частномь можемъ написать столько 

цфлыхь членовъ, сколько ложелаежъ. Тажь, частное оть двлен{я данныхь 

двухь многочленовъ можеть быть представлено въ слфдующихь различ- 

выхъ видахъ: 

Зуб отв бета 9 
12 

2. 323 
122 

1—2 
2124-02 

ет 
2055-1128 

аа аб 
1—2 

ит. д. 

$ 8«. Иризнаки недлимости нацло многочлена ва многочленъ. 

Изь содержан:я предыдущихь нараграфовъ (81, 89, 83) и въ особенности 

изъ разсуждейй о высшемь и низшемь член въ дфлимомь, остаткахъ, 

дЪлителЪ и частномъ, а также изъ содержащейся въ $ 61 истины о числ 
членовъ произведен!я двухь многочленовъ слёдують признаки, по кото- 
рымъ еще до начала д®йств!я и при выполнен1н его узнается, возможно ли 

двлене миогочлена на миогочлемь надфло. 

А. Еще не приступая къ самому дълешю иногочленовъ, мы видимъ, 
что дБлимое ме дълится нацтьло на дфлителя, 

1) ел в дълитель (по устранен общато веЗмь членамъь множи- 

челя, если такавой имфется) окажется хотя бы одна буква, которой нлыть 

85 дълимомь, 

или 

зысицй зыстаго 
2) еслы или члень Отьмителя выше | или соотьтетвенно г члена 

низщаго 

имаго. 
Б. При выполнены дълещя получается указане ва то, что дзлимое 

не дълится ващьло на делителя, 

№ ель помтаетея остатокъ, в% которомь высний члень имоюе высщаго 

члена 65 блъмителль, 

или 
2) если получается въ оспинтьть одночлень (по снесени, конечно, вех 

зленовъ изъ дълимаго), 

или 

3) вели при дюленты, располоокенномь по низшей степени главной буквы, 
‚мы не получаемь остатка 0, несмотря на то, что вь частном дошли до 
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10го члена, который в. случаь дълимостиь нацьло, должжень бы быть выс- 

зиме, т.е. при умножени на выспий аленъ дфлителя долженъ бы дать 

высний членъ дЪлимаго. 

$ 85. Сходетво дёлеви  многочленовь съ дёленемъь цфлыхь 

чисель. Нри производств® дфленя многочлена на многочленъ нельзя 

не замвтить, чго оно въ очень многомъ напоминаеть дфлене двухъ много- 

зназныхь ифлыхъ чисель или двухь десятичныхь дробей другь на друга. 

Это объясняется тВмъ, что послЁёднее и ость въ сущиости не что иное, какъ 
теже дфлев1е многочлена на мноточлень, прюбр®тающее лишь нфкоторыя 
особенныя черты волфдетв!е тото, что въ изввотныхь случаяхь высшие 

разряды едининь раздробляются въ низиие, а низпйе превращаются въ 

высоте, и этимь достигается, между прочим. ненадобность въ отрица- 

‘тельныхь членахъ. 

Такъ, навр., бквовенное дВлов\е 85273 ва 317 есть видовзивненное 
указаннымь способомъ дълен!е миоточлена 

8. 10-4-5 . 108--8 . 10*--7 . 101-83 

на многочлень 

$3 10-Е. 10-7. 

Чтобы отчетливфе обнаружить суть всякаго выполияемаго нами д*- 

ленл пфлыхь чисель другъ на друга, произведемь дёлен!е этнхь миого- 

чденовь, указывая посл скобокь, рядомъ съ остатками, двлаемыя реегда 

въ умВ упомянутыя раздроблевя и превращеня: 

{8.1045 10-2 . 1097 .101--3) :(3.10841.10%-7)=2.1084-6.101--9=269 
6-.10%--2 .20%-+-4.108., первое вычитаемое 

8.101--4.103--12 .10%... преобразованные 
первые три члена 

2.104--1 10848 .10°= дфлимато 
|-—{6 .10*+-3.103-+ 4.10*)... преобразованное 
И ве вычнаеме 

21.1018 .10?-- 7.101... преобразованный первый остатокъ со ене- 

еннымъ сл$лующимь членомь дфлииаго 

18 .10346 .102--42 . 101... второе вычитаемое 

- 21.1038 . 10%--7. 101... первый 
а з _ вотатокъ 

2.10°48.10°45.101 | 10. 1034-01082 .109... преобра- 
зованное второе вычитаемое 

. преобразованный второй остатовь со 

сиесевнымь  послёдивмь  членомь 
двлимато 

21.102--9.101--68... третье вычитаемое 
28.10*--5 . 101-83... второй остатовъ 

©. —(28.*--5.10*--3)... преобразовав- 
ное третье вычитаемое. 

8* 

28 .10%--5 .101+ 
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Проязведенное двлене есть не что иное, какъ обычное дфлев1е 85278 

на 817, только. съ объясненемъ и подробнымь изображешемь и того, что 

обыкновенно подразтыфваетея или дфлается въ умВ. 
Разнымь образомъ умножене миотгозназнато числа на- однозначное 

есть умножене многочлена на, одночлень, а умножен{е многозначнаго 
чнела на многозначное есть умножене миогочлена на. миогочленъ еъ нре- 
вращенемь единить низшихь разрядовъ.мъ единицы высшихь разрядовъ. 

ГЛАВА. У. 

Частные случаи дфлен!я многочленовъ на 
многочлены. 

$ 86. Теорема. При дЪлеши мноточлена 

Аз” Вами" 8... Кай--Та-+-М 
на 2--а получается въ остаткв ` 

Ав*-- Ва" 1--Са"?--...-Ка?Та-+М. 

Док. Ноложимь, что двлене миогочлена , 

а-- Ва” 1-02" 2... .ЕКаНТ-ЬМ 

на х--а производится обычнымъ‘ порядкомъ (но правиламъ, изложенным 

зъ $ 81, 82 и 83), т. е; до`Вхь ‘поръ, пока не получится остатокъ, не со- 

держаний х. Этоть остатокь назовемь В. Нолучающееея же при:этомъ 

частное (цфлое относительно =) обозначимь буквою. 0. Нри.этихь уело- 
вяхь (согласно $ 83} .. 

АВ ТС. КРЫМ о -- 
2 2—5 

Слёковательно (по опредФленшю 53) 

а Ва” Сам В... КАТ М-да) +В. 

Если возьмемь $. равнымь а,-та.2—а будеть раввымъ 0 и потому про- 

изведеше 92—а) тоже разнымь 0; и окавывдется, слфдовательно, что 

0% Ва” 1-- Са” №. + Кой Та--М-9(в—«)--В=Е, 
что и требовалось доказать. 

$87. Вризнаки хфлимости на ;—а иногочлена кой степени отно- 

сизевьно т. Если данное зъ предыдущемь паратрафЪ поелёднимъ равен- 

ствомь выражеше для остатка В при какомъ-либо зпаченгн буквы а ока- 

жется равнымъ 0, то это значить, что въ этомъ случа многочлень, 
Аа Ват АС"... КайТе-+-М 

длится на 2—а безъ остатка \). 

1) Вивсто «дёлитея безъ остатка» или чдёлится нафЬло» часто говорять. 
просто одфлитея». 
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'Изъ этого. мы заключаемь; 

Сувдетв. Мнбгочленъ 

ЗЕ Вад. -КаЙе--М 
цълится на х—в, если онъ обращается въ 0 при #=а. 

$ 88. Двленю на еумму и разноеть двухъ чнеелъ суммы и разнести 
одинаковыхь степеней этихъ чисель. Примфнимь послфдиюю теорему 
къ слёдующимь случаямъ дфлен1я: 

9) Двучлевъ 2”— а" при т==а превращается въ а"—а*, то веть въ 0; 
олБД., 9 а" веетда дьлится на 7. 

2) Двучлень 2" -+- а" при х=е превращается въ а”--а"-= а”; слд., 
1*-+-а* на х—а не длится. 

3) Двучлень 2”—а”" при #=—@ превращается въ (—в)*—2^*. Степень 

<), ‘по теорем 47, равняется +-0”, если ж чение число, и равняется 
=, вели и нечетное число. 

ОлВдовалельно,: 2”—а" при. 2==—-а превращаетея въ 0. если`®' четное 
зело, -и’въ 29а”, если» и“ нечетное числе. Танъ-оказываетея, что 2”-—а* 
двлитея` на: >); то веть; на ха только; вели показатель п четное 

чиело. 

4) Двучлень 2“--4" при х==—а превращается въ. (—а)"-- а”, ло есть 

въ —а"--а* при нечетномь ни въ | а“--а”=24” при четномъ в. Слёд., 

3” а" дълитея на х— (18), то-есть ла х-ра только, если показатель п не- 

четное число. 

Результаты. этого . изелБдоватя можно ‘выразить’ ечёдующимь обра- 

зомъ: 

Теорема. На разность двухъ чиселъ дфлитея безъ 
остатка разность одинаковыхъ стененей этихь чн- 

селъ, 

Теорема.. На жму хвухь чисешв. длится безъ 

остатка сумма одинаковыхъ Нечетныхь стененей и 
разность одинаковы хьк четныхь сжеценей втихь чи 
селъ. 

Полезно запомнить и виль чёстныхР, получающихея оть дфлени, 

упомннаемыхь въ послёдиихь двухь теоремахъ: 

о" 
1 $ 

наи рома а Веро ВН" 

з м па. рома *, ебли п оне 
а-Ъ 

четное число. 

ие Неа есля и че 
„ а-ф 

ное чиело. 
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Локазательство теоремь 70 н 71 можеть также состоять въ повфрк® 

приведенныхь результатов послёдинхь трехъ дфлев! чрезь умножеше 

чзотнато на длителя (по окредфленю 653). 

Прим чаще. 

Подставляя въ выражене 2п выфсто п подъ рялъ 1,2, Зит..д., вообще 

числа натуральнаго ряда, мы получимь веь четныя чнела. Поэтому это 
выражеше служить для обозначения четнаго числа вообще. 

Сумма или разность четнаго в нечетнаго чнела есть воегда нечетное 
число. Поэтому 2п--5, 2и--11, 2—8 и т. п. озвачають числа нечетныя. 
Нростфйцшия изь такихь суммъ и разностей суть 

Эп--1 и 9—1 

Подставляя во второе изъ этихь выражешй чиела натуральнаго ряда 
илн вь первое 0 п тв же чаела, мы получимъ веъ нечетныя числа. Ноэтому 

эти выраженя служать для обозначеня пезетнаго числа вообще. 

Нользуясь этими обозначейныи, можно разомотрфнвые вызие случаи 

делимости на сумму и разность двухь чисель суммы или разностя одива- 
ковыхъ стененей ихъ изобразить въ слфдующемь лучше врёзывающемся 

в намять вилЪ: 

Надло дВлятея: 

а омиами а 
25’ а ’ ар ° 

ДВлеме безь остатка невозможно въ остальвыхь слузчаяхь. 

ГЛАВА ХУ. 

Разложеше на еомножителей. 

$ 89. Разъяенене поняття. Равенство 53а 

а=.6, 
5 

служащее опредфлетемъ частнаго, указываеть въ то же время на то, что 
всякое число можеть быть предетавлеко въ вид® произведевя двухь чи- 
селъ, изъ воторыхь одно можеть быть произвольно дано. Въ свою очередь, 

каждый изь этихь двухъ вомножителей моть бы быть предетавленъ въ вад®. 
ъпроязведенщя двухь чисель, равнымъ образомь и эти послёдея и т. д. 
Такъ каждое чиеле можеть быть представлено въ вид ироизведещя произ- 

вольнато чивла сомножитеней, при чемъ, чтобы достигнуть такого изобра- 

женя его, необходимо дБлать зоотвфтотвенныя двлешя, какъ это указы- 
вается вышеприведекнымь равенствомъ. 
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ля примфра изобразимь и миогочлень а_$—с въ вид® произведевя 

двухъ сомпожителей, что при помощи дфлевзя и указанныхь ниже теоремъ 

можеть быть, между прочимъ, сдёлано слфдующими разлачными сно- 
<обами: 

5 
вр е=4. а опред, 58*] 

или 

ое. Ве 
а 

—а. + +9) [еор. 42] 

=. (=) [теор. 57] 
а 

или 

ве. ее 

нь те 

=(5--). | —) (теор. 57] 
Бе 

ЕТ, п. 

Изображен{!е числа (слЁд., и алтебраическато выражена, 

такъ вакъ всякое алгебраическое выразкене означаеть число) въ вид 

произведен!:я называется разложен!емъ его на 
сомножителей. 

Особемио важную задачу. составляеть изображене нЪлаго числа въ 

вид® произведеня тоже только ивлыхь чисель. Какь извЪетно, рёшене 

такого рода задачь привело къ созданю понятия о иростыхь и есставныхь 

числахь и кь извфетнымьъ арнеметическимт теоремамъ, выражающимь 

признаки дЪлимости (на 3, 9, 2, 5, 23, 5%, 23, 5% ит. д.). 

Не мене важную задачу составляеть нзображене цфлыхь злтебраи- 
ческихь выражен въ нядф произведен тоже только цфлыхь алгебраиче- 

скихь выражены. 

Когда идеть р®чь о разложени нз соиножителей, го нифется пренму- 

щественио въ виду разложен1е цфлыхь чиеель на яростиыть сомножителей 

целыхь же алгебраическихь выраженй на ц®лыхь ангебраяческихь со- 

множителей и притомь тоже по возможности простыхь, т. в. такихь, ко- 
торые, какь и простыя числа натуральнаго ряда, длятся только на Ти 
сами из себя. 

Всяын пфлый одночленуъь (если онъ не востонть изъ одиой только 

буквы) уже нифеть видъ произведеня за неключетемъь случая, летко 

приводимаго къ тому же виду, когда онь есть частное съ численнымъ дВ- 

лителемъ (напр., ы: ев 
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Сяздовательно, говоря-о разложени одпотлена на: сомвожнтелей, мы 

можемъ имзть въ виду только ‘разложене его коэффищента, если опь 

злое число, на простыхь сомножителей или также многочленныхь его 

сомножителей на боле простых. 
Но разложене миоточленовъ на сомножителей составляеть задачу, 

которая ‘должна быть раземотрена 06900. 

Примры. 

1) Разложене одночлена 43247040? на множителей производится тамъ: 
43аЬ 8 --2* . 332 04" 

3) 1125(2— узи =. 53. (2 у)“. 

$ 90. Разложене многочленовъ ‘на еомиожителей. За этой сту- 

пени разложеше многочленовь на сомкожителей можеть производиться 
при помощи слВзующихь премовь, примфняемыхь, смотря по вадобяости, 
отдфльно или совмфстно однихь съ другими; 

Т. Вынесеще за скобки общаго множителя. 
Этоть премь состоять-в® примбнени теоремы 48%. 
ПримЁры. 

3) ан миди ав) 

2) 135абрзх_ 25а р 90айрзх бар (За^—Барз-—2) 
3) в дата аа "5 

4) За(ая- дуру) роя-рруз) я-рзу ва ве. 
ПП. Сумма или разность одинаковыхь степеней двухь ‘ийбеле 

разлатается на сомножителей при помощи теоремъ 70, и. 91 и. очень часто 

при номощи заключающейся въ нихь кань частный случай. теоремы 652%. 
Примфры. 

1) 216 —92=(ав--86)(аЁ-36). 
2) До трек Ко 

си ОИК жи, 
3) Хань какъ ни 31418... 

в. ее. 6-6, 
вообще (4”)*=4”", то по теоремЪ 71 

Ре НИ РЕНО рено). 
4) Такимь же нримбнешемъ ‘теоремы #0 выражеве  а?%:-5* разло- 

зклть на множителей менфе удобно, чБмъ повтореннымь:‘примёнетемъ 

теоремы 59%. ПослВднимь же : снособомь ‘иззваиное выражевще можеть 
быть. разложено на сомножителей танъ: 

(а На бер бел-Ь. 
5) Тань же можно разложить на сомножителей сл6дующий двучленъ: 

дву (луз. 

учу 1) 
аут) 1) 
уе зу Хата) 
аут ами-- Омут у—: 

6) 13а*5--3620357 —18а7 (и? 95°) == 180 Ка-- 36а 353). 
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ПТ, Квадрать суммы пли разности двухз чиселъ представляеть, 
о теоремамь 50 и 51, разлатаемое на множителей выражен!е, ееди оно 

состоять изъ суммы двухъ квадратовъ н положительнаго или отрика- 

тельнато удвоеннаго произведев!я ихъ основан. Напр., въ трехчлен® 

252 —1053у--у? первый члень есть квадрать выраженя ба?, послёднй— 

квадрать у, а сред удвоспное произведене 528 и у 60 знакомь —. 

Олвд., этоть трехчленъ разлагается на множителей слёдующимь образомъ: 

268 ТОдЗу уйду), 
Подобнымь образомъ по чиелу и составу членовь многочлена въ немь 

можно узнать кубъ или высшую степевь бинома (см. упражненая въ $ 62). 

Примфры. 

1) {а В+ 6(а Бена) 
==(Ва-—85 с) 

2) ера ар). 1-й 
«(0—4 —1)% 

3) 38-м би 
(ив) — В, (2и5)8 2 9--8.. (28). 9 

(див 
4} 1625 —16а457-- да = 
даа” ча -- 6") ча (2—5) 

а о аа [ау 
== [(е- НУ) ху Хе-хе ау) 

эбе--у) (а —гу--у (г у тау ну а-нуа виа ту) 
ет ноу уеду, 
ТУ. Премв группировки. 
Вь мноточленахь, содержелиихь несколько большее числе членовь, 

поелёдые можно иногда тёкь сгруппировать, что двлается возможлымъ 

примфнене одного изъ первыхь треёхь праемовъ. 

Намр., сгрупнировавь въ мибгочлен® 
вс 9е--ад фа ве 

члены такъ: 

{ас к) (ааа), 
мы кь каждой изъ разностей въ скобкахь можемь примфвить премъ Т, 

а затёмъ еще:разъ тоть же премь ко исему выражению: Такь мы нолучаемъ; 

: ае— фо ад-—9-тав Рег Ра) фа = (в {о--4-—*). 

Нриифры, 

1) 21455*—56а35& 1508663400" 
7926 {3а3— Вс*)— бе (За? — Вс}. 
(Заз ве)(Ча53— 6563). 

3) ау била -дауя = 
ау) Ву 

(а чай ву 
(2--2У(2— 25) . (2—2 +2ту-рау)= 
(ева 4. 
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3) 4909—2561 30—92 = 

4942 —(2562— ЗОБе--9с?) = 
494—552. 56. Зе (Зо = 
(7а}=— (56—80) = 
[7а--(55—36)] . Па—(55—3‹)] = 
(1-5 Зе )Ча—55--86). 

4) Въ елфдующемь выражени можно сначала выиести общего мну- 

жителя за скобки, а зат6мъь еще при помощи групнировокь разложить. 

на сомиожителей выражене въ скобкахь: 

баз? 10а4ф7е--5а646--10а462с*— 1007657 ба?ФЯса = 
база даб -- ас Яфе-е) = 
ботоа-Бу-ае-Буе-= 
Бойе (а— в) не = бас (а—5--о)?. 

У. Групппровка съ разбиекою члена на два. 

Эмоть иремъ чаще всего приходится примЪнять при разложени на. 

множителей трехчлена 2-й степени вида 2 ту-Ри, когда требуется пред- 

ставить его въ видВ произведевя двухь двучленовь, а именно, въ вид® 

{«--а)(=-5). 

Выполнивь умножене этихь двучленовь, мы нолучаемь 

2 --(а-В)е--ав 

и заключаемъ отеюда, что для разсматриваемаго разложен!я нужно коэффи- 
щенть при х представить въ видЪ суммы такихь двухъ чисель, которых. 

произведене равно члену, не содержащему г. 

Такъ, напр., трехчлень 

а?ах--15 

можно разложить па сомножителей такъ: 

23-х --16 == 2-32 52--15== 

2(2--3)--5(#-3)=(@&--8=--5). 

Прим ры. 

1) 2—1 6-63 2% Тр бра 1927) = (ТК 9). 
Зажеь кооффищенть при = есть сумма чисель —Г я —9, а 68 ихЪ про- 

изведеше. 

2) 272-30-24 32 10 З0=жх-8)- лох) --8Х=—10). 
Здёсь члень, не содержапий х, отрицателенъ, а потому можеть быть 

только пронаведещемь числа положительнаго на число отрицательное. 
Сумиу —Т и произведеше —830 дають чиела —10 и --$. 

3) 21*—41а5-- 1052—2102 —3545—6аё-- 10652 

==7а(За-65) —2(ва—66) 
== 8е—55)90—8). 
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4} а бар 2-е 

6*— ба 9—2" 

а*— баба (ое) 
{аз 
(а—88) + ф—0)] . (аз) —@—)]= 
(в—8545 (ао = 
{25 6)(а— 4+0). 

5 о и оу уча аура ау 
паре руе-аузууйау) зу (ау). 
ее В ИИ Ее АН 
еу- а ут аучр. 

УТ. Группировка съ добавлещемь членовъ. 

Иногда разложене многочлена на сомножителей при помощя объяснен- 

ныхъ уже ш]емову дёлается возможнымь ниши упрощается послЪ добавленя 

подходящихь членовь, не содержащихея еще въ пемъ. 

Приифры. 

1) Многочлень 

42--104—305—9 

можно было бы разложить на сомножетелей и при помощи разсмотрен-- 
ныхь уже премовъ, но также, начиная съ добавленя взанмно уничто-- 
жающихся членовъ --255? и — 2552, слфдующимь образомъ: 

23-1005 305- 9=а*--10а5-266*— 255—059 
==а24-1046--2552-—(2542-305--9) 

=а--56)* (6-3 =[(а--55) (56+) (а--5Ъ)—(56--3)} 
= + а--55—55—8) 
={а+105--3{2-3).. 

2) Миогочленъ 

2 04-- 241-901 

можно, примфязя разсматриваемый здЪсь ираемъ, разрожить на сомно-— 

жителей такъ: 

2—9 20--207:--04--8а?-1--04-- 201 
==а8--2а3--1-— (“20-1 -а ТА > 
=: [(а*--1) (о — Же} 
ана? а) (ав) {4-1 (-1)] 

= (аз-на?(а-т)[о*--а----{#—1}} 
== (ааа в) 
==аа-Н1а*—2а--2). 

3) Пра раземотрённомь выше слесобь раззоженя на сомножлителей` 

прехчлена типа 22--(а--Б)х-раь ТБ 2 числа, которыя при сложейш дають. 

коэффищенть при х, & при ‘умножени 8-й члень трехчлена, отыекиваются 
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путемь иснытавй, Но отыскиване нхъ такимь образомь можеть иногда, 

потребовать очень много времени. Вфрнфе и скорфе ведеть къ цфли раз- 

«матриваемый теперь способъ, если добавлять таз{е два взаимно уничто- 

жаюниеся члена, чтобы одинъ изъ нихь быль равенъ квадрату моловины 

коэффищента при х. 

Покажемъ примфнен!е этого према на рёшени первой изъ задачь 

въ предыдущей групи примфровъ. 

Вставляя члены названного овойства-послв второго члена трехчлела 

58—162--63; 
мы получаемъ: ` 

12 —165--68=-58—162-64—64--68 
=21—2.8. 5181 
= (2—8 ` 
==(-—8--1(2--8-5Р) 

==(5—7 2—9) 

Изъ этого примфра видно, что объясненный премь даеть рфшен1е 

безь всякаго искашя, если только вставленный отрицательный членъ и 
третй члень даянато трехчлена выЪетВ составляють отридательный ква- 

драть какого-либо числа. 

ГЛАВА ХУ 

Обиий _наибольнИй дЪлитель. 
и общее наименьшее кратнее. 

$ 91. Ветупительныя замфчаныт. Въ прёдыдущей глав%. мы ‘позна- 

комилиеь съ тмь, что въ облаети алгебраическихь ‘выраженЕй соотв®т- 

хтвуеть важнымь ариеметическимь поняйямь о простомь и составномъ 
числ® и о разложевн на сомножителей. Въ этой намъ предетонть распро- 

странить на алгебраическя выраженя также поняя о дфлителяхь я 
кратиомъ, ‘объ общихь дЬлитеняхь и общих кратньехъ и, наконень, 56ъ 

общемъ наибольшемъ дёлятель и общемъ наименьшемъ кразиемъ 

Во избъжане повторевЙ условямея, что вее, что`въ этой глав будеть 

товериться © цфлыхь алтебраичеекихь выраженыхь, должно считаться 

относящимся и къ цлымъ чиеламь, что во-вебхь теоремахъ, въ которыхь 

будеть говориться © «чиелахь», будуть подразумфваться цфлыя абсеолютныя 

числа, и что все утверждаемое этдми теоремами доляюзо: считаться отно- 
сящимся и къ цфлымь алгебраичеекимь выражеямъ. 

$ 92. ратных и длители. 

Фпредьден.. ЦФлое злгебраичесвое выраженле, 

дв пящесся: нац зо (т, в: ЧЕкъ, вто въ частиомь молучается тоже 
‚ИВлюв алгебранческое ныфалуене) на другое ное э лгебраи- 
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Зе6вое. выражен!е, называется. кратных по- 
сл дняго, посл днее же дз лителемъ перваго. 

На основаши нонятя о цфломь алгебранческомь выражен и произве- 
ден Р цёлыхь алгебраическихь выраженй 4, В, С, М есть также 

илов алтебранческое вырзжене. На основан же теоремъ 67 и 63 ‘частное 

° ать дленя Р на‘каждато изъ этихъ вомножителей п на произведен!е частн 
ихъ есть произведене всЪхъ остальныхь и потому тоже дёлое алтебраиче- 

ское выражене. ОлФдовательно, Р есть кратное какъ каждаго изъ сомно- 

жителей 4, В, С,..., М, такь и произведенн двухъ изъ нихь или трехъ 
или сколькихь угодно, а каждый изъ этихъ сомножителей и каждое изъ 
этихь произведенй-— д®литель выраженя Р. Наковець, въ силу этого 

Р, какь и вообще всякое цфлое выражене, считается кратнымь самого 

себя и дВлителемь самото себя. 

$ 93. Общий наибольший дЪлитель. Алгебраичесвя выражен1я могуть 
имЪть общить дфлителе 

Напр., 15030254, 

9055, 

12аа-Ъ)е* 

имЪють общихъ дЪлителей 3, а, а*, а?, с,-Зас, За?е, Зазс. Частныя оть д%- 

лешя приведенныхь трехъ выражений на посл6дняго изъ дВлителей, св- 

стоящаго. изъ. наибольшаго числа. простыхьъ сомножителей (конечио; если 
считать а? за 3 простыхь сомножителя), суть 

быте, 
3053, 

4аа-НБе. 

Изь нихь первое н второе имфють общихь яфлителей Ь и В", первое 
и третье общато, двлитези д, второй и третье общаго дёлителя а. Но вс 
три частныя общихь дёлителей, кром® 1, уже не имфють к прелетавляють 
собою вел®детве этой овобенности кримБрь выраженш, обознечаемыхь 

слфдующимь бсобымъ назвашемъ: 

Опредьлен. 'Выражен!я, не`инъвющуя общихь дё- 

лителей кром® 1, называются взаимно-просты ин. 

Изь вефхъ д®литёлей выражений, данныхь въ разсматриваомонь ири- 

мВрз, только посибдий 3За3е даеть взаимно-простыя частныя и велёдстве 

этой: обобеннобти представщяеть собою иримфрь такъ называемато общаге 

наибольшаго дВлителя. 

Опредьлене. Общим наибольшимъ двлителемъ 

нфеколькияхъ цФлыхъ азлгебраическихъ выра- 

же: & назыюлетоя цвлое же злрРЕбраяческое вы- 

ражента на которое всф сни дфлятся наи ло 

такъ, что дри зтоыъ получаются взамико про 

стыя частных, 
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Изь нонятя объ общемъ наибольшемъ дфлител» слФдуеть, что отыски- 

вать его можно такимъ споеобомъ: 

Правило. Чтобы найти общаго наибольшаго д%- 

лителя нзсколькихъ данныхъ пЪлыхь алгебран- 

ческихъ выражен! й, иужно посл дытя разложить 

на простыхъ сомножителей. Тогда общ:й наи- 
больш;8 дз литель будетъ произведен1е веёхъ 

общим даниынъ выражен{ямъ сомиожителей въ 

зимней встр Вчающейся степени. 

Примфры. 

1) Чтобы найтн общаго наябольшаго’' двлителя выражешй 

48а354с?, 36а; 60095565 и`168а25%е5, 

разложимъ ихъ на сомножителей: 

484358? =2%. 3. 436462, 

Зба2Ь3е?" =9? . 32. афЗет, 
60445555 ==98 3 .5. 645505, 

268а246с°1=2*.3.Т. а6 ‘24. 

По правилу 75 теперь обияй наибольш дфлитель данныхь выра- 
жен будетъ: 

3. ата Зе, 

2) Чтобы найтн общато наибольшаго дёлителя выражен 

18042с*—З60абе* 1806254, 
728461 —14402628 | 12Ьчсз, 
25а —Тбва фе" -- Т5баБ с — 3526353, 

мы разлагаемъ ихъ на множителей: 

180а2с*—360а6с*-|-1805254—180с“а*— Зав --3) 9%. 32. Ба); 
72а%с 8 тада” Зея теме ба 23. 33. Са 

59°. 31, са) (а- В) 28 . 83. са; 
252086 —15ба%е5-- 1564620 °—2526305=259с(а*—За%-- За Ь3) 

25252 (а—В)*==2*. 3.1. (а-5)3е5; 

а отсюда мы по. послфднему правилу находимьъ, что обрий вавбельнй 

двлитель данныхь выражен есть 

22.32. са—5)?-=86(а— Ве. 

$ 34. Общее важыенышее кратыое. Алгебранчеыя  выраженя, 
имфющуя общаго дЪлителя, являются вёв кратымн его. Наобороть, дан- 
выя алгебранчесни выражешя могуть быть воф дёлителями одного м 

того же выражентя, которое будеть въ такомъ случа ихь общемь ораланыйх 
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Получающся наипростВйшимъ образомъ примфръ общато кратнаго 

нзсколькихь выражен! А, В, С,..., М есть ихъ произведеше Р. Всякое 

жратное его будеть также кратнымъ этихъ выражен!. Такимъ образомъ 

бщихь кратныхь для всякой группы данныхь выражеый можно найти 

«колько угодно. | 

Но важно умфть найти изъ чиела ихь нанпростфйшее, т.е. такое, 

которое, будучи изображено въ вндЪ произведевя, состояло бы изъ воз- 

можно наименьшато числа простыхъ сомножителей. Такое общее кратное 
называется наименьшимь п можеть быть опредфлено также слфдующимъ 
образомъ: 

Опредълене. ’Общимъ наименьшимь кратнымъ 

нзеколькихъ цфлыхь алгебранческихъь выра- 

жен1й называется цфлое же алгебраическое вы- 

ражен1е, которое на всфхъь нхь длится нац$ ло 

танъ, что при этомъ получаются взаимно-про- 
стыя частныя, 

'Изъ понятЁя объ общемъ нанменьшемъ кратномъ елЗдуеть, что отысни- 

вать его можно слёдующимь способомъ: 

Правило. Чтобы найти общее нанменьшее крат- 

ное ыивсколькихь ‘данныхь ц%лыхъ алгебран- 

ческихъ выражей1й, нужно ихъ разложить ва 

простыхъ сомножителей. Тогда ихъ общее нан- 

ифньшее кратное будетъ пронзведен{е в625 встр $- 

чающихся въ данныхь выражен1яхъ сомножн- 

телей въ высшей встрВчающейся степени. 

Изь этого правила, равно какь уже и изъ поняыя объ общемъ нан- 

меньшемь кратномъ, елфдуеть, что если одно изъ данныхь выражен 

есть кратное воВхъ остальныхЪъ, то оно есть общее наименышее кратное 

везхь ихъ. 

Приифры. 

1) Чтобы вайти общее наимевьшее кратное выраженй 

805752, Т2?у®, 6023 

фазложимъ ихъ на вомножителей: 

28,5. 27ба; 
2.31. 28; 

2.3.5. 25929. 

Теперь но правилу 1$ общее наименьшее кратное данныхь выражений 

Фудеть: 

24.31. 5. ху 7207, 



— 96 — 

2) Общее: наименьшее кратное выражен 

1809°59—360раз® 1804253, 
128 мое Уе-Е 724455, 

160р32 —480рх ` --480 ра? 160095, 
Эвра -л9ераай | 9базе 

отыюкиваемь такъ: 

Зорь? З60рдх? ВО тв —2ра 8.88.5 р 9); , 
Тора ЗарЗаЫВ-- Тоба Тарр“ Вр -Най)==03.32 ра) 

293.3° 5 (р-р 98.89. ый; 
160035—480р7ах--480ра*-—160435 =1602(*—3р?4--3р4*—а3)-=95.5 (р— 9); 
Зеро ра? обазаР= Эва? --2ра--4) 95.3 (р--аый; 

общее наименьшее кратное данныхъ выразжевий. есть 

532.5. Нор дыт О-о. 

$ 95. Общий способъ отыскатя общаге изибольшаго дфлителя. 

Изложенный въ предыдущихь пнараграфахь способь нахожденя общаго 

наибольшото дълителя не всегла эЪ состояши дать результать, заслужи- 
ваюцщий этого названя въ точномь. смысл слова, такъ какъ при разло- 

женйи на множителей мноточленовъ высокихь степеней могутъ вотрётиться 
непреодолимыя трудности. Въ такнхь случаяхь отыскаше общаго наяболь- 
шаго дфлитезя должно производиться по впособу, основанному на до- 

казываемыхь ниже теоремахъь. 

Предварительно же замБтимъ, что для обозначешя общаго нанболь- 

шато дфлителя ифекольнихь чнеель или алгебраическихь выражен 
существуеть крати!й знакь: нишуть латинскую букву Р (начальная буква. 
слова @\1вот) и послф нея въ скобкахь отдёленкыя другь отъ друга’ за- 

пятыми 16 числа или выраженя, которыхь обнйй наибольший дфльтель 
делжень быть обезначенъ. Такъ, нашр., символь 

Те, за—-3Ь, ав) 

овначаеть общаго нанбольтаго дфлителя выражен! «8—2, За—-3Ь н.о А-а. 
При помощи этото знака мы равенствомь 

Па, = 

имфемь возможноеть удобно выразить, что а и Ь числа. взаимно-проетыя., 
а равенства 

А=аТ 
В=ЪТ. 

С=ет. 
въ евязи > равенствомь 

“ФХа, ь, д=1 

зыражають, что Т есть обний нанбальшый дфяитедь выражен! 4, Ви С- 
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тои общий наибольшй дфлитель ихь умножится на 10 же число 1). 

Предп. А=аТ, В=Т,..., М-=пТ; 1Ха,6,..., п) =1. 
Утв. Г(Ар, Вр,..., МО=ЬТ. 
Док. Такь какь по предположению 4 =аТ, то Ар=ерТ 

5» > В-ЬТ, » Во-ЫТ 

хх › 2. 2. 

> >» » М№=аТ, › Мр-=прТ. 

Изь правато столбца равенствь въ связи съ даннымь въ предположенн 

уеловемъ 
(а, 

слфдуеть справедливость утвержденя. 

„= 

$ 97. Теорема. Воли рядь чисель раздфлимъ на одно и то же число, 

то и общ наибольний дЬлитель ихъ раздёлится на 70 же чиело. 

Предп. А—аТ, В-ЬТ, ..., М=тТ; ГХа, В, .., па. 
5-1 
‘4 а 

Док. Велфдстве предположеня относительно 4, $, ..., и эти числа, 

будуча взаимно-простыми, не имЪють и съ 4 общаго двлителя кромВ 1. Сл5- 
довательно, если вообще каждое изъ чисель А==а7, В-=ЫТ,..., М=иТ можно 
`раздёлить на 4, то только вслЗдетв]е того, что на 4 длится обийй ихъ мно- 

житель Т. Результать этихь двленй должио потому изобразить такъ: 

А этя равенства въ связи съ предположешемъ 

Ха, Ъ,..., =1 

яено показывають, что дБЙйствительно 

р. в. МТ. 
94 4 а 

х) Сы. $ 91. 

`Барионь. Руководиею аалебри. 
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$ 38. Теорена. Обпий наибольный дфлитель двухъ чисель не изменится, 

если одно изъ нихь умножимъ или раздфлимъ на число взаимно-простое 
съ другимъ. 

Т. Предп. А=оТ 
ФТ 

2. 5-1 
БВ, ЕЕ. 

Утв. Г(рл, В)=Т. 

Док. Если В и р, какъ дано въ предноложещи, числа взаимно-простыя, 
то оли вообще не имВють общихь множителей, слБдовалельно, не имють 

ихьифи р; а такь каяъ по предположенно ихъ не имфють также а в В, то 
должны быть взаимно-простыми также число В и произведеве ар, что вы- 

ражается равенствомь 

Хар, )=1, 

которое въ связи съ равенствами 

фА=арТ и 

ВТ 

показываеть, что справедливо нервое изъ утвержден, содержащихся въ 
теоремВ. 

Н. Предл. АЕЗаТ 

Вт 

Та, = 
ТИВ, д=1. 

А 
Утв. 2 

4 
в)-г. 

Док. Какь вь доказательетв первой чаети теоремы изъ равенстиъ 

В=Тн 
ХВ, д=1 

слЪдуегь, что Га, =, 

но также, что Ра, Р)-==, 

тавъ что, если вообще 4 ==аТ дёлится на 4, то 4 содернентся въ д, во не въ Т. 

По предноложевио аи взаимно-простыя числа, слфдовательно, должны 
а 

быть подавно взаимно-простыми числа — и Ъ, тажъ какъ частное 8 дояжно 
Я Е 

состоять изъ везхь множителей числа а кромВ тВхь, изъ которыхъ состоить 

число 4. 



Слдовательно, 

и облый наибольший дфлитель чнсель 

А-а‘ т 
Ч 4 

и В=ЬР 

есть Т. 

$ 99. Теорежа. Мноточленъ, котораго всё члены суть кратныя одного 

и того же чиела, есть кратное тото же числа. 

Док. Что числа А, В, С, ... 
можно выразять равенствами: 

М суть кратныя одного и того же числа Т, 

Слёд., по 
теор. УЕ 

АЖВУС+ ... МЕаТ-ЬТеТ ... т Т 
= (аз ф-Ее+ ... +в)Т, по теор. 488. 

Послёднее выражен!е есть также кратное 7, а потому изъ позлфдняго 
равенства слёдуеть справедливость утвержденя. 

$ 100. Теорема. Обный наибольшй дфлитель дёлимато я дЁлителя 

есть въ то же время обний наибольшей дёлитель дфлителя и остатка. 

„Док. Если частное огь дВлешя числа А ва число В") вазовемь ©, 
а получаюнийсея остатокъь В, то, иакъ изьзстЕо, 

д=Ве-ЕЕ- 

Слдовательно, по опредьленно разности 

А—в9=В. 

Если общего наибольшато д®лителя чисель А и В назовемъ Т, то по 

предыдущей теорем и В дёлится на Т. Притомь чиело 7 доажно быть об- 

щимъ нанбомщимь длителемь чисель Ви В, такъ какъ въ претивиомь 

случа и А, какь сумма чисель В@ и В, по той же теорем, дёлилась бы 
на число большее чфмъ Т*) и потому общимъ дфлителемь чисель дя В 

не могло бы быть Т, кавъ было предположено. 

2) Или многочлена 4 на многочлен В. 
2) Иль соотвЪтатвенно на многочленъ кратный Т. 

= 
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$ 101. Сноеобъ поетБдовательныхь дфленй. На основан послфдней 

теоремы отыскаще общаго напбольшаго дёлителя для двухъ чисель (пли 

многочленовъ) можеть быть приведено къ отыеканю его для менышато 

изъ нихь (соотвётотвенно дяя того изъ обоихъ многочленовъ, котораго сте- 

пень ниже) и остатка, получающатося при дФлещи большаго изъ нихь на 

меньшее. Отыскане общато наибольшаго дёлителя для дЪянтеля и остатка 

можеть быть такимъ же способомь приведено къ отыскан!о его для еще мень- 
михь двухь чиеелъ. Продолжая такимъ образомъ, мы должны будемъ всегда 

предпосл®дийй остатокь дФлить на посл ди. Такъ какъ при этомъ остатки, 

будучи ифлыми числами (или многочленами), вое будуть уменьшаться (со- 
отвтотвенно понижаться въ степени), то мы, наконеть, дойдемъ до остатка 0 
(см. конецщь параграфа). 

Дльмитель поедъьдняго дтлетя и будеть общий наибольший дфлитель 

даиныхь двухь чисель. 

оли онъ окажется 1, то данныя числа взаимно-простыя. 

'Изложенный снособъ отыскашя общаго наибольшаго дфлителя назы- 

вается способомь послъдовательныхь дтленй. 

При примбнени его возможны на основан предыдущихь теоремь 

значительныя сокращешя и упрощен дёйств@, которыя будуть показаны 

на приведенныхь ниже примЗрахъ. Пользоваться этямн упрощешями въ 
особенности необходямо, при отыскаыин общаго наибольшаго дзянтеля для 

многочленовъ, при чежь еще важно зам тить, что если они взаимно-простые, 
разсматриваемый слособъ приводить не всегда къ дбленю на 1, а иногда 

и въ двленно другь на друга взаимно-простыхь выражешй, для которыхь 
обный наибольшй дёлитель 1 узнается безъ производства этого дёйствя 

(какь нанр., для ви Ъ, для в*—Ъ и сит. п.). 

$ 102. Отыекаще по еногобу послдовательныхь дфшенй общаго 
ваибольшнаго дфжителя нфеколькнхь чисел. Каждый дёлитель общаго 
наибольшаго дёлителя Т двухъ чисель (или многочленов) 4 и В есть 

также, по смыслу и опредёлению этихь понят, обпий дфлитель чисель 
Аи В. Слёловательно обнуй нанбольшй дфлитель чисель д, Ви С есть 

обрий наибольшей дёлитель чисель Ги. Такъ же обняв наибольний дфли- 

тель четырехь чисеть есть обний ваибольний д®литель общато наябонываго. 
дВлителя трехь изъ нихь н четвертаго (иля общего наибольшато яФлитежя 

двухь изь вихь н общдхо ванбольшато дВлнтеля остальныхь двухь, и т. д. 

Изъ этого разсужденя саёдуеть: 

Правило. Бели требуется но снособу послфловательныхь дВлени 
отыснать общаго наибольшаго дёнителя болфе чфшь для двужь чисеть или 
многочленовь, то нужно его отыенать для двухь изъ чих, затфмь общаго 

вавбольшаго дфнителя для него и третьято. чисда или. маогочлена и т. д. 
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Иримфры. 

1) Задача... 

Найти общаго ванбольшаго дёлителя чисель 

397250 и 159354. 

Рилиенее. 

Оба данныя числа могуть быть раздьлены на 2. Но слёдуеть запомнить, 

что при этомъ и обий наибольший дЪлитель будеть раздвленьъ на 2, 
Изъ получающихся посл этого длешя чисель 

198625 и 79677 

первое можно, по теорем%, доказанной въ $ 98, безъ изиёнешя общаго наи- 
большато дфлителя, раздфлить на число 25, взаимно-простое во вторымъ, 

второе же на число 9 взаимно-простое съ первымъ. 

"Такъ получаются числа 

7945 и 8858. 

На основащи той же теоремы мы можемъ первое изъ этихъ чисель еше 

раздьлить на 5, второе на 3, при чемь находимь числа 

1589 и 2951. 

"Теперь приступимь кь послЗдовательнымь дёлешяыъ: 

2951 | 1589 
1589 1 
1362 

Прежде чЁмъ хБлить 1689 на 1868 мы можемъ поснфдиее число раз- 

дёлить на число 6, взанино-простое съ первымъ. Пронаведя же затФмь дф-, 

деве; 

18589 | 227 
1589 |7 
6 

мы узнаемь, что искомый обийй наибольшей дюлитель- есть 8. 227—454. 
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Повторимь произведенныя дЪйствя безъ объяснительнаго тенста, 
чтобы показать схему расположеня дЪйств:Й при отыскали общато ван- 

болышато двлителя по способу посльдовательныхь дъленй: 

3 7 . частныя 

3[397250:2 [159354 :8 
2} 198625 : 25] 19677 : 9 
2] 45:5 | 8858:3 

1589 2951 227 ... длимыя и дёлителя 

1589 

. 1369:6 0 ..... остатки 
Унрощене.... эт 

Общ. наиб. дьл. :2. 291—454. 

Эти дЪйстья располагаются иногда и иначе. 

Первыя упрощенйя производятся 06060, а зал®мъ пишуть 

2951 | 1589 
1589 |1 
1362 

3589: 227 

158917 _ 

7 

3) Задача. 

Найти общаго наибольшаго дфлителя многочленозъ: 

248 —бад?- баш Чар ойзл, 

2 Чех бай Бах --2а^, 
ЗА —п2°--2095— а“. 

Рищенае. 

Отыщемь сперва общего наибольшнаго дфлителя для нерваго и "ретьяго, 

многочленовъ. 

Предварительно можно первый изъ нихъ разлфлиять ва выражеше 2 

ззанмно-проетов съ поелфднимь. Послв этого производимь дёлеше: 

224 Бал байт добра | 21% 023-202 —а* 
25“ ад? а 
Ча рбвыя бам 2ав 
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Раздвливъ этоть остатокъ на-—2а, дфлимь на него прежняго дфлитеня: 

274 — аа? Драй а | 22—32 За —а? 
24 За За а а 

2а23-—За?-- За — 0% 
Зах? — Ва? За5—0* 

о 

Сл довательно, оби] й навбольший дзлитель перваго и третьяго изъ дан- 

ныхь многочленовь есть 

252-— Зал? Зах а. 

Теперь отыщемъ общато нанбольшаго дфлителя для него и для второго 

‘изъ данныхь миогочленовъ. 

Но замфтямъ предварительно. зто теорема, доказанлая въ $ 100 спра- 
ведлива не только для поелЪдняго остатка, но для всякаго, и что потому 

и кь каждому изъ вихъ примфнииа теорема, доказанная въ $ 98. 
Въ сявдующемь дфлени второго изъ данныхь мвогочленовъ ва иолу- 

ченнаго выше общато дфлителя мы поелфдиею теоремою воспользуемся, 

умножиеъ дёлимое на 2, а затёмъ и первый остатокъ на 2, чтобы избъжать 

дробныхь коэффищентозь въ частномъ. 

Оъ этими упрощешями это дфлеве принимаеть такой видъ: 

22‘А— Ваз? 12а 30085-44 | 22% — Зал? За? —д* 
22 30274- Зав в) 

— 50284 Зе базой 
—10423-18077^ 18а? --8а4... умноженный на 3 первый остатокъ 
— 102+ 1ба 15095-50 

3472— За?р 304 

Послёдняго дБлителя нужно раздёлить на этоть остатокъ, предвари-“ 

тельно раздёленный на За? [$ 981: 

21а Вадя вала ат 1 аАох 0? 
2 ада [22а о 

— ай а 
— а 

© 

‘Такъ мы узнаежь, что искомый общуй наибольший двиитель есть 

я^ вт. 

2} Звлятою обозначено, что на мЪсТВ частнаго стоять только“ частныя оть 
отдьльныхь дёлен!И. Знать дъйствительное частное н®ть и вадобности. 
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3) Задача. 

Сократить дробь 

60 3234-10 — 9х 2 

2128-202°—14*—эбх--10` 
Рилшеняв. 

При помощи послдовательныхь дёлев! иы‘находимъ общаго наиболь- 

зшато д»лителя для числителя и знаменателя давной дроби равнымъ 

323-522. 

Нз этоть мвогочлень мы. и сокращаемъ данную алгебраическую дробь, 

посл чего получаемъ: 

624А— 31-1024 95-2 2—1 
Рзб-- ба аа оБь 10 А” 

$ 108. Отыекаве общаго навменьшаго кратнаго епособомъ посл- 

довательныхь дЪженй основывается на елёдующемь предложен: 

Теорема. Общее наименьшее кратное двухъ чисель или многочленовъ 

равно произведению одного изъ нихъ на чаетиое отъ дёленя другого на ихъ 

общяго наибольшаго дзлителя. 

Дек. Если назовемь © общее наименьшее кратное чисель иди много- 

членовь А и В, Т—ихь общатго наибольшаго дфлителя и частныя Е яз 

соотвзтетвенио буввамн а и $; то по смыслу примфненныхь обозначенй 

Та, = 

ч==авТ. 

ДЪстительно произвелеве а5Т длится накъ на А, тавъ и на В, и 

даеть при этомъ взаимно-простыя частныя $ и а [63, 67 и 76]. 

и потому 

Но это произведеше можеть быть изображено такъ: 

В 
о-=о6Т=аТ.5=4А.— 

и т 
иди оо. РА В 

т 
чБмь утверждеше и доказано. 

104. Юришфнене отого енособа къ нБеколькныь чмежяюь. Локазан- 
ная въ предыдущемъ параграфЪ теорема совершенно опредфленно указы- 

заетъ, какъ найти общее наименьшее кратное деуть чисель. Сиовобъ же 
отысканя его для нисколькихь чисель указывается сяёдующимъ _разсужде- 
зпемъ. 
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Такъ какъ каждое кратное общаго наименышато кратнаго х двухь чи- 
сель 4 и Весть также, по смыслу и опредфлению этихь понят, общее крат- 

ное чисель А и В, 10 общее наименьшее кратное члсель А, Ви С есть общее 
наименьшее кратное чисел зи с. 

Такъ же общее наимельшее кратное четырехь чисель есть общее наи- 

меньшее кратное общего наименьшаго кратнаго трехь изь нихъ и четвер- 

таго (или общато наименышаго кратнаго двулъ изъ нихъ и общаго нанмень- 

шего кратнато остальныхь двухъ) и т. д. 

'Изъ оказаннахо сл8дуеть: 
Правило. Если требуется по способу поелфдовательныхь дбленй 

отыскать общее наименьшее кратное болЪе чЪмь для двухь чисель или 

многочленовъ, то нужно его отыскать для двухъ изъ нихь, затБмъ общее 

наименьшее кратное для него и третьяго числа или многочлена и т. д. 

При отыскаши общахо каимевьшаго кратнаго нфохолькихь чисель мо- 
жегь быть достигнуто значительное упрощеше вычисленй чрезъ соединеще 

способа послФдовательныхь дфлеюй со способомъь разложешя на множи- 

телей, какъ показано ниже во 2-мъ и 3-иъ примфрахъ. 

Замвтимь еще, что и для общаго наименьшаге кратнаго яфсколькихь 
чисель существуеть сокращенное обозначенле, состоящее въ томъ, что посл 
буквы т (начельная буква латиискаго слова шаНЯр) пишуть въ скобкахь 
эти числа, отд®ляя ихъ запятыми другь оть друга. Такъ, напр., символь 

(72, 48, 190) 

означаеть общее наименьшее кратное чиеель 72, 48, 120, символь 

ти? —1вах--ба*, Зал —в*) 

— общее наименьшее кратное заключенныхь въ скобки двухь выражен. 

ИримЪры. 

1) Чтобы найти общее наименьшее кратное чисеть 

3159, 1944, 482, 594, 

можно сповобомъ поел$довательныхь дленй найти общихь наибольдихь 
дёлителей первыхь двухь чисель и послфдиихь двухъ чисель. 

Получивь 
ТИ 5а, 1944) 18 

и 
каза, 294—168, 

умножниь 

1944 на 15 16 
72 

Е 

43а ва 
16 * 

при чемь получаемъ 31104 и 6048. Отыскавъ общаго наибольшаго длителя 
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этихъ чиселъ, мы находимь его равнымь 864. Слдовательно, общее наимень- 

. 6048 
шее кратное всёхъ данныхь чисель есть произведеще 31104 на зв", 

то есть 217728. 

Нетрудио уббдиться, что для чисель, такь легко разлагающихся на 

‹омножителей, какъ данныя, другой способъ нахождешя общаго наимень- 

шаго пратнаго (#7) приводить скоре и удобнфе къ цьли. 

2) Чтобы найти общее нанменьшее кратное чисель 

2812, 5661, 8075, 35863, 

отыщемъ общаго изибольшаго дБлителя первыхь двухъ изь нихъ, примёняя 

оеноваимыя на доказанной въ $ 98 теоремЪ упрощеня. Найдя его равнымъ 37, 

разложимъ эти два числа на сомножителей: 

Теперь можно тБиъ же сповобомъ отыскать общаго наибольшего дЪли- 

теля носл®днихь двухъ данныхъ чисель. Найдя его равнымъ 323, убфдимся, 

не длится ли ояъ на одного изъ множителей первыхъ двухъ чиселъ (17, 19 

или 37). Оказывается, что 

323=11 . 19. 

А потому мы имфемъ: 
8075=5* .17 .19 

35858-83 .17.19.37. 

СлЬдовательно, но правину 77 искомое общее наименьшее кратное 
есть 

22. 8. 52. 11 .19.37—8. 100. 35858 =10755900. 

3) Если бы требовалось найти общее наименьшее кратное для тВхъ 
же многочленовъ, для которыхь мы во 8-мъ примЪр® въ $ 102 нашли общаго 
занбольшаго дфлителя, то можно было бы яачать дЪйстыя такь же, кавъ 

тамъ. Найдя общаго наибольшаго длителя перваго и третьято мноточле- 

новъ, мы можемъ ихь представить въ слёдующемь видё: 

22 — бол баеа Чаво оби -а (п) (рл*— Вах? За? —а°) 
258— ад? За? о-ва) (2х? Заз? За"). 

Найдя для этого общаго наибольшаго д®лителя и для второго изъ дан- 
ныхь многочленовь общаго наибольшаго длителя 2*--ах-|-0?, и раздёливъ 
на него этоть многочлень, иы получаемь частное 2\—За»--94?. Теперь 
нужно еще убЪдиться, не содержится ли въ этомъ частномь миожитель 
х—а нервато или множитель 24а третьяго изъ даиныхь миогозленовъ, 

Такь им узиаемъ, что 

2А--дат-20? {5-е Я). 



— 107 — 

Данные же многочлены теперь представляются въ елфдующемь окон» 
чательномь взд%: 

224 — бах бабе Ча рай нара) аа-Н а" (ага) 
2‘ Чай боя баб во а ева ааа) 
Зах разде -адаА ааа) —а). 

Сл#довательно, по правилу 77, общее наименьшее кратное данныхь много- 
членовъ есть 

д-ра (а-а (ааа а @2-а) 
или 

др агат оз?) [пеор. 7. 

ГЛАВА ХУП. 

ДЪйстыя надъ частными. 

Правила, относящ!йяеся къ примъненю 
скобокъ. 

$ 305. Ириведен!е чаетныхь юъ общему знаменатеню. Если мы къ 

‘чаетнымь Е з примфнимь первую часть теоремы 64 и расширимъ 

первое изь нихъ на 4, второе на Ъ, то получаемь: 

а_щ 
ьы 

и 58 
аш’ 

эт. е. частныя съ одинаковыми дфлителями. 

Такое преобразовануе нзсколькихъ данныхь 

жастныхьъ, при которомъ вез они пр1обрётають 

одного и того же д дителя, называется приве- 

ден1емъ ихь къ общему знаменателю 1). 

Такъ вакъ премомъ, при помощи которато оно можеть быть достиг- 

нуто, можеть быть только растирене данныхт частныхь, то обний знаме- 

натель ихъ долженъ быть во всякомъ случа общее кратное ихъ дёлителей. 

1) Было бы посяЪдовательно, говоря о частныхь, иазывать это иреобразо- 
зэвыйе пряведешемь къ обрему дЪлителю. Но терминъ чобций дылитель» нмЪеть 
уже другое значеше. Потому, во избфзшая недоразумён, должно отдать 
предлочтене приведенному выше обозначензю, могущему быть отнесвинымь въ 
<ушноети только къ дробимъ, но ме къ частнымъ вояшаго эначенйя, 
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Такихь общихь кратныхь ихъ (слФдовательно, и способовъ приведейя 

хь общему знаменателю) можеть быть найдено безчисленное множество 

(см. $ 94). Но изъ нихъ слфлуеть отдать предночтене наименышему, токъ 

какъ только при такомь выборф получится наипростфйпий видъ приве- 

денныхь къ общему знаменателю частныхъь. 

Если, напр., требуется прявести къ общему знаменателю частныя 

[2 у В 

Заз боя аб? › этой В8° о-ва? * 

то ршев!е такой задачи нужно начать съ отысказя общахо наимепьшато 
кратнато ихь дВлителей. Посл®днее же мы находамь такъ: 

Эа базар? -=а(9а*— баб) —а(За—Ъ)* 
27а*—$3—{3а—5)(9а*-За5--5*) 
Заз зав? —=5(9а?- За 6-Ь). 

Слфд., по правилу 77, искомый обнйй знаменатель есть 

а 3—5) \9ай- ваЪ-НЬ). 

Иня предъ собою это выраженю и дБлителей въ томъ видф, который 
они получили посл разложешя на сомножителей, мы сейчась же видамъ, 

какихь сомножителей у котораго‘изь нихь не достаеть до тфхь, изъ ко- 

торыхь состоить общ знаменатель. Такимъ образомъ узнается для каждаго 

изъ данныхь частныхь такъ называемый дополнительный мнооюитель, чрезъ 
раеширене ка которато оно приводится къ общему знаменателю. У дфли- 

теля перваго частнаго будуть на лицо вс сомножители общаго знаме- 

натеня, если къ сомпожителямь За), изъ которыхь онь состоить, 

добавить сомножителей (90-36-57). Послъднее выражене и есть до- 

полнительный жножитель для перваго изь данныхь частныхь. Такимь же 
образомъ мы узнаемъ, что для второго опъ будегь а5(За—5), а для третьято 

«{3а—$5)*. Посл указаннаго расяиреня на этихь множителей мы полу- 

чаемъ рёшене: 

Ы 2 _ Бабы — _  Беоаь-и › 
Забота за 5) аа Ко ааь +) — ава — Бата) 

9 _ Е _ ль __ и 
27а*—5 (Ва (да ваь-[Ь) аБЗа Кат Заь--Ь®) аБза Хата)’ 

2 Н а(3а—5)2 2(3а—5)*2 

ЗБ Беояааь-Ь оБза Б)воеваь Р) аыза Бута). 

Полевно замтить, чго если въ общемь знаменатель возупленыя киля 
либо упрощенён его вида чрезъ. выполнеше умноженйй, какь в деЖномь 

хрныврв, то ихь должно производить только поелё отысканя дрнолии- 
тельныхь множителей. 
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По теорем 538* можно придать видь частнаго съ какимь угодно дфли- 
телемь и такому выражению, которое этого вида еще не иметь. Тажь, 

напр., + или двучлень 37—54 можно привести къ тому же общему зна- 
менателю, къ которому мы привели данныя въ разсмотрённомь примёрё 
частныя, слёдующимь образомъ: 

па Ва Вто ф9ди 
а (За) (27а"—Ъ°) ° 

__ а {за 5)(27а*—53)(3 9—5) 
о ава) 32—54 

$ 106. бложеше и вычитаще чаетныхь. По теоремв 56, много- 
членъ, члены которато суть частпыя съ одинаковыми дёлителями, можеть 
быть замфнень однимь частнымь. Вь предыдущемь же параграфЕ было 

показано, какь можно частныя, сколько бы ихь ни было дано, преобра- 

зовать такъ, чтобы дБлители ихь сдёлались равными, и какъ можно и 
всякому другому одночлену придать видъ часткаго съ такамъ же дфлителемъ . 

ОлФдокательно, всякая сумма и всякая разность частныхь, а также чает- 
выхь и другихь одночленовъ, можеть быть представлена вь видь одного 

частнаго. Такое преобразоваве называется сложейемь и вычитатемъ 
их». Производится же оно такимъ образомъ, что сначала данныя частныя 
и данные друге одночлены приводятся къ общему знаменателю, а затВыъ 

примфняется правило 56. 

Для запоминатя резюмируемъ дополнене къ нему, составляющее 
содержаве послёднихь двухь параграфовъ, елБдующимь образомъ: 

Правию. При сложен:и и вычитанЕн частныъыхъ 
(дробей) посл дн:я при помощи раеширен1я нужно 
привести къ одному д лителю (общему знаменателю), 

избирая этнив общиыъ зна менателему общее иаи- 
меньшее кратное д лителей (энаменателей}) веЪкъ 

данныхь частныхь (дробей). - ` 

По этому правилу и но теоремЪ 56 мы имфемъ: 

$ с а р | сит _ апр трротт + 
т п р тр тр тр тлф 

Не трудно убфдиться, что оть перемфны порядка. данныхь въ рёшенной 

задачВ слагаемыхь не измфнились бы ни обибй знаменатель, ни дополни- 

тельные множители. Измфнился бы только порядокь слатаемыхь въ дёии- 

момь решена, не измЪняюний величины дблимато, слфдонательно, и вели- 

чины получающагося чаетнаго. 
Сказанное остаегся сираведливымъ, сколько бы частвыхь ни слаталоеь, 

какого бы они ни были знака, и какая бы при этомъ ни избиралась групии- 

ровка слагаемых. 
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А изъ этого сл®дуетъ, что различные знаменатели у дробей не создаютъ. 

какого бы то ни было пренятетья тому, чтобы и для нихъ оставались въ 

сихф всВ доказанныя до сихь порь теоремы о сложешн и вычиташи 

Юр. $ 10]. 
Значить, теперь окончательно выяснено, что эти теоремы справедливы 

какъ для абсолючныхь цзлыхь и дробныхь чисель, танъ н для относитель- 

ныхь пфлыхь чисель и дробей. 

ПримЪры. 

Задача 1. 

Представить въ видБ одной алгебраической дроби выражене 

5—2 а 3 7 

ЕТОЙ 

Рьшена. 

Сначала нужно отыскать общаго знаменателя, что удобно проиаводвть. 

по слБдующему образцу: 

Дополнительные 

. множители: 
48435704 3. 0 .. 35° 
рам 82 оля Общй знаменатель: 
Ве ь а. ая Бала ь | 249 

3655 . 32.55 о 33. 03-40% 

Пользуясь табличкою дополнительныхь множителей, мы тенерь пред- 

нисанное преобразоване производимъ такъ; 

5—2а а 3“ 7_ (5—2). 35° (а—3м). 2. 1.408 _ 

160 Той 3008 авойя 3  тоо Но ° 360548 
155—в5з  соб-бабе ава Бра вор (ра 606) 98а? _ 
144045 1440868 34406 1440555 

1568 —6251—204--6463--280? 284—245 --155* 

Адальь 144055 

Задача 2. 

Упростиль выражен1е 

в Е: _ в Эа—2т 

18ах--862  Здаг 150 6009г 46а“ 480” 

Ришене. 

Мы обращяемь нанерель энимаше на то, что, отыскивая обжахо зна“ 

менателя, мы во второмъ изъ знаменателей нолучимь сомножиуелек р, 

а въ четвертомь сомножитезя 2х. Абеолютное яначеве этихь ивожи- 

телей одво и то же, кочему доетаточио, чтобы тоньяо одикъ изь жихь ветра 
залея въ чистВ множителей общаго знаменатеня. 
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Посл этого замфчандя ходъ р5шензя будегь понятенъ и безъ даль- 
яЪйшихь объясненй: 

Дополнительные 

множители: 
18а2-- 362 — 182(а--2) 2.5. а(и—22) —10а(а--0%) 

=2.32. «а-Е2т) 
3062— 159? == 15а(25—а) ан 2 198.8. ад 

3.5. аа) „ Обиий знаменатель: —12а-4+29) 

32.5, ах(а--22Ха-—2з2) 
=——8.5. а(— 9) | и — 

609.3 .5.2 |“ 10а АМ и он) 
4509—1802. 45 (01—42) 22. ах 
=3°. 5(а--2{а—25) 

а 3х а 90—25  _ 10а\а— 22) 

18аг-- 3642  З0а2—150? 6042 45180 м 
т-Ваха--2®) _ За 5 (а-Е2:(а-—9%)  За49а-—25) _ 1043—2001 

хм М + м м 

( лав) + — {328—124 —13а27-48х3) + Зва?г— Вох? = 

м м М 
1003 2042г 24аа?-- 4829 — За? 120? 12а 4853 вабт—Ват? _ 

М 
Та? 28а --28ал? _ Та(а 4х4?) За(а--2х) — _ 7-28) 

м м 80а 28а 22) 80а 22) ̂ 

$ 107. Теорема. На частное можно множить, умно- 

жая ва его дВлимое и для полученный резуль- 
татъ на его дЪлитеня. 

в.в тв. пей. 
ы ь ъ 

Док. Нели п и частное : цвлыя числа, то въ произведени "$ 

в 
множимое $ мы можемъ сдфлать мвожителемь, а множителя а множи- 

мымь, не измбняя при этомь величины произвеленя [4]. СиБловательно 

(пока еще только при упомянутомь выше условш), по теоремВ 58, 

$ 108. Введеню умноженя ма дробь. По первоначальному опре 

дъленно умноженя [8] мвожителемъ можеть быть только абео- 
лютное цвлое число, и не могуть имь быть также ни 1, ни 0. 
Затвмъ поняЧе обь умножени было расширено и было введено 



в» 

— 112 — 

умноженте на цфлыя относительныя числа и на 0 
[$ 52], а также на 1 (конець $ 28). 

Чтобы произведеня, содержания сомножителями частныя, имфли 

всегда омысль, понят! объ умножени онять расширяется и вводитоя 

умножен1е на дробныя числа. Смыюлъ, въ которомь влё- 

дуеть это сдфлать, указань теоремою, доказанною въ предыдущемь пара- 
трафВ. Умножен!е ва дробь примияется уже и въ обыкновенной арие- 

метякв и, хакъ извфстно изъ нея, не даегь недоразумВ ей или противорЪ ий 

при рЬшенши практическихь задачь. Ходомь вофхь дальн®йшихь раз- 

сужден! подтвердится, что и въ теори ие получится нигд® противорфий, 

если это раеширене понят1я объ умножеши будеть произведено слёдующимь 

образомъ: 

Фпредьленю. Умножить на дробь злачить умно- 
Жить на ея числителя и полученный результать 
разд лить на ея знаменателя. 

По этому опредфленйю ве только въ томъ случав, когдв частное а 
означаеть цлое чиело [$ 107], но и въ случаЪ дробнато значентя ето должно 

быть: 

Но, по теорем 58, и 

® 
в.-= 

ъ 

А поэтому изъ теоремы, доказанной въ $ 107, и опредёления 79 нолу- 

чаегся: 
Сабдетв. На дробь (вообще на частное} можно множить, 

для на ея знаменателя (его дюлииля) и умножая 

полученный результать на ея числителя (его 0- 
дижое}. 

Примфчано. 

Когда умножене на дробь опредфляется такъ: 

«умножить число на дробь 2 значить вать Р отого числоз 
Я 4 

или, что то же самое, 

«умнооюить чело на Оробъ Р отачить пооторшть № разь 

4 
ЧУЮ часть этого: числ», 

зе за опредфлеше умноженыя ма дробь берется ириведенное только-чго 
схВдетые ишак опредфлещя 79. 
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$ 199. Умножене чаетныхъ. 

Теорема. Частный (0роби) умножаютьъ между собою, 

умножая ихъ дфлимыя (чиелителей) между собою и 

ихъ дв лителей (знаменателей) между собою. 

а : 
Док. Г. Если множитель р пфлое число. напр. п, то по опредфленНю 53% 

а=фп. Слвдовательно, 

а [Я е 
Пв. = ор. 58 
Ба аа ор. 58] 

асе _ Фе _ пе и пе де № теор. 64] 
а шщ а феор. 6 

{СОлфд., по теорем УГ; 

& е ас 

а мы. 

11. Если а дробь, то по опредфлентю 2% 

:Ь {геор. 58] 

[теор. 66}. 

Довазавъ справедливость теоремы для произведешя двухь частныхь, 
пы убёждаемся въ справедливости ея для произвольнато количества ихь; 
умножая другь на друта сначала два изь нихъ, ихъ произведеше на 
третье и т. д. - 

Изь этой теоремы слЁдуеть, что оть измБнешя порядка перемножае- 

мыхь между собою частныхь можеть измёниться только порядокъ еомно- 

жителей въ дфлимомь и дёлителв иолучающагося въ результат ® частнаго, 
сл6довательно, не можеть измфниться величина результата. 

А изь этого далфе сл$дуеть, что и для дробей остаются справедливыми 

доказательства теоремь въ $ 18. 

Барторы, Руководетю» алгебры, 8 
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Изь всего же сказаннаго вытекаеть результать, что л для дробей 

должны оставаться вЪ сил веЪ теоремы объ умпожент, содержапцяея 

во второй тлавъ ?). 

$ 110. Дополневе къ доказательетву теоремы 48. Введи умножеше 

на дробь, мы должны дополнить доказательство теоремы 48 и доказать 

справедливость ея и для того случая, котла множихель зробеое число. 

Если т дробь, напр. р ‚ то 
4 

таф-о = (а-Ъ--6) 
й 

9) [прод 29] 
Я 

= ва [теор. 48] 
4 

въ друтой стороны: 

аа пб -рте= = 
5 

{блфд., но зеор. УГ 
(а Ь--е) =та-ть--те, 

что и требовалось доказать 2}. 

ВыбБет же съ этимь доказано, что, каковы бы ни были значеня буквъ, 

цфлыя или дробныя, всегда 

та---ть-те=ика— 6-6} 
или 

ат ут --ет-(а—Ф-Еот, 
такь что, напр., 

еб (48 ра а-я = . 

А изь этого слВдуеть, что доказательство теоремы #9, слфдовательно, 
И сзма она, справедливы ин для дробныхь коэффишентовъ. 

* Слфдовательно, и для дробей остьются въ сил перемфсти- 
тельный и сочетательный законы умножен+я. 

2) Отоюда сльдуеть, что и для дробей остается въ сил® распре- 
длительный законъ умножентя. 
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$111. Второе раепирене значеня буквъ. Из понныя о дБлени 
сяфдуеть, что выфетЪ еъ введенемъ умножешл на дробь вводится и дёлене 

на дробь. Такимь образомъ мы и па дроби раепроетрапиля лоняия о всфхъ 

двйствяхь, о которыхь до сихь поръ была рфчь; и только показатель 

степени попрежнему можеть пока еше быть только чнеломъ патуральнаго 
‘ряда. По большей части доназательства раземотр®нныхь до сихь норъ 

теоремь остаются сираведливыми н для дробей, для немногихъ остальныхь 
нужны ташя дополнешя, какое нами было сдфлано въ предыхущемъ пара- 
трафЪ для теоремы 48. Подобныя дополнешя нужны еще для теоремъ отъ 

58 до 67. Ио ихь удобнЪе будеть сдфлать посл доказательства, теоремы 88; 

а такъ какь произвести ихъ очепь нетрудно, то мы и предоставляемъ самимъ 
учащимся дать эти дополневня въ вндЁ упражненя. 

Теперь ничто уже не препятетвуеть тому, чтобы отнын% всякая буква 

могла означать и дробное число, какь абеолютное, такь и относительное, 
и не только во вефхъ предстоящихь разсуждешяхъ, но и во вефхь предло- 
женяху, доназанныхь до сихь поръ. почему эти посяёдея и выражены 
уже въ формЪ, остающейся вь сил® и въ томъ случа, когда числа, упоми- 

наемыя въ иихь, суть дроби. 

$ 112. Дёлеше частныхь. При формулированш правила дфлешя 

па частное можно воспользоваться слфдующимь понятемь, вообще часто 
прямфнимымь въ математическихь наукахъ: 

Опредълене. Два числа, произведенте которыхъ 

равняется 1, называются обратными другъ другу. 

Наяр., 

3 4 { есть число обратное 5 
я 2 > > > =’ 

5» >» › т, 

в 2, 
5 в 
ев» › 1, 

с 
1 д > › > 8. 
Г 

Теорема. Чтобы раздфлить на какое-либо чиело 

(на дробь}, можно умножить на число обратное ему 

(на Эробь обратную ей). 

8 
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Док. Обозначимъ в 2 буквою 2. Вь такомь случа$ равенство 
с 

ь 
а:-=2 

с 

ь в-=-.=. 
Р 
[2 

а. 
6 

ае = 55. 

Прим зал. 

взыражаеть, что х ееть [ль на; | 
ь 

число, которое, будучи умножено на —. 
с 

даеть а. Но это можеть быть выражено 

и такь: 

Отсюда же, по теорем$ 58, слЪдуеть: 

сльд., и а, есть число, которое бу- 
9х 

Не, 
в 

дучи умножено на с, дасть фо. А это 

можегь быть выражено и такь: 

'Изь этого же равенства мы видимъ, что х 

есть число, которое, будуча умножено 

на 6, даеть ас. Но это можно выразить 

и такь: 

А отсюда, но теорем 59, слВдуеть: 

Сравнивая первое и нослёднее равенства 
въ доказательсвь, мы, по теор. УТ, за- 

ключаемь, что дЪйствительно:; 

Но этой теоремБ всякое двлене можеть быть сведено къ умноженйю. 
Напр., 

са. 1; 
ъ 

Ё а 1 а Че Та. 
бе 

$ 113. Иримёры умиощеня и дёленн частныхъ. 

р. 
3 ров з 

ь = ба. сор. 58] 
15а? Бора 

теоремы 64, 59, 68]. 



— 117 — 

а ар ааа 
ВАР ЧР теор, 58) 802й 9 8028 `` о 

зн 
С еор. 80] 

8971.9 
° 

= 17 еорены 13, 13%, 64.59, 16]. 
658 

2) 

3076 —эбтзи--бииий 

Чи Вир-НЫ = 
_ дтвий—5тя 4-я) 
чая тр) 

_. Биби Зти Виа) : отв ат п) вт] 
4—2} 

_ бий(т(от —и) (аж —в] 
= 4 

__ бтет-—иХат—в) 
о 

5т“(@ат—я){3т— п) 

— Чар 10 тир) 
ой еоремы 18, 84, 67, 59, 68, 16]. 
Бия 

3) : (Вож?я——Юбия-З0т7р--10тбяр) 

: 1 (Зни--и—Зпр-яр) 

: Юж (3т--пун—р) 

: 10 (ти) р) 

[по правилам $ 90] 
[теор. 60] 

За 55° вас За . бе? . Вас 4) С = [теор. 80] 
102 ба? 95 1063. ба*. 953 

_ воле 
96 

аз 1059?  Э7охй _ Зах?у . Оу. ЭТ — афехе 

15 Те” ° 168 15. 922.165 я 

2, _ 6а^6® 1 5абс* 2(аАваБ--9М)е ав \а— 35) 

о: 8 ве 
—_ Зе-вьую ва) 

3 54—35) гор. 82] 
—_ аз . 9ве- 3) _ ба 36885 

3. Ба а—35) бас* ` 

За”уз в024у” аду 490 Пе Е [теор 88] 
Збай ^ 4920 — З6яй `` 6052%у* реор. 88} 7? 
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8 05“ е(-э, ® ”) 

=1 . в тает . в .2 в [теор. 48] 
2 2 ь эзьза 

да зв — 2 теор. 58 и 86] 
ей 25 2.3.4 

аъ 26? — 9 2" меор. 64, 59, 67, 68] 

_ Е аи аз [твор. 88]. 

6. Е _1 о (вл И (№ ту) 
34у 

1 Пара, БАНИ ак + и Зрзеовут 
2 й 6 15 э 

[по теорем 49 и по сокращен] 

= — Зрару + релу? — 2 рагу | реалий — 2 р'Чеилу® [теор. 59] 
Е — 3 разу + 25 ру — В раму? [теор. 20]. 

10 | ы я 55. Ву? 
бы 127 4’ ` Зуй ЗУБ Чу. в чу. 

10 _2 2у =——_ + [по совращенйн]. 
Зи 32 Рэя у крещен] 

8 | теор.51,83.80} 

$ 114. Обзорь теоремъ о дЕиетьяхь второго разряда надъ произве- 

денемъ и чаетнымъ. Теоремы, доказанныя въ $ 14, 18, 71, 78, 18, 74, 

307, и 113, и езВяетия изь вихь содержать ве правила, необходимый для 

тото, чтобы можно било соединить чрезь умножене и дблене произведенае 

и частное двухь чисель съ третьимь числомь, и къ вимь своднтся всъ 

случаи соединеная между собою треть чисель дъйствфямы второго разряда. 
Обзорь возхь возможныхь случаевь такого соединеня деть елЪ- 

дуюнмя равенетна, изь которыхь тв, которыя помфщены въ послёднихь 
4 строкахъ, вытекають какь слфдетье, ло теорем® У, изь тВхь, которыя 

помбщены въ первыхь 4 строкохъ: 

1) (46) . саб) Ва. Фо) 
2) (05) са: 0 .В=в. 6: да (в: 

$: ое. (6:5) 
== : (6е} 

3) (в:В. с): 

4) В: (а: 8): 

5) а. ф=аж=аеЬ 

6} а: = 

7) в. 6:2) : :5) 
За:06:9=(@а: ъ. сш: ь-а. ре: 5). 
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Если сравнить этн 8 стронъ равенствъ съ 8 строками равенетвь въ $ 26, 

то оказывается, что вся разница между ними состопть только въ томь, 
что туть стоить всявыЙ разъ знакъ умноженя, когда тамь стоить знакъ 
‹ложешя, и здфеь веяю разъ знакъ дфленя, когда тамь стоить знакь 

вычитаня; и въ томъ еще, что туть во 2-й п 7-Й и въ 3-й п 8-Й строкахъ 

стоить но выражению больше, чёмъ тамъ. Но туть обзоръ даетея уже по 

введевни дробныхь чисель, тамь же онъ быль данъ еще до введешя чисель 

отрицатезьныхь. По введеши послфднихь и тамъ должны быть добавлены 
во 2-Й и 7-Й строкахъ выражене в—(—5) и въ 3-Й п 8-й выражеше 

а-(«—). 

Сравниваемыя двЪ группы равенствь обнаруживають сь особенною 

отчетливостью то сходетво между теоремами, относящимися къ дЪйетнямъ 

перваго разряда, и теоремами, относящимися къ дЪйствяуь второго раз- 

ряда, которое должно было обратить на себя зниман!е и до этого, наравив 
сь другими аналошями, о которыхь 96060 будеть говориться позднфе. 
Каждой теорем первой категори пеиремённо соотвфтствуегь теорема 

послёдней и наобороть. Такь и соотвфтетвующее теоремЪ 18 предложен!е 
существуеть и будеть нами ниже доказано. 

И для твхь теоремь, когорыя касаются одновремениаго соединейя 
между собою чиселъ дьйстьями перваго и второго разрядовъ (нанр., для 

теоремь 15, 20, 48, 56 и 57 ит. п.) существують аналогичныя, Но он® 

могуть быть даны только поздиЪе при помощи дЪйетвЯ третьяго (высшато) 

разряда, изь которыхъ дано понят! пока только объ одномь: о возвышеши 
въ степень. 

Теорема. Отъ порядка, въ которомъ произво- 

дятся одно посл другого умножен!я и двленуя 

на н®осколько какихъ-либо чиселъ, окончатель- 
ный результатъ этихъ де йств1Я не зависить. 

Док. Положимъ, что надь числами а, 6, с, 4 и е должно произвести 

одно посл друтого дЬйствая, указываемыя выражешемь 

а:6:е.4.е 

и сравнимь съ результатомъь этихъь дфйствЙ тоть, который получится 

оть производства тёхь же дЬйстЙ въ такомъ порядкЪ; 

а.4:е:6.е. 

Заивняя въ этихь выраженяхь двлешя умиоженями по правилу, 

изложенному въ примёчаи кь теорем 88, мы имБемь: 

а:Ь:е. 4. е= 1 
ъ 

.а. 1 -.-.& 
еь 
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ИПравыл же части въ этихъ равенствахь равны по теорем 4, слдо- 

зательно н выражешя в:В:е.4.ена.4:с:6.е означають оба одно 

и то же чиело. 
Совершенно такимъ же обравомь можно доказать, что и при замвнЪ 

порядна двухь накихь-либо другихь изъ предписанныхе умножеый и 
дфлен обратнымь порядкомъ результать воёхъ двйст# не измфнится. 

Изывняя же достаточное число разъ порялокъ все только двухъ изъ 
этихь действ, мы можемъ замфнить первоначально предписанвый норя- 

докъ ихь накимь Утодно другимъ. 

Изъ этого и сябдуеть справедливость теоремы ля раземотрЬннаго 

случая. Но ‘такимъ же образомь можно н при веякомь другомь числ 

предписанныхь умиожешй и дёлен показать возможность пзмфненя 

порядка этихъ ДЪйствй. 
Олфдовательно, теорема справедлива вообще. 

Упражнемя. 

1) Какь должны въ области дЪйств:й перзаго разряда гласить пред- 

ложен1я, соотвтетвующия теоремамъ 64 и 67, и что въ этой области со- 
отвтствуегь расширению и сокращенно? 

2) Что въ области дъйствй второго разрада соотвЪтотвуеть опредЪ- 

леню 98 и правилу 89, и какъ должны въ ней гласить правила, соотвЪт- 
ствующя правиламь 49, 41 и 49? 

$115. Правила, относяпяея къ примЪнению скобохъ. По окон- 

чали ученя о дВйствяхь перваго и второго разряда рёшаются обыкно- 

венно задачи на преобразоване боле сложныхь выражен, въ которыхъ 

встрёчаютея ве эти дЪйствя. Въ такихь выраженяхь ветрёчаются въ 

большемь противъ обыкновениаго количеств® скобки. До сихь поръ намь 
достаточно было краткато указатя на то, для чего опф служать [$ 8]. 
Теперь же намъ надлежить точизе и кодробнфе формулировать правила 

ихь нримвненя. 

Скобки, какь мы уже знаемь, указывають порядокь, въ которомь 
слфдуеть производить дЬйствя. Такъ, выраженемь 

(а) .с 

указывается, что слфдуегь а съ Ь сложять и на полученную сумму умно- 
жить с. Выражешемь же 

в-®.0) 

указывается, что слдуеть сначала с умножить па в, а затёмъ полученное 
произведене сложить съ а. Если число стонть между двумя знаками дЕй- 
сти, какь въ приведенныхь двухь выражещяхь в, то только и есть дв 
возможности для порядка, въ которомь можко произвести укаванныя 
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двйствя. Потому для упрощен1я одпаъ изь возможныхь двухъ случаевъ 
можно и принято писать безь скобокъ. Такъ порядокъ д®йств:Й, указанный 

вторымъ выражеюемъ, принято указывать проще безъ скобокь выра- 
жетемь 

а-Е®. с или в--е. 

Вошло въ обычай скобокъ не ставить въ елфдующихь случаях: 

Правило. Вели нЪскольно чиселъь соединены 
между собою зпаками дЪйствЕй одного н того же 

разряда, то этимъ выражается требован{е, чтобы 
дЪъяетвЕя производилиеь подъ рядъ. 

Примъчаняв. 

«Поль рядъ? для дъйств!Й перваго и второго разряда означаеть слВва 

вправо одно дЬйстве за другимъ, для возвышеня въ степень-—сверху 

ВНИЗЪ. 
В з 

Налр., выраженемь а’ указывается, что сначала должно 1 возвысить 
въ 5-ую отенень, & затЪыъ а въ степень 2°. 

Что требуется сиачала возвысить а 35 2-ю ‘степень, а ватфмь а” въ 
и ы 

5-ю степень, выражается такь: (а”)`. 

Правяло. Если число етоитъ между знаками д$й- 
ств1й различныхъ разрядовт, то спачала сл%- 
дуеть произвести дл йетв1е выешаго разряда. 

Скобки же примБняются только въ осталытыхь случаяхь, то есть, если 

дЬйствзя одното разряда должно произвестн не подъ рядъ, или если дёй- 
сте низшаго разряда должно быть произведено раньше. 

Н®которые изъ способовь указав1я дЪйствй, котерыя требуется про- 

извести, дфлаютъ скобки излиншими. Такое удобство предетавляеть, напр., 

горизонтальная черта, въ емысл® знака дБлешя, какъ видно изь сравненёя 

нечертанй 

Од и ^ 8. 
ва 

Другой нримфръ предетавляеть произведеще, между сомножителями 

котораго не поставлено знаковъ умноженя. Такъ : 6$. ве означаеть 

в.а... (6.6.9 

на: 5е4 означаеть  -.. 

в;:6.е.д). 

83 

= 
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Но абс? должно понимать какъ 

а.Ъ. (63). 

Нанонець, своеобразное начертане показателя степени надъ строкою 

равносильно заключенйю его въ скобки. Такъ выражен!я 

ме ай а в ‚а 

только и могуть быть истолкованы какъ степени еъ поназателяии 9-е, 
де и Бе. 

ИримВры преобразования белфе сложныхь выражен. 

562.3 8—1 ий ви. 423 

Ра: я Яир я 
562 3(8— 242? 2 ум 
и О Че в ̀ 42 
_ 5 3821.24. пути 

Пу О. ны ай 
ве, За Иер ОА НИиО) 

У Пиар у 
562 3020 562468 в 

Чу уз м У 

оно 
Е: 
а) :[ аааь--Ь % й 
Я аа 6—2 
_ аа [ео и] ое ‚(а--ЬЕ. в 

Га ‘ав | % ` 2 
_ ат ее а 2 а. а 
в № а ава 

1 
гу 2 ту 

3 
Е <= ПАВ 

= (- 1) 1. у 

Е 9 — 39 

гу 22-9) . (ет За ) 
(ее зу) (оду) зи =. 

927 (З2—Уу Эти 32 у 
9 би. "Вау 9% 9. 
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м и -НУ у (=) ( =+у ) 
_ аз ау о МУ лун 
= ЕНОТ ( =) Е ху ”) [Е = 

9ху 92 9=у 92 
— Ва 9. 2-е 9 ити ЗЕ) 
_ НУ ЕНУ  оАиНеНУ  а’Нува-ту)° (ее 

Эли ту (Зе Ну) Е 
Паулу ве Рувт @У. 

ГЛАВА ХУНГ. 

Нуль какъ дфлимое и какъ дфлитель. 

Понят!е о безконечноети. 

$ 116. ДБлимое 0, выражено г и невозможность дБаеня иа 0. Если 

а 
въ частномь ю дВлимое а-=0, то по опредфлению частваго [53] и $50. 

г 0 
Еели въ этомъ частномь и а=0 и ь=0, то оно принимаеть вить оя по 

опредзлению дфлевя можеть означать каждое число, ибо кождое число, 

будучи умиожено на 0, даеть 0. Поэтому товорять, чего овначаеть неонре- 

дленность. Смысль цоявненя неопредфленностей при рышен;и практиче- 

скихь задачь будеть виослёдетьи пояснень примЗрами (8 118, 389, 391, 

416—418, 490, 510). 
а 

Если же, наконецъ, въ частномъ у ТОлько В то, не расширяя крута 

нантихь представлейй, мы ямВемъ право только сказать, что при упоману- 

‘томъ услови это частное не иметь смысла, другими словами, что дф лить 

на 0 нельзя, тажь какъ вЪль не существуеть ни одного такого чисна. 

которое бы, будучи умножено на 0, дало не 0, а какое-либо другое число. 

$ 117. Поняе о безконечноети. Только при извфетномъ расширении 

круга нанихь представленй частному 5 можеть быть приданъь извфетный 

в 
смысль. А именно, если представить себ въ частномь $, предполатая аи ъ 

абсолютными числами, при неизмфняющемея @, дёлителя Ь все болЪе и 

боле уменьшающимея, 10 ы будеть все болфе и болЖе увеличиваться, при 
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чемъ это увеличен можеть быть продолжено безтраничло, въ зависимоети 

отъ безграничнаго праближен!я къ 0 длителя 6. 

Чтобы выражать такое безтраничное увеличен1е, въ математнкВ суще- 

ствуеть знавъ оо, обозначающий «безконечно большое число», «безконечно 

болышая величина» или иросто «безконечно больной». 

Пользуясь этимъ знакомь, сказанное © безгравичномь увеличени 

в 
частнаго $ можно выразить равенствомъ: 

а 
— = со * 5 ) 

Но въ эгомъ равенствЪ символь 0 поннмають двояко: или въ ненастоя- 
щемь смысл$, а только для указан1я того, что знаменатель въ частномъ вида, 

а 
т можеть быть сдВланъ по абсолютной величин своей меныме всякаго 

абсолютнато числа, какЪ бы мало оно ни было, или въ настоящемъ сиыелЪ. 

*) Вь пояснеше примиен я знака од приведомь примьрь изъ гоометрш. 
При врашенци прямой МР около одной изъ ея точекь 4 въ одну или другую сто- 
рону точка Р пересфченшя прямыхъ МР и МР будетъ уходить вправо или влфво 
все дальше и дальше, Чтобы судить о томъ, какъ именно далено она уйдетъ, опу- 
«фииъ изъ точки А на МР перпендикулярь АП, возставимъ къ АД произвольной 
длины перпендинуляръ АВ и проведемъ чрезъ Н прямую, также перпендикулярную 
къ МР и пересфкающую прямыя МР и МР въ точнахь (я Е. Числа, выражаюция, 

м 

сколько разь фра длины содержится въ отрёзкахъ ОР, АР, АВи ВС, назовем 
соотвтетвенно буквами 2, а, 6 и 2. По извфстной геометрической теоремь отрфзокь 
ОР должень быть во столько же разъ длинные отрфзка 4, во сколько разь ДВ 
больше В. Это выраждется равенствомъ: 

А отсюда по опредфленно 58 и по теорем 58 мы узнаемт, что 
4 ==“. 
с 
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А въ зависимости оть этого и символъ со понимается двояко: въ нервомъ 
случа онъ означаеть перемнную величину, которая можеть быть сдфлана 

больше всякаго заданнато числа, какъ бы велико оно ни было; во второмъ же 

случа онъ указываетъ, что ръ частномъ дфлятель сдфлался или оказывается 

равнымъ 0. Но какъ въ приведенномь внизу теометрическомь примёръ, 
такъ и въ другихь случаяхь, такое указане есть въ то же время указане 

на нзкоторую внохи опредёленную суть дла. на насттпиваий въ разема- 

триваемомъ вопрос особый внолн$ опредфленный случай. Поэтому словами: 

<такая-то величина при такихъ-то условтяхь дВлается безконечно 
большоо» 

или отьфтомъ: 

«задача лопускаеть безконечно большое рёшеяе» 

говорится больше, ч$иъ простымь отрицашемъ возможности решетя за- 

дачн или какого-либо значеня у пазванной величины. Этимь удовлетво- 

ряется при этомъ стремлене алгебры, которымь она обязана вообще и раз- 

витемъ евоныъ, а именио стремление обобтать н превращать такимъ спо- 

<обомъ всяыя исключеня въ частные, т. е. особые только, случаи общихь 

правилъ. 
Введешемъ отринательныхь чисель и числа 0 было достигнуто, что 

разность а—$ прюбрла емыслъ для веЪхь безъ исключения значен аи Ъ, 

. в 
ввелешемъ же дробныхъ чисель 19 же самое было достигнуто для чаетваг $. 

за однимъ только исключенемъ, состоящимъ въ случаЪ, когда дфлитель 

равенъ 0. Если кром® того и дФлимое равно 0, то частное имфетъ указаиный 

уже выше смыелъ, который еще будеть поченень многимн примБрами. 

А чтобы предетавить и случай, когда только дёлитель равень 0, какъ част- 
ный случай (а не какъ неключительный, котда частное не иметь значенн), 

и вводять понят о безконечности, достигая этимъ не только удовлетворещя 

извфетной форм, а и больше, такъ какъ ловимаемое и вторымъ образом 

поняме, обозначаемое сииволонъ со, допускаеть, какъь мы увндимъ изъ 
миоточисленныхь примёровъ, виолн® опредфленное толковане. 

Важно только при этомь ие забывать, что символь со не означаеть 
накого-либо опредфленнаго числа, хотя онъ и вводится также для обобщеня. 

какь и относительныя и дробныя числа: какъ бы велико ни было опред$- 

Чамъ боле теперь прямая МР будетъ приближаться зъ положению парал- 
льному УР, тъыъ дальше будетъ уходить точка Р, имя возможность удаляться 

безгранично, при чемъ отръаки АВ и АВ будуть сохранять свою длину, & выЪоть 
съ ними числа аи 8 свою величину. отрёзокъ же ВС, равный с мёрамъ длины. 

будеть становитьея ное меньше и мевьте, такъ что е будеть все меньше и меньше 
отличаться огь 0, пока, наконешь, точка С не совнадеть съ В и прямая МР не ста- 
неть парздлельною УР. 

Всо это можно выразить коротко при помоши поня\я, съ которымъ, мы здфсь 
звокомимоя, говоря: когда прямая МР станетъ параллельною МР, отрфзокъ 6 

5 
станеть равнымъ © иЪрамъ длины. 2 разетояне точки Р отъ Р равнымь “р = 00. 
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ленное число, папр., сколько-либо квадриллюновъ или децалоновъ или еще 

большее число, оно можеть быть чазвано только очень большимь, но ив без- 

конечно большимь, и знакомъ со обозначено быть не можеть. Не означая же 

овредфленнаго числа, вводимое теперь поняте обладаеть особыми свой- 

ствами, которыя мы постепенно будемъ изучать и на нЪкоторыя изъ кото- 

рыхъ будеть указано уже въ слфдующемь параграфВ. 

Еели 
а а 

то должно быть всегда также 

Чтобы зависимость между обонми послёдними равенетвами оставалась 
справедливою безъ исключен, необходимо вмфетВ съ равенствомъ 

допустить и равенство 

котораго смысль можеть быть выражень словами такимъ образомь: 

а 
Если въ частном 5 представить себ% при ненвыфияющемся а дфлителя 

а 
все болфе и болБе увелачивающимся, тб т будеть по абсолютной велячин® 

своей все боле и болфе уменьшаться и можеть такимь образомь быть сд- 

лано меныше всянато заданнаго абеолютнато чиела, какъ бы мало ни было 
это послфдиее. 

Чтобы поняте о безконечноети было примфнимо и въ случанхъ, когда 
разсматриваемыя величины выражаются въ относительныхь чиелахь, 
посл введешя понятн объ абоолютиой безконечно большой величин® 
вводятся и понямя-- со и — со. Первое можно представить себ% полу- 

а 
зающимся въ томъ случа, когда въ чаетномь $ двлимое и двлитель одина- 

ховаго знака и дфлитель уменынается по абеолютной величинЪ своей до 0, 
второе получающимся чрезъ такое же уменьшеве дёлителя въ томъ случа, 
жотда дблимое и дфлитель знаковь противоположвыхь. 

$ 118. ИЖкоторые виды ивонредВленноетей. Если мы значен!е частнаго 
а 
У обозначимь буквою с, то по опредфленно д®лешя [53] должно быть 

ве. 
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Вь смыен®, изложенномъ въ предыдущемь параграф, при а конечномъ 

= равномъ 0 частиое + ›елЗдовательно, и с, должны быть со. Но при этихь 

значеняхь буквъ равенство «== принимаеть видъ: 

в—0. сэ. 

Совершенно тажимъ же образомъ мы и для н®которато другого числа & 

получили бы: 
4=0. с°, 

и такь же для какого-нибудь третьяго числа е 

в—0. с и тх 

"То есть, оказывается, что выражеше 0. со мы должаы считать неопре- 

о 
дДфленнымъ такъ же, какь и 5. 

На неопредвленность выражены 0. со указываеть к то обстоятельство, 

что всякое выражене, принимающее ири навфетныхь значеняхь буквъ 

0 . 
виДЪ о’ можеть быть преобразовано такъ, что пря т№хъ же значеняхь буквь 

оно приметь вилъ 0. со. Такъ, напр., всегда 

о 
При х==0 лёвая часть этого равенства превращается въ 5 а правая 

ВЪ 0. со. 

Разсуждая такимь ще образомь, мы можемъ обкаружить н друше 

виды неопредфленностей. 

По теорем 82 должно быть всегда, 

о 
При «==0 и 5 ==0 лЪвая часть этого равенства превращается въ. 5 а пра- 

вая въ >. Отсюда необходимо заключить, что и 2 выражаеть веопредё- 

ленность. 

По теорем 56 

1 

9 
При 2—0 правая часть этого равенства принимаеть видь >, а лфвая 

со — сс. Слёдовательно, къ неопредфленнымь выражен ямъ должно от- 

нести и лоенднее. 



— 128 — 

Какъ выражен!е 0. со могло означать всякое число, иви 4, иент. д., 

такъ ы всякое изъ друтихь неопредёленныхь выражен, такъ напр., но- 

туть быть 

ит.д. 

Поед же длопущеня этихъ равенствъ допускаются и равенства 

62 = в. 0, 

со =т + оо, 

указывающия на н®которыя свойства безконечности. 
Подробное изучене различныхь видовъ пеопредВленностей выходать 

изъ рамокь нурса алгебры. Но такъ какъ впосл®детьи при изолвдовав я 

ифкоторыхь выражен! намь придется встрётитьен со случаянн, когда 

пи дФлаются цеопредёленными, то и оказывается необходимымъ по край- 
ней мфр% указать на главнЪйиие виды неопред8ленностей. Нона мы позна- 

комились со слздующимя: 

со 
=, 0.0, —, 06—00 *). С 55 ) 

(См. $ 275 и 332). 

*) И смыелъ неопредъленностей можеть быть пояснень примбрвми изъ ге- 
ометри, смыслъ послфдией, напр., слёдующимь образомъ. 

Белн бы мы въ предыдущемь 
примфрф (5 117) заиметвованномъ 

изъ геомети, перпендикуляръ, 
возставленный къ АБ, взяли длии- 

нЪе, напр., равнымъ АВ;, то полу- 
чили бы вифето точекъ би Е точки 
С; и В.. Если мы обратимъ теперь 
ннимане на сльдуюция разности 
отразновъ: 

ВР--ПР-ЕР 
ИР-ОРЕВ,, 
и если точка 

Р способомь, 
Уназаннымь БЪ 

упомянутомъ примьрь, уйдеть вправо въ бесконечность, то величияе в той и 
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Примчан!е 1. 

Примфромъ, приведеннымь здЪфсь внизу, поясняется и будеть подтвер- 
ждено еще другими примёрами-($ 389, 391, 420), что если выражене, полу- 

чившееся при рёшени какой-либо задачи, принимаеть при извфетныхь 

значеняхь буквъ одинъ изъ видовъ неопредВленности, то это имфетъ н*- 
который реальный емыелъ. 

Примбчане 2. 

Изъ всего изложеннато мы должны заключить относительно введеннаго 
понят}я о бевконечности, что еъ нимъ нельзя производить дёйств!Й такимь же 

образомъ, какь съ числами, а что нужно 06000 изучать, въ накомъ смыель 
должно соединять знаками хВйств!Й со и со, а также со и0, и. наконець, оо 

и конечныя числа, то есть, изучать, при какомъ толкованти такихь соеди- 
ненй они, являясь частными случаями общихь править, не дадуть противо- 
рёч. 

Сказанное относится преимущественно ко второму изъ существующихь 
и раземотренныхь нами понят о безконечности, съ которымъ намъ по 
большей части и придетея встрчаться *). 

ГЛАВА ХХ. 

Степени. 

$ 119. Возвышене относительныхь чнеежь въ стенень. Опредбле- 

ие степени дано въ $ 16. Въ $ 21 было произведено расширеше понятя о 

степени, состоящее во введени показателя 1. 
'Изь опредфленйя степени (съ упомянутымь расширещемъь понятя) 

сиздуеть, что 

9—0; =, 

то есть, что всякая степень 0 есть 0 и исякая степень 1 есть 1. 
Какъ непоередственныя сл®детв!я изъ опред®левя степени и изъ те- 

оремы 47 получаются предложеня: 

Теорема. Четная степень всякаго числа (какъ поло- 

жительнаго, такъ и отрицательнаго) есть чиело поло 

жительное, 

Теорема. Нечетная степень числа имфеть тоть же 

знакъ, какъ и это вксло. 

другой разности выразится символом 20-00. Ясно, что ныъ же могуть быть 
выражены, сколько угодно, отрфзковъ, что, слЪдовательно, разность с—09 опре“ 
дЪлениой величины не обозначаеть. 

®} Въ иностранной математической литературЪ сушествують отличитёвьныя 

обозначен! для обонхъ понят Й о безконечностн: безконезчность перваго рода 

называется ненастоящею, безконечность же второго рода нестоящею. 

Баржовъ. Рувоводитто ажгобры, э 
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Эти теоремы могутъ быть выражены елёдующими равенствами: 

(но, 
рае 

а ов, 

(См. прим чае въ $ 88). 

$ 120. Введеше возвышен:я въ нулевую и отрицательную степени. 

Вь & 20 и 76 доказаны были теоремы объ умножени н дёлени етепеней 

съ одинаковыми основавями. Доказательство нослёдней отноенлоеь, однако, 

только къ тому случаю, когда показатель дёлимато больше ноназателя 
д®лителя, остальные же случаи осталиеь не изслёдованными. Теперь раз- 

смотримъ веф возхожные случаи: 

1) Если 7>4, то, какь доказано было въ $ 76, 

2) Если р=4. то а’=а”, и потому 

г г 
=. 
а 

3) Еели ра. то 

ф сомножитедей 

@# а.а.а. 
& 

а 

в.4.4.....а.в.а. 
——_—А—щ—“иЩ 
ф вомножителей 

а (всем 4 сомножителей) 

такъ какъ р сомиожителей а сокращаются, поедф чего въ дБлителВ остаются. 

(4—2) сомножителей а, въ дФлимомь не получается 1. 

# 
Такъ мы видимъ, что результать двленшя я слфдовало бы всяк разъ 

выражать съ упоминащемь возхь трехь возможностей слдувинижь обра- 
зом: 

871, ебли р, 
а 1, ел р=4, 

1 
7 вели «а. 

Эхо составляло бы большое неудобетво. Но оказывается, что его можно 

устранить такимь же способомь, какныъ уже устранялись подобных же 
неудобетва раньше, а именно, при помощи раешареня поняття о дЪйстви. 

Чтобы узнать, въ какомь смысл оно можеть-быть произведено въ этомъ 
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случав, посмотримъ, что получится, еелн бы мы во веякомъ случа стали 

нисать: 

При услови р=4 мы получили бы выражен а®, нри условш же р 

показателемъ оказалось бы отрицательное число (4—2). А такь какь дока- 

затели 0 и отрицательные еще ни въ какомъ смысл не примБнялись (по 

первоначальному опредёленно степени таке ноказатели вообще смысла 

не имЪють), то можно было бы согласиться понимать Ё подъ и 

1 . 
подъ а 9 или — Подъ а *. Но нольза отъ такого соглашен!я можеть полу- 

@ 

читься только въ томъ случав, если съ такими выражен1ями можно будеть 
обращаться канъ со степенями, другими словами, вели при приибнени 
къ нимъ править и теоремъ, по которымъ производятся дфйетын надь сте- 

пенями въ первоначальномь значеши этого слова, будуть веегда, получатьея 
з®рные результалы, т.е. т& же, которые бы получилиеь, если бы не чадъ 

ними производились выполненныя дёйствя, а надъ т6ми выражетаями, 
которыя ими замняютея. При повзрк® оказывается, что если примфнять 

къ выражешямь а’ и д ^ теоремы о степеняхъ, то дёйствительно получаются 
т® же результаты, которые бы получились, если бы были замфнены о’ чис- 

: 1 
домъ Ти а * выраженемь —. 

а 

Мы эту повфрку будемь дБлать постененно. Она будеть состоять въ 

томъ, что мы всякую теорему о степеняхь будемъ доказывать, считаясь 
еъ возможностью какъ положительныхь показателей, такъ и показателя 0 

и отрицательвыхъ показателей, при чемъ дохазательетва будуть осиовываться 

какъ на первоначальномъ опредфлени степени, такъ и на слёдующихь рас- 

ширеняхь понятя о ней: 

Онред®дене. Стенень съ показателемь 0 озна 

чаеть 1. 

Опредфлеше. Стенень сх отридательнымь показа- 

телемъ означаетъ обратную величину степени 

съ т%мъ же основан1емъ и показателем равнымъ 

и противойоложнымь даиному. 

Эти опредёлешя выражаются также слёдующими равенетвами; 

Опред Елене: а°-=1. 
1 

Опред лен: "= ся 

Примфчане. При а-=0 посл5днее равенство превращается въ слфдующее: 
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4 о” 0 
а зыраженще д° равное вЬ о; =. Изъ этого вадно, что безъ такого 

г. 
расширетя круга нашихь представяенй, съ какямъ мы познакомились 

въ глаз8 ХУШ, 0 нельзя возвышать въ степени отри- 

цательныя и нулевую. 

$ 121. Донолиене къ доказательству теоремы 16. Въ предыдущемьъ 
параграф было разъяснено, что пронаведенное теперь расширене понятя 

о возвышени въ степень должно быть оправдано доказательствомь теоремъ 
о втененяхъ и для вновь введенныхь показателей. Поэтому и доказательство 

теоремы 16 должно быть домолнено въ этомъ смысл. Чтобы оно удовлетво- 
рало этому требовавю, оно можеть быть дано вЪ такомъ видъ: 

Утв. в” 

Док. Такъ какъ каждый изъ показателей т и и можеть быть и поло- 

жительнымь чиеломъ и 0 и числомъ отрицательнымь, то вобхъ возможныхь 
влучаевь, которые должны быть разсмотрёны въ доказательств®, 9. Но по 

‘теорем 4, 
м = 
а.а 

а по теорем 2 
в" —®. 

Поэтому ни одна изъ возможныхь комбинашй не будеть упущена изъ 

виду, если теорема будеть доказана для каждаго изъ слдующихъ 6 случаевъ: 

Т. Случай, когда ®> 0, 

®>9, 

доказанъ въ $ 20. 

1. Еели > 0. 

в=0. 

то 

{Сяъд., чо теор. УЕ 

1. Ели т> 0, 

п< 0, 

то можно сдёлать и по виду явнымъ, что п отрицательное чаело, налясавь— 
вывето п. Тогда у абсолютное число, и потоиу: 

{Слёд., по теор. УЕ 
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то 

-— {Слёл., по теор. УЕ 

У. Если т=0, 

#<0, 

то, какъ выше, положимъ 

{Слёд., по теор. УВ 

УТ. Если, наконець, вс 0, 

в <о, 

то для того, чтобы и по виду сдёлаль явными отрицательныя значеня буквъ т 
п, налищемъ—р вмЪото т и—у вмЪето п. 

Тогда 

{Слфд., по теор. УТ: 

Доказавъ такимъ образомъ справедливость теоремы для двухъ сомножи- 

тедей, не трудно убфдиться въ справедливости ея и для всякаго количества 

ихь: ддя этого достаточно умножить произведеве двухь изъ нихь на тре- 
тТЬЯГо, это произведеше на зетвертаго и т. д. 

Упражнене. Формулировать получающееся по теоремё У слёдетье 

изъ этой теоремы! 

*) Вь доказательств въ сущности еще ие достаеть вофхь случвевъ, могдв 
оба вли одинъ изъ показателей равенъ 1. Эти случая предоставляемъ равсмотрить, 
самимъ учацимся какъ для этой теоремы, такъ и для слфдующихъ. 
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Примфры. 

5.3". 

—5.3 а’Ня-цньфя 

1 + 
=#—а. 

р 
2) (а’—2 а *)(2а*"-Р)= 

2а”.—4а*—2а? 
—а аа? Раб 

24—54" 1. 

$ 122. Общее доказательство тееремы 68. И доказательство теоремы 68 

должно быть дополнено въ томъ же смыел, въ какомь было дополнено 

въ предыдущемъ параграф доказательство теоремы 16. Но это дополнене 
можеть быть замбнено слфдующимь ниже доказательствомъ ея въ самомъ 
общемъ вид. которое возможно на основани опредфленя д®леня и ко- 

торымъ доказывается справедливость ея для всфхъ вообще показателей. 

для которыхь справедлива теорема 16. 

"— Утв. с” 

Дек. По опредьлению дёлешя [53] а": а” есть число, которое, будучи 
умложено на а”, должно дать а". Еели мы умножимь а” * на а”. то полу- 

чаемь: 
ааа" 

изъ чего слфдуеть, что дЪйствительно для вефхъь родовъ чиселъ, для кото- 

рыхь справедлива теорема 16. справедлива и теорема 68. 

Упражнене. Формулировать получающееся по аксюмё У слёдетве 

изЪ этой теоремы! 

ПримЪры. 

дРР’-таа- в" дар ри-в 

ОР Вере 

эс“ Вр" —ШР1642) 
2 ДР” ТР РАНЕЕ" — бра, 

За 1 4”) 
ааа а): 

и) 

ааа аа 
в а ао. 

$ 128. Уничтоженю отрицательныхь показателей н примьнене ить 
пря рмчюложени многочленовъ. При помощи отрицательныхь показа- 
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телей могуть быть расположены и таке многочлены. въ которыхь главная 
буква встр®чается и въ знаменателяхь дробей. При этомъ члены, ве содер- 

жашце ея вовсе, должны считаться содержащими ее въ нулевой степени. 
Таюя преобразоватя‘н уничтожене отрицательныхь показателей 

удобно производить при помощи елёдующей теоремы: 
Теорема. Всякаго сомножителя изъ д лителя мож- 

но перенести сомножителемь въ дфлимое и на- 
оборотъ, если перем % нить при этомъ знакъ передъ 

цоказателемь этого сомножителя. 

[опред. 87] 

[ "вор. 58] 

[теор. 82] 

[геор. 58|. 

[юиред. 87] 

[теор. 58] 

= д [теор. 601. 

Примфры. 

1) аира _ БА _ боем 

5 ЗЗлара* Втр 
Бели роту-аыл-а — 

Заметь ° орала — 
ав вала 
гоиртнув ^ узы [теор. 88] 

ата 58 

атнтьы беор. 0 
а аЬасЗ 
ат {теор. 88] 

з 
6 _ вор. 18]. 

= доу 

35 



3) Чтобы раздфлить многочлен 

а 2 929 252 141 _ 31 

-458 а 360458 36% 40% 13025 

% ба 4 8 

ва Той 5 а на мнотгочленъ 

перенесемъь въ каждомъ член д®лимаго и дВлителя буквы въ числителей и расноложимъ затёмъ оба многочлена по 

возрастающимъ степенямъ буквы а, послЪ чего дфлене производится такъ: 

5 2 : 5 р. 8 + 
ара 20 цу Вы т ат - а — — оф 

1 860 40 4 36 3 4 5 __ 6. 

2 1 1 5 
За 6—9 1 аб а 3-2 -а06 4 За — - а - в 

4 г 3 2 6 

1 18 1 1 а Та -3-- 1 а“ 
8 Ь 72 7 40° ы 

1 З „За 5 
—а— 5-1 а---+ = аЪ- 4 ——а-5 

Не бра 19°”. 
5... 5. 2 25 

—-а----- 0% а — — 8 

9 18 ые 86 

8 25 аф-—— 0-8 
36 

5 -..б 
— =] 8 -- 9—4 

ет 
0 

Но уничтожени же отрицательныхъ показателей отвфть принимаеть 
ВИДЪ: 

— 9ет — 
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$ 194. Умноженще степеней еъ одинаковыми показателяии и возвы- 
чиев{е произведеня въ степень. 

Теорема. Степени съ одинаковыми показателями 
перемножаютъ, умножая между собою ихъ осно- 
ван!я, при чемь показатель остается тотъ же?) 

Утв. а". (а). 

Док. Т. Если > 0.10 
а". М =а.а.в....а.6.6.6.....В 

з сомножителей и сомножителей. 

=а.Ъ.а.6.а.Ъ.....в.6 [теор. 13] 
= (05). (в). (4%). 

и вомножителей 

— (95). 

1. Если п=©0, то 
м... 1=1, 
(Берл. 

. (08) [теор. 14] 

{Слёл., по теор. УГ: 
и -@ь". 

ПТ. Если и<0, то. написавь-—м вместо в для тото. чтобы сдВлать 
явнымъ отрицательное значен{е показателя п, мы имфемъ: 

31 1 1 ма, 1 . 
во а ` р а (08) 

в -\— 1 . о-в р 

— - ——{Сяфд., по теор. У: 
2". =(б)". 

Такимъ же образомъ теорема доказывается для всякаго числа сомно- 
жителей. 

'Изь доказанной теоремы мы, по теорем® У. лолучаемъ: 

Сльцетв в. Произведен:е возвышаютъ въ какую- 

либо стенень, возвышая въ эту стенень каждаго 
сомножителя ?). 

®) Менфе удобно для запоминанзя, но зато вполн® точно, эту теорему можно 
было бы формулировать такт: 

Произведение степеней съ одинаковыми поназителями равняется степень съ 
нльмв ке показателемь м основанемь, равнымь произведено оснований сомнооки- 
телей. 

ы Расиредвлительный занонъ возвышеня въ отепень. 
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Приифры. 

1) 27.3.5—= 3.5.27. 57= 15.(2.5)7= 
15. 107—150000000. 

Этимь снособомъ это умножеше можеть быть произведено въ умЪ. 

а) = 
Це . 5-59. 
3) ооо 
озеро зада зу 

СЕВ ен 

пе ред 

$ 125. ДВене степеней еъ одинаковыми показателями и возвышен о 

застнаго въ степень. 
ре 
1 Теорема. Степени съ одинаковыми показателями 

джлятъ, для другъ на друга ихъ основан!я, при 
чемъ показатель остается тотъ жет. 

^ 
Док. По опредфленню дфлев!я [53] я есть числь, которое, будучи 

а\" 
перемножено съ 5". должно дать а”. Если мы умкожимъ (5) ва В". то нолу- 

чаемъ: 

'Изъ доказапиато предложешя, по теорем® У, получается: 

эз биБдетвю. Частное возвышаютъ въ какую-либо 

степень, возвышая въ эту степень и д лимое и 

д лителя. 

1) Въ формулирорк® вполнф точной эту теорему можно было бы выразить 
такъ: 

Частное беугь стененей съ одымаковымы показателями равняется степени 
25 тмьмь оке показателемь ц основамемь, равнымз частиому оть дълещя обновия 
Этълимаго; а оеновеине ‹бтьаителя. 
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Прим ры. 

5 (14): -С 9 (9 
(Рус 

бе) (5) в об 
и) = 

74-5. 6? * 

азии 
ее) 

2) 

эт’ 
1 

Фа 

з (у.е. и 
Зы) ^ 9 (31° ‘9 
23.08, 21.34.94 2.3.9 

= 33. у их 

$ 126. Теорема. Величина степени не изи$нится, 93| 
если перем нимъ эзнакъ показателя и въ то же 

время основан!е зам$ нимъ числомъ обратнымъ, 

+ 

— = опред. 8] 

= Вы [еор. 91 

=1 у [теор. 82] 
а 

= опред. 3* ($ 28)] 
+" 

=) [теор. 9]. 



Примфры. 

1) 0, 3753 

— п 

„(9.26.65 

'Упражнене. 

Какь измёняется величина стенени оть перемфны знака ея показателя? 

$ 127. Потенцяроване степени. 

Теорема. Степень возвышаютъ въ степень, умно- 

жая между собою показателей. 

Уто. (аа 

Док. 1. Если п>0, 
т > 0, 

то 
(-а" та... 6 
м 
п сомножителей 

дат. ом слагаемых 

аа". 

И. Есля в > 0, 

т =6, 

та 

у у а" . 

— {Сад., во теор. УЕ 
(в. 

НЕ Если п>0, 

т<0, 

то. нанисавь— вмфето т, чтобы сдфлать явным отрицательное значене 

буквы т, мы имфемъ: 

№ = ® —| 1 .. [Си ма и 

аа) - * ав" = 1. 

——_ {Сд., но теор. УЕ 
а 
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{Слфд., по теор. УТ: 

У. Есля п< 0. 

т>>0, 

то, написавь—% выЪсто п, чтобы сдфлать явнымь отрицательное эначене 

показателя п, мы имфемъ: 

(от =ату 

=” а 

(в*)" 
УТ. Если < 0, 

ж= 

то, написаръ—у выфето п, какь выше, мы имвемъ: 

а = 

—о* 9 

УП. Еслв в< 0, 
т 0, 

то, кань выше, нанисавъ —р, вмЗото т и— выБето п, мы имземъ: 

1 1 
рр: (-) 1: 

ата. 

т. 

Изь этой теоремы мы, по теорем У и посл обобщеня для любого числа. 

потенцирован , получаемъ: 

СяЪнетв. Коли нужно чисно возвыеить въ суенень, выраженную 

произведешемъ, то можно возвысить его въ стенень, указываемую однимь 

изь сомножителей, результать въ сленень, уназываемую друтимь изъ со- 

зножителей, я т. д. до послдняю. и 
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Удобнъе же эту теорему выразить такъ: 

Число можно нотенцировать на произведе- 
н1е, потенцируя его на одноРо сомножителя, 
результать на другото, ит. д. до поелфдняго. 

$ 128. Морадокь потенцироващя, 

95 Теорема. Отъ порядка, въ которомъ производятся 

нфеколько посл довательныхъ возвышен1й въ 

степень, величина результата не зависить, 

Утв. (1 (а")*. 

Док. (а” 

(о 
- — бы, по теор. УГ: 

ам”. 
На тёхъь же теоремахъ основывается доказательство для любого числа 

возвышен й въ степень, изь чего и елфдуеть справедливость теоремы. 

бяБдетые. Степень можно возвысить зъ стеневь, 

возвышая въ эту нося днюю ея основанте. 

Нанр., 3-я степеяь степени 25, по нравилу, выражаемому этииъ слЪд- 

стыемь, равиа 8°. 

ПримЪры. 

о Ре 9 СЯ. 2200—4096. 
_ 2 (вас 

‚тр 6, 2) (« у °) : пеь= ава 

_ в. В.“ 

= вы о) за ет уд 
ры В аи . Е . 28 3". а! на поет Эас 

2.3 ВЮ. $ рю вуз 325 ° 

$ 129. Теорема. Всякая стенень дроби, кромф нулевой, есть дробь. 

Предв. а—лробь; 

ве. 

Утв. а" также дробь. 

Док. Т случай : п >0. 

По теоремЪ УИ звачене я-ой стелени дроби а ие можеть завис®ть отъ 
вида, въ которомъ эта дробь изображена. Нотому мы можемь нредноложить, 
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что а дробь несократимая (т.е. сокращенная уже, на еколько вообще 

возможно), напр., 2 › ГА р н а взаимно-простыя числа. Вел детв!е послЪд- 
: 4 
няго условя и 

также будеть дробь, и притомъ несократимая, такъ какъ знаменатель 
я 

дроби т. не содержитъ ни одного множителя, который содержалея бы въ 
Ё 

числител® и на котораго ее поэтому можно было бы сократить. 

ПП случай: „< 0. 

Чтобы содфлать и по виду явнымъ, что п отрицательное число, положимъ. 

Тогда 

Слфдовательно, н въ этом» случа®, по тёмъ же причинамъ, что и въ 

первомъ случа, а” есть число дробное. 

$ 130. Нотенцироване неравенетвъ. 

Теорема. 1. При равныхь положительныхь показателяхь степень 

большаго положительнаго числа больше. 

Предв. в >Ъ, при чемъ 6>0 (слЁд., и а > 9), 

> 0. 

утв, >". 

Док. Иовторимъ неравенство а>ь 

= разь: 
а>ь 
«>ь 
аъ 
5. р п отрокъ. 

Ве Если мы перемно- 
а>ь| | жимь эти неравенства, 

то, по 2-й изъ теоремъ 

вь $ 63, оказывается, 

>. что дБйотвительно: 
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Сжвдетие 1. При положительномь не измфняю- 
щемся показател В стецень положительнаго чис- 
ла изм няется въ томъ же смысч, въ которомъ 
изм В няется это число. 

Сл®дегые 2. При положительномь показател® всякая степень пра- 

вильной дроби есть также правильная дробь и веякая степень неправильной 

дроби есть также неправильная дробь. 

Теорема 2. При возвышеши раввыхт положительныхь чисель боль- 
зихъ 1 въ степень нолучается больше тамъ, тдф показатель больше. 

Предв. а =, при чемъ а_)> 1 (елфд., и > 1), 
т >> п. 

Утв. а". 

„Док. Предполагая : положительнымъ числомъ, мы второе предположе- 
ве можемь выразить равенствомь [$ 48}: 

т=в-Ь. 

Изь предположешя 

&= 

по теорем УП слВдуеть а*—5*, з изь предположешя а>>1, 
по послфднему олёдетвно 2. в’>1 

СлЪл., по 1-й изь 

| теоремь въ $ 63: 

Сябдетые. Степень числа большаго 1 изы В няется 
въ Томь же смысл. въ которомъ изм няетск. по- 
казатель. 

Теорема. 3. При лозвышени равныхь положнтельныхь чисел мевь- 

шихь 1 въ степень получается меньше тамъ, гд показатель больше. . 

Предп. а =Ъ, при чемъ 0 < а < 1 (слёд.. их}. 

тп. 

Утв. а" <". 

Док. Второе предноложеще можеть быть выражено равенствомъ 
$ 481: 

та--. 



— 145 - 

Изъ церваго предположея 

а 

но теорем УП слдуеть: 

$", а изь предположеня а< 1, 

но слёдетвно два изъ первой 

изъ теоремъ, доказанныхь 

въ этомъ параграфЪ, а 1 

— —{Сявд., по 1-й теорем въ $ 68: 
нах 

пли й 4" <>, 

Слёдетье. Стенель положительнаго числа мень 
шаго р изи Б няется въ смысл  противоположномъ 
тому, въ которомъ изм няется показатель. 

еорема 4. При возвышеи положительныхь чисель большихъ 1 въ 
положихельныя степени получается больше тамъ, гдф основан большее 
и притомъ показатель больпай, 

Предя. «>, $>1 (сиВд., и в> 1), 
тп, при чемь и > 0(стЬд., ит > 0). 

Утв. а"> М. 

Док. По 1-й изъ теоремъ въ этомь параграф изь предположеннаго 

неравенства, 

в>Ь  слВдуеть: 

в"_> 5". По 2-Е же ивь этихь теоремъ слёдуеть: 

5">Ь", такь какь по предположению т> п. 

{ Слвд., но теор. УП $ 51): 
">". 

Теорема 5. При возвышенн положительныхь чисель менышихъ 1 въ по- 

ьложительныя степени получается больше тамъ, тд основаше болынео и 
притомъ показатель меньший. 

Предп. 1>а>8>0 

о<хт<в 

Ут. “>И. 
Барховъ. Рувоводево алгебры, ® 
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Док. Цо 1-Й ивь доказанныхь въ этомъ параграфв теоремъ изъ пред- 

положеннаго неравенства 

а>В  сдёдуеть: 

а" >”. Но такь какъ по предположевю $ меньше 1 
ит«и, то по 3-й изъ этихь теоремъ мы имфемъ: 

ги 
{ Сльд., по теор. УП: 

"и 

ГЛАВА ХХ. 

Поняте о корнЪ. 

Первое понят!е о числахъ иррашональныхЪ 
и мнимыхъ. 

$ 131. Нроиехождеще извлечеыя корня !). Какъ отыскав1е слатае- 
маго по даннымь сумм и другому слагаемому приводить къ новому дёй- 
етвю— вычитанно, отыскаше сомножителя по даннымь произведеню и дру- 
тому сомножителю приводить къ новому дфйств!ю-—дёлен1ю, такь отыекане 
основажя степени по давнымь величин ея и показателю ея приводить 
къ новому дёйствтю—извлеченю корня. 

Опредлене. Извлечь корень пой степени пзъ д зна- 

чнть найти число, которое, будучи возвышепо 

въ я-ую степень, дасть а. 

Задачу чизвлечь корень п-ой степени изь а> ПиШуТЬ такъ: 

Уз.5 
Число, изъ котораго требуется извлель ‘корень (а), называется иод- 

кореннымт числомт или подкореипою величиною, 
число, показывающее, которой степени корень должно извлечь (п), назы- 

вается показателемъ кори, результать извлечёня корня на- 
"_ 

зывается кориемъ. Поуюну и выраженю У’ называется корнем, 
не его называють также радикаломъ. 

1) При переходЪ къ ученшо о корняхь хорошо уже сообщать учёзримоя 
таблицу вофхь дъистый В 851]. 

2) Знак У” образовался постепенно мвъ латинской буквы г, первой буквы 
латинскаго слова га, означающего «корень». 
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* 
Опредьлонте, Уз озиачаеть такое число, которое, 

будучи возвышено въ п-уюстепень, дасть а. 

Это опредёлеше корня выражается едВдующимь равенствомъ: 

Опреджльне: (/а)`= 

Сувдетв!е: У =а, 

такъ какъь но опредфленю корня у. а" должно означать число, которое, 

будучи возвышено въ я-ую стешень, даеть 0”, но а и есть число такого 
свойства. 

Изь послёдиихь двухь равенствъ мы видимь, что если мы число а 
сначала возвысимъ въ п-ую степень, а изъ полученнаго результата. извлечемь 
корень п-ой степени, или если мы сначала изъ числа а извлечемь корень 
1-ой стелени, а полученный результать затВь возвысимь къ я-ую степень, 

10 эти два дъйствя взаимно уничтожаются, т.е., получается число в. 

Извлечен!е корня называется дфйстьемъ обратнымь возвышению въ в 

степень. 

Возвышен!е въ степень, извлечен{е корня и 
еще одно’ дфйстве, о которомъ будеть рчь поздийе, воставляють д й- 

ств1я третьяго разряда или третью ступень дФйетвш. 

Корень второй степени называется также квадратнымь корнемъ, но- 
рень третьей отепенн-также кубичнымь корнемъ. 

Показателя корня 2 обывнов 

Въ частности должно считать: 

@, такъ какъ аа; 

У =0, тавкь какъ 0"=0, 
* 
Ат =1, такъ какъ 1"=1. 

$ 132. Правило знаков. Такь вакъ и (--3)*=9 и (—8)==9, то, оче- 

Видно, У имфеть два значевя, а именно У 9 ={-3и Иэ= — 8, почему и ни- 

шуть 

Уз= +3. 
10° 
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Такимъ же образомъ оказывается, что 
и 
У 625 =+5, 
8 —_ 

У 256 = +2. 

Вообще изъ теоремы 85 вытекаеть слфдующее предложене: 

Сл®дете. Корень четной стелени изъ положи- 

тельнаго числа можеть быть и позожительное 
и отрицательное число. 

'Изь теоремы же 85% слдуеть: 

СлЪдетые. Корень нечетной степеня изъ какого- 

либо числа имфетъь тотъь же знакт, какъ п это 

чиело- 
Звакомяеь съ двумя значенямн кория четной степени изъ положитель- 

пато числа, мы въ первый разт встржчаемся съ дЪйстнемъ, дающимь боле 

одного результата, п съ выражещемь, имфющимь боле одпого значеня. 

Впослфдетвш мы увидимъь, что такихь результатовь п значевй можеть 
быть п больше двухъ. Изъ дЕйствЙ, съ которыми мы до сихъ порт позиакоми- 

лись, только извлечене корня обладаеть такою особенностью, а ивъ встрф- 
чавишхея до сихь поръ выражен, только корень изъ числа можеть озиё- 
чать невольно различныхь чисел. 

Ради упрошевя нредетоящихь изелфдован! мы пока вь выражения 
„ 
Уз подъ а будемь понимать абсолютное ини положительное число (еели не 
будеть особо отоворено, что оно можеть быть и отрицательнымъ) п самимъ 

этимъ спиволомъ будемъ обозначать только абсолютное или положитель- 

пое изъ вефхъ значен!й, которыя оно можеть имфть но опредбленио 96. 
Отрицательное же зпачене числа а мы въ этомь символВ будемь до- 

пускать пока только при услов!и, что п нечетное число. 

Опредвлеще. Абсолютное значев1е корня изъ абсолютнаго чиела 

называется ариометичеекиме корнеме пзъ этого чиела. 

$ 133. Ненят1е о кори ет, отрицательным иохазателемт,. Возможность 
—” 

введеня жорБя вида у в зависить отъ того, имЗется ли всегда число, #0- 

торое, будучи возвышено въ (-—т)-ую степень, дасть а. Что такое чнело 
= 

существуеть во вефхь случаяхь, въ которыхь И а имфеть емысльъ, явствуеть 
изъ доказываемой ниже теоремы. Потому мы въ смысл, указываемомъ ею, 
и вводимъ понят!е о кориВ съ отрицательнымъ показателемъ: 

-= 
Теорема: Ув = 

Уа 
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„Док. Если мы Е возвыеимь въ (—т)-ую степень, то по теорем 93 

Уз 
получаемъ: 

1 у 

=) =.) "= 
Иа 

1 
Такъ мы вядимъ, что и въ самомъ дёлЪ „— есть число, которое, будучи 

Уз 
зозвышено въ (—т)-ую степень, даеть а, другими словами, что 

Прин чае. Въ этой глав и слфдующихъ двухъ мы, однако, показателя 

корня будемъ принимать всегда за положительное число (и цфлое, конечио, 

пока о возможности дробныхъ показателей не было еще р%чн). 

$ 184. Теорема. Коревь изъ пфлаго числа не можеть быть дробью. 

Предп. а— ИЪлое число. 

* 
Утв. Усилия цфлое число или ни цфлое число ни дробь. 

Док. Яено, что вели весть я-вая степень нзкотораго цёлаго числа, 

нанр., 6, то 

. 
то есть, Уз есть цёлое число. 

. 
Если же в не представляеть л-ой степени цёлаго числа, то У ане можеть 

быть цлымь числомъ, напр., с, ибо въ такомъ случаВ было бы 

«=с”, 

а это противор®чило бы предположенно, что ане представляеть и-ой степеня 

цфлаго числа. Но въ такомь случа У в и дробнымъ числомъ, нанр., В . 

быть не можеть, ибо въ такомь случа было бы 

. 

( в«=|-), 

что невозможио, такъ какъ степень дроби не можеть быть цвлымъ числомъ 

[5 129]. 
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$ 135. Теорема. Корень изъ дроби не можегь быть ЦЪлымЪ числомъ. 

Предп. р настоящая дробь. 
4 

Утв. у ? или дробь или ни цфлое чиело ня дробь. 

4 
® 

Док. Ясно, что если р есть я-а стенель иЪкоторой дроби, напр. ‚г то а“ 

“У? то есть, — есть дробь. 

Если же р не представляеть и-0й степени дроби, то уд Ре можеть быть 
4 4 

с 
дробью, напр. г ибо въ такомъ случаВ было бы по опредфленйо кория 

а это противорфчило бы иредположевю, что 2 ве предетавляеть и-ой сте- 
4 

нени дроби. Но въ тавомъ случа Ри двлымь числомъ, папр.`а, быть 
4 

не можеть, ибо въ такомъ случа было бы 

? ® =”, 
4 

что невозможно, такь какь при лоложительномь показателв степень п®- 
даго числа не можеть быть дробью. 

$ 136. Теорема. Корень п-ой степени изъ дроби можеть быть дробью 

только въ томь случа, если по сокращешы ея и числитель и знамеватель 
ея окажутся п-ыми степенями цфлыхь чиселъ. 

а 
„Док. Предположивь ъ и 2 несократимыми дробями и положивъ 

9 

вор 
ва 

{си. предыдущую теорему), мы имфемьъ по опредвлению корня 



откуда, по теор. 2 въ $ 77, 

в. 

ЛослЪдня два равенства н выражаютъ, что утверждеше справедливо. 
в 

$ 137. Иа иметь пока емыель только въ нехлючительныхь елу- 
чаять. Въ $ 33 изложено было, что разность &—ф имфетъ всегда емыелъ 

только по введени отрицательныхь чиеелъ. Вь $ 66 было указано, что 

частное а: имфегь всегда емыелъ только по введеви дробныхь чисель. 

Теперь спраитивается, достаточно ли имфющагося у насъ запаса чисеть 

для того, чтобы и корень Уз им ть емыслъ при везхь значеняхь п и в. 

Изь поелёднихь трехь теоремъ {5$ 134, 135, 186) слЁдуеть, что корень 

Иа кифеть пока смысль, т.е, можеть быть выражень накныъ-либо числомъ 
изъ имфющагося у насъ пока запаса ихЪ только въ томъ случа, если а рав- 

няетея 1" или 2” или 8", вообще я-ой стецени какото-либо плато числа, 
иля же если а равняется такой дроби, у которой по сокрашени ея и чисяи- 

тель и знаменатель окажутся и-выми степенями дълыхь чисель. 

Слфдовательяо, самволь У а ныфеть нока смыеть только въ исключи- 

тельныхь случаяхь и допустнмъ въ состав® выражевй только при упомяпу- 

тыхь выше условяхь и соота®тетвенной всяк разъ оговоркЪ. 

Подобныя весьма неудобныя ограничешя существують первоначально 

а : : 
и для разности «—Ъ и для частнаго -; Е тстравяются расширещемъ поняя 

о числВ (ем. $ 33 и 66). Такъ первыя два обратныя дЪйствя приводять 
къ созданю отрицательныхь чйсель (выВств съ нулемъ) и чисель дробныхъ. 

„ 
И такь же по аналоги должно ожидать, что и выражеше Уз можеть пр: 

обрфети общий смыель, т. е. емысль дия всякихъ значений п и а, если вновь 

будеть расширено поняте о числ%. И какъ ьЪ возможности первыхъ.днухь 

расширен лоняшя о числ мы убфдилиеь на примфрахь, взятыхь изъ 
жизни, такь и возможность введевя еще новаго рода чисель изсл®дуемъ. 

сначала на примёрь изъ геометри. 

$ 138. Сущеествоване величин, результать взырешя которыть не 

можегь быть выражень ни ифлымъ чиеломъ, ни дробью. По извёотной 

теометрической теорем, называемой ниоагоровой, площадь квадрата, 

поетроенкато на типотедузВ ипрямоугольнзго треугольника, равняется 

сумм площадей квадратовъ, построенныхь на катетахъ. Если мы возьмемъ 

такой прямоугольный треутольникь, котораго катеты равны каждый одному 

дюйму, то плошадь каждаго изъ квадратовъ, постровнныхь ка натегахь, 

будеть равна одпому квадратиому дюйму, и потому плошаль квадрата, 

построеннаго на гипотенуз®, равка ® квадратиымъ“ дюйнамъ. Изь тег 

три извфотно также, чт длина сторовы нослфянато квадрата’ должна 
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выразиться чиеломъ, котораго 2-я степень должна равняться 2, и которое, 

ел довательно по опредёлению корня должно быть обозначено символомъ 2, 

т.е., длина гипотенузы разсмотр®ннаго прямоугольнато треугольника 

должна быть равна Уз дюймамь. Эта длина вполн% опредёленная и точная 

величина. Ол6довательно, мы туть видимъ потребность въ н®которомъ числф 

тоже совершеныо точиомъ и опредвленномь, соотвфтствующемь свмволу ИЗ. 
Но такого ифлаго числа, которое, будучи возвышено въ квадрать, дало 

бы2, ве существуеть. Но теорем же, доказавной въ $134, це существуеть и 

дроби равной Уз. 
А при помощи приведенной выше пиоагоровой теоремы дегко убФдиться, 

что вообще только въ исключительныхь случвяхъ длина гитотенузы какого- 

либо прямоугольнаго треугольника съ данными катетами можеть бьлъ вы- 
ражена введенными до сихь поръ числами. 

Видя такимь образомъ передь собою величины, ксторыя ни вфлыми 

числами ни дробями выражены быть не могуть, мы убфждаемся уже не въ 

возможности только, но и въ необходимости новаго расширешя понямя 
о числ. 

Введене дробныхь чисель принято основывать на предполатаемой 

возможиости дБлешя каждой величины на равныя части. Въ необходимости 

новаго расширетя поняты о числ мы можемъ уббдиться не только при 

вычислени длины гипотелузы равнобедреннато прямоугольнаго треуголь- 

ника и вообще гипотенузы прямоутольнаго треугольника, но и при вычисле- 
ни многихь другихь геометрическихь величин. Построен1е же гиноте- 

пузы прямоугольнаго треугольника по даннымъ категамь нискольно не 
сложнфе дфлешя прямого отрфэка на равныя части. 

а 
Какъ тоть же симвоть > который служить для обозначеня частнаго, 

остается поел второго расширенйя понятёя о числ и символомь для об0- 
: в . 

значешя дроби > такъ и теперь, расширяя вновь поняме о числ, мы сим- 

волъ У а въ томь случаф, когда его значене не дфлое число и не дробь, 
оставляемь символомъ для вводимыхь новыхь чисель. Лоелё введешя ихь 
пробрьтаеть емнель корень всякой степени изь произвольнаго абоолютнато 
или положительнаго пълаго или дробнаго числа (о корняхь изъ отрица- 
тельныхь чисель будеть 0606о рьчь ниже). Эти вводимых вновь заела иаяы: 
ваклся иррацтональными. 

Но прращональные корни не единетвенныя ирращеональныя ‘зясла, 
есть ирращюнальныя числа и другого происхождешя. 

Введене ирраптональныхь чиселъь составляеть 
третье расширен понят о числ. . 

Въ противоположность числамъ иррац1ональ- 
пымь 16 числа, съ которыми мы. вмёщи дно до 
сихъ поръ, называются розюнальными. 
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$ 189. Необходимость еще въ одномъ раеширени понятя © числ 

Изь теоремы 85 слфлуеть еще, что корень четной степени изъ отрицательнаго 
числа никакимъ ни рапональнымь ни иррацюнальнымь числомъ выражен 

быть ие можеть. Такъ по опредзлен!ю коряя символь И долженъ быль 

бы означать число, которое, будучи возвышено въ квадрать, дасть-—9, 
Но квадрать всякаго какъ положительнато, такъ и отрицательнаго числа 
(безразлично, цфлое ли оно или дробное, ращовальное или иррацональное) 

есть чнело положительное. Сл довательно, среди всего имфющагося у насъ 

до сихъ поръ запаса чисель нфть ни одпого, которое соотвфтствовало бы 

символу У —9. Слдовательно, онь, равно какъ и вообще всяк! корень чет- 
ной степени изъ отрицательнаго числа, долженъ пока считаться не имёю- 
щимь смысла. Если такимъ корнямь можеть быть придань смыслъ, то, 
очевидно, тоже только такимъ же образомъ, какимъ быль придань общий 

смыслъ разностя, частному и корню изъ положительнато числа, т. в. опять 
при помощи расширеня понят1я о чаел%; и поздние мы увидимъ, что такое 
новое расширен1е понят{я о числ возможио. Вся корень четной степени 

изъ отрицательнаго числа является предетавителемь этого новаго рода 
чисель. Ихь называють числами инимыми. И только по введеши 

послёднихь зыражеше Уз иметь всегда смысль. 

Введен1е мнимыхъ чиселъ составляетьъ четвертое 
раетиреше понямя © чиелв. 

Въ противоположноеть числамъ мнимымъ всё 

числа, съ которыми мы имфемъ дф ло до введен1я 
ихъ, т.е. всф числа положительныя и отрицатель- 
ныя, ц%лыя и дробныя, рац!ональныя и иррац!о- 

нальныя, называются числами вещественными. 
$ 140. ДВйетыя надъ прращональными корнямн. Если мы раземотримъ 

прямоутольный треусольникъ АВС съ катетами 3 и 4 (мФфра произвольная) 

то квадрать типотенузы этого треугольника выра- д 
вится чнеломь 25=83--48, слёдовательно, сама 

типотенуза числомь У25-5. ели мы поетроимь 
прямой отр®зокъ, соетоящёй изъ отрфзковь ММ-= 

АС и МР-АВ, то длина отрёзка МР выразится 

числомъ 8=8-+5. Такое же геометрическое сложе- 

ве катета и гинотенузы можно сдфлать также въ 

и х р треухольник, о ко- 
———щ торомъ ховорилось въ 

предыдущемь параграфЬ. Получаюцщийся оть такого сложешя отрёзокъ 

будегь состоять изъ двухь частей, одной длиною въ 1 дюймь и другой 

длиною въ И2 дюймовь. Слфдовательно, относительно длины всего 0*- 

р$ака необходимо будеть сказать, что она равна (1 И 3) дюймамъ. 

Если мы построкмъ прямоутольный треутольникъ ©ь катетами раз 

ными 1 дюймуи У? дюймамь, то квадраты, построенные на этихь кахетахь, 

в `В 
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будуть равны соотвтотвенно 1 и 2 квадратнымъ дюймамъ, слфдовательно, 

квадрать, построенный на сипотенузВ этого треугольника равенъ по пива- 
торовой теорем 3 квадратнымь дюймамъ, длина же самой гипотенузы 

равна УЗ дюймамъ. Относительно же длины отрёзка, равнаго суми® этой 

типотенузы и большаго изъ катетовъ, необходимо будеть сказать, что она 

равна (У2--У3) дюймамъ. 
Если бы мы катеты, которые мы въ обоихъ послёднихъ примфрахъ при- 

баввли къ типотенузВ, отняли оть инея, то вовучяля бы отр®зни, отноеи- 
тельно длины которыхь необходимо было бы сказать, что она равна въ пер- 

вомь случаЪ 1 дюймамъ, а во второмъ случа (Из—У2) дюймамъ. 

Изь этихъ и подобныхь примфровъ мы убёждаемся въ существован 

величинь, которыя могуть быть выражены только или сумнами или раз- 
ностями чисель иррапональныхь или чисель рашональныхь и ирращю- 

назьныхъ. 

Равнымь образомъ изъ геометр!и. можеть быть приведено какое угодно 

количество примфровъ такихь величинъ, которыя должны быть выражены 
произведетями или частными иррашональныхь чисель или чисежь ращю- 
нальныхь и иррашюнальныхь. 

Познакомившись такимь образомь съ примфнимостью результатовъ 

дьйствй надъ пррашональными числами, хотя бы и надъ прращональными 

корнями пока только, мы убфждаенся такимъ образомь въ цфлесообраз- 
ности введешя такихь ДВйстьй. Но для того, чтобы здае общей ариеме- 
тики не ооталось незакончеянымь и не нарушена была ето внутренняя 
тармошя, введене дЪйствЙ надъ иррашюнальными числами должно счи- 

тать необходимымь. 
Въ глав ХХ1Ш будеть дана общая теоря иррацюнальныхь чиселъ, 

въ которой будуть даны и опрелёленя дЪйетвй надъ ними. 

Въ ней же будуть даны и опредфлешя равенства и неравенства прра- 
пональныхь чисель. 

Подготовлеемь же кь ней нослужать стБдуюция двф главы, въ ко- 

торыхь обнаружатея, между ирочимъ, и нёкоторыя свойства прратоваль- 
ныхь корней, 

ГЛАВА Х%1. 

Извлечеше квадратнаго корня. 

$ 141. Выденене предстоящей задачи. Если корень какой-либо суе- 
нени изъ какого-либо числа рашоналент, чо зиачеше этого корня можеть 
быть найдено при помощи разложешя упомянутаго числа на нроетыхь е0- 
множителей. Тань, вапр., по признавамь дёлимости чисдо 9144576 раз- 

лагается из множителей 28.3%, 72. Ольдовательно, 

9144676 ==(2* .8*. т, 

з нотому, но опредёлекию корня, 

У 3144576—9%. 3% Т-=8084, 
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Такимь же образомъ число 248832 разлагается на множителей 2. 3° 

Сибловательно, 

248882 =(2* , 3), 

а поюму 
5 
У248832=2?. 3=13. 

Но если въ даниомъ числВ много цифръ и по однимъ признакамь д- 

лимости окончательное разложеше ето на множителей невозможно, то ука- 

завный способъ извлеченя изъ него корня какой-либо степени дфлается 

очень сложнымь и неудобнымь. Притомъ онъ прим нимь только кь рацо- 

нальнымъ корнямъ, сл6довательно, только въ очень рёдкихъ, исключи- 

тельныхь случаяхь. Поэтому необходимо найти друтой способъ извлеченя 
корней, который бы призодиль всегда къ цфли и быль бы въ извЪъетяомъ 

разсматриваемомъ ниже смысл примёнимь и къ пррашональнымь корнямъ. 

Такъ какъ извлечене корня есть дёйств!е обраткое возвышен!ю въ степень, 

то, установивъ правило для зозвышеня мпогочлена въ степень, мы можемъ 
ожидать, что чрезь обращене этого дЪйстья мы найдемъ также правило 

для извлечешя корня изъ мнотозлена подобно тому, какъ мы наноли спо- 

собъ двлешя многочлена на многочлень, умноживь предварительно два 
многочлена друть на друга [$ 81]. Правила же, по которымъ будуть извле- 
каться корни изъ многочленовъ, будуть приложимы и къ миогозначнымь 

числамъ, таць какь поелфдвя могуть быть разсматриваемы какъ много- 

члены (ср. $ 85). Но общее правило возвышения мноточлека въ какую- 

либо степень можеть быть дано лишь впослФдствьш. ‘Теперь же могуть 

быть даны правила возвышетя многочлена только эъ опредёлелныя степени, 
въ квадрать, въ вубъ и т. д. Въ занисимости оть этого мы теперь можемъ 

только отдельно изучать извлечене ивадратиаго корня, кубичнаго корня 
ит, д. 

а) Извнечен1е квадратнаго корня изЪ многочленов. 

$ 142. Возвышев1е многочлена въ квадрать. По теорем 50: 

(арб -ааь-Ь?. 

По той же теорем мы можемь возвысить въ квадрать и трехчлеяь 

слёдующимь образомь: 

(ао ао а-о о-ва 20-е а-Бе-на. 

Такимь же образомъ мы находимъ, если воспользуемея посяфднимь 

полученнымь для (а--6--с)* выражен емъ: 

(аберо-нау а -в-роеа--ь-ноеаа-нь-да--в = 
в 20-е 2(а Нуса (а--5--оа-Ф. 

Ве же полученныя выраженя съ полной очевидностью указывають 

{а общее правило, какъ должно возвышать миоточлеяъ въ квадрать: 

Теорема. Евадрать многочлена равелъ квадрату 

перваго члена, илюсъ удвоенное произведен1е 
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перваго члена на второй, плюсъ квадратъ второго 
члена, илюсъ удвоенное произведен{е суммы шер- 
выхъ двухъ членовъ на трет1й, плюсъ квадратъ 

третьяго члена, плюсъ удвоенное нроизведенте 

суммы первыхъ трехъ членовъ на четвертый, 

плюсъ квадратъ четвертаго члена и т. д. 

$ 148. Квадратъ расположеннаго многочлена. Если мы по этой теорем 

возвысимь въ квадрать какой-либо расположенный мноточленъ, нанр., 

21 —З2у?— у“, то нолучаемъ: 

(де За уеа-=(ай)-а . 227.(—З1°) + (С-З)? 
Нара Ву) су еаа А ауд долу -бтуб у 

4‘ ахуе балу я хуи. 

Полученный результать оказывается также ресположеннымь по ни- 
сходящимь степенямь буквы г и по восходящимь стеленямь буквы у. Въ 

немъ, какъ и вЪ многочлен, который ны возвыеили въ квадратъ, первый 
члень наивыслый относительно буквы 2, нослёлий же относительно ея 

самый низпий, первый члень самый низний относительно букеы у, посл8д- 

эй относительно ея панвыепий. 
И такь какь при воавышлени тёмь же снособомь веякаго даннаго много- 

члена въ квадрать нъ удвоенныь произведещяхь степень многочленныхь 
множителей *) остается относительно главной буквы все та же, степени же 

другого множителя относительно ея и стенени ея въ квадратахь вее поня- 
жаются или все иовышаются, смотря по тому, расположен ли данный миого- 
членъ по убывающимь или по возрастающимь степенямъ главной буквы, 

то вообще при возвъинени по послъдней творемь в5 квадрате даннаго располо- 

эюеннаго многочлена, всегда получитея многочлена, расположенный совер- 
зиенно въ такомь ее порядкть, какь и данный. 

$ 144. Составлене образца извлеченя квздратизго корна. Планъ 
этой задачи иамфчеть быть уже въ $ 141. Для выполиевия его возвысимь 
въ квадрать какой-либо нноточленъ, изнр., 34*—2а23--722. По теорем, 
даниой въ предыдущемь параграф, мы получаемъ: 

{307^— Вад? -- 726-9049 . За". 2057-40128 --2(30?-— Рад). 718-4927 
29а“ — 12092 доля 4328 — ОВазР-- 49 
944-1902 --460%2*—О8ад" 4- 49272, 

По опредвленйю корня обозизчаемое символомъ, 

Уза 13053-94609 ово ада 

зыражеще будеть мноточлеяъ, который, будучи возвышевъ въ хвадрать, 

дасть подкорениое выражеше этото символа. Предноложивъ этоть искомый 

*) Въ первомъ удвоенномъ произведени слёдующий за нооффихиентомт & мно- 
житель одночленъ. 
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нногочленъ расположеннымь но убывающимь степенямъ буквы &, 060- 
эначимь выспий членъ его буквою а, второй буквою В, трей буквоюти 
т. д. Нервый членъ искомаго многочлена по упомянутой теорем должно 
быть выражеше, квадрать котораго составить высший членъь многочлена, 
изъ котораго мы извлекаемьъ корень, т.е, 9а*. Олдовательно, 

а=У 9а4=3а?. 

Чтобы найти слВдующИЙ членъ искомаго многочлена, отнимемъ оть под- 

корениой величины а*==(3а*)2—9а4. Въ получающемся остаткВ 

— 1222 4бай- 29а’ 4912 

выепий членъ — 120% долженъ быть удвоеннымь произведешемь перваго 
члена исконаго миогочлена на второй, другими словами 208. А такт, какъ 
&—8а*, слдовательно, 2х==6а?, то В будеть число, которое, будучи умножено 
на 6а?, дасть--120353, то есть, 

—12685° 
== 

ва? 

Если мы оть полученнаго выне остатка отнимемъ 

2а8--В=6а* . (—2а27)-{—2051)* >= 1да5З-вай, 

то въ новомЪ остаткЪ 

— 2458. 

420 — 28ад?-- 4912 

выспий члень должень быть удвоеннымъ произведещемъ перваго члена 
нскомаго миогочлека на трет, другими словами Зат. 

А такъ какъ 
2а—6а?, 

то 7 будеть число, кохорое, будучи умножено на 6а*, дасть 42а%5*, то есть, 

Олёдовательно, 

2(а-Вуу--у-=2(3а—2а2°). Табо -—а0аз в оазР-- 490, 

то есть, 2(а-Е Вт составляегь какъ разъ иосяЪдей остатомъ. Олфдова- 

тельно, искомый миогочлень есть 

34° ат 18 

и извлечея!е корня оканчивается безъ остатка. 

Изложеннымь въ достаточной стенени выяснено, какъ бы слфдовало 

продолжать дыйстве извлечешя квадратнаго корня изъ даняаго много- 

члена, есхи бы этоть корень состоялъ изъ болышаго числа членовъ. 

Чтобы отчетливве быль видень порндокь производства дфетвия, 

повторимь, опуская объяснешя, то зе извлечеше корня, которое мы тожвво- 
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что произвели, въ томъ вид, въ какомь мы очитаемь иаиболфе удобнымъ 

располахать извлеченще квадратнато коркя: 

А: 
У аз Таз" ава -—28ал’ 49а = 301—241 12° 

Эа‘ =а? 

2а--В==6а*—2а2\» —12а253--46а%5°.... первый остатонь 
„902 —1 а 58-дайв-=а8--8* 

2(&-- В) --т=6а-—4а5*--12% 420224 2ах’-- 4952... второй остатокь 
. и 424956 — ваз’ 492 (а--В)1--12 

6 .... тренй оотатовъ. 

Зь нояснен!е приведеннаго образца замтямъ еще слфдующее: 

Въ остаткахь нфть надобности писать веф члены ихъ, а можно писать 

скачала только наивыспий эленъ (или наиниан, если д®йств1е раскола- 

тается по низшей степени главной буквы), а затЪмъ достаточио сносить 

члены подобные тВыъ, которые приходится вычитать. 
Нальфво оть вертикальныхь черть надо сначала писать умноженные 

из 2 уже полученные члены искомаго корня, и только раздЪливъ на удвоен- 

ный первый членъ коркя первый членъ остатка и получивь такимьъ образомъ 
суфдующШЙ членъ искомаго корня, слФдуеть этоть члень приписывать 

въ первой строк. Онь можеть быть нацисанъ еще разъ во второй строк® 

какь множитель, из котораго умпожается первая строка. 

Греческими: буквами наглядно указывается холь произведеннато 
дВйствя, равно кан и то, что произведенное извлечене корня состояло 
въ томъ же возвышен!и въ квадрать, которое было произведено из стр. 156 
съ тою только разницею, что туть. члены основан!я квадрата (г. е. искомаго 
корня) ваходились постелелно. Вычитались же здфеь нолучаюниеся удвоен- 

ныя произведетя и квадраты отдёльныхь членов постепенио изъ данкаго 
квадрата (т.е. подкорениой величины) для того, чтобы убёдиться, что эти 

квадраты членорь и вс удвоенныя произведея вмфстё дёйствительно 

составляють этоть данный квадрать миогочлена. 

Если бы мы попытались извлечь квадратный корень изъ того же миого- 
члена изложеннымь же снособомъ, но только не располагая строго дейотвтя 
или исключительно по высшей отепени или исключительно зо вззтрей ете- 

лени буквы, избранной за главную, то мы не получили бы ни остатка. ©, 
ни ваСТОЯЩАГО искомаго кория. А изь этого мы видимъ, что пря ивалеченя 
квадратнаго корвя изъ даннаго мноточлеиа непремънио должно соблю- 

даться правило, чтобы дйстые располагалось или только ав высшей или 
лолько по низшей стенени которой-либо изъ букнь, нотрчавщихся вЪ этомъ 
миогочжева. 

Важно еще упомянуть о томъ, что яв осяованш иризеденнаго въ $ 132 
правила знаковъ 97 въ раземотренномь вримёрё извлечешя квадратнато 
кория первый члель моть бы быть тахже-—За?.`Ивбравъь ую выражеще пер- 
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вымь членомь корня, мы получили бы вторымь членомъ--2ах® и третьймъ 
—728. Но такь какъ 

—За?- 27 — Та ==—{30*— 2021-72), 

квадраты же двухь равныхь и противоположныхь чисель равны между 
еобою, то и 

34*—2а23- 18 

Е — За? 202—728 

должно считать искомымьъ корнемъ. Оба рёшея задачи можно выразять 
заразъ такь: 

У за<—120253--46015°— 2804°--490 = (34*—90534-725); 

вли же по желаню и тань: 

У за 1273 4ваы —2Вадб 49а 5-32 221—129). 

Для запоминаея же резюмируемъ кратко все изложениое слдующимь 

образомъ: 

$145. Правило извлечешя ввадратнаго корня изъ многочлена. 

Многочлень, изъ котораго требуется извлечь квадратный корень, 

располагается по убывающимь или по возрастающимь степенямъ буквы, 

избираемой за главную. 

Первый членъ искомаго кория есть квадратный корень изъ нерваго 
члена подкоренной величимы. 

Квадрать этого перваго члена корня вычитается изъ даннаго миого- 
лена. 

Каждый же сл®дующий членъ искомаго корвя отыекивается однимъ и 

тЬмъ же епособомь, а именно: 

Удвоенная полученная уже часть искомато нногочлена пишется предъ 

вертякальною чертою сл®ва оть остатка. 
Частное оть дфленя высшаго (или соотьфтетвенно низтато) члемз 

остатка на высший (или соствётственио кизиий) членъ упомянутой удвоенной 
части корня есть слфдуюций члень искомаго многочлена. 

Кь выражению слЁва оть вертикальной черты нрибавлиется новый 
злень корня и на него же умножается пФлученная сумма. Произведене же 
вычитается изъ послёдняго остатка. 

. Такъ дЬйстве продолжается, пока не получатся остатонь 0 или че обна- 

ружится невозможность извлеченя корня. 

$ 146. Призиаки невозможности извлеченя. Извлечеме квадратиаго 
корвя, какь и корня всякой другой степени, изь даннаго многочлена воз- 
можно только въ исключительныхь случаяхь, т.е., только въ нсключи- 
тельныхь случаяхь существуегь миогочлень, по возвышенн котораго въ 
нвадрать получается данный миогочленъ. На основанти теоремы въ $ 142 

могуть быть установлены ифкоторые признаки, по которымъ иногда еще 
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не приетупая кь выполнено дёйств]я, иногда же изъ свойствъ остатка 

можно заключить, что извлечеше квадратнаго корня изъ даннаго много- 
члена невозможно. 

Квадратный корень изъ дамиаго многочлена не извлекается, 

1) еслн онБ двучлень; 

2) если, при отсутетыи въ немь пррацональныхь коэффишентояъ, 

выспий и низинй члены его (оба или одинь) не представляють квадратовъ; 

3) если, при отсутетви въ немь дробныхь члецовь, появляется дроб- 
ный члень въ вычисляемомь корн%; 

4) если въ остатк® появляется члень, который выше чФмь от 

или ниже чмъ низпий члевь въ данномь многочленв. 

$ 147. ©бъ остатЕ®. Изъ разсужденй въ $ 144 слёдуеть, что алгебраи- 

ческая сумме вобхь членовъ, которые при извлечени квадратнаго корня 
изь даннаго многочлена были ностепенно вычтены изъ нослфлняго, соста- 
вляегь всегда квадрать выраженя, состоящаго изъ полученныхь уже чде- 
новь коркя, Поэтому, прервавъ на любомъ остатк& извлечеще квадратнато 

корня изь даннаго многочлена, мы можемь послёдийй представить въ вид® 
суммы квадрата названнаго выраженя и остатка. 

Напр., 
Ува воз ада та —За—1 

2524 
1052—32] > — 30222 

83| — 8022-5958 
102—621 › — 1022921 

„НН  пове 
372 

А потому мы можемь представить нногозлень 252—8053—42-- 92-1 
въ видф такихь выраженйй: 

ЗБ“ 9-— 1 == 82) 104-951 или 
= (528—321) 32—9. 

Вь разсмотрённомь прииврф остатокь 37—2 указываеть притомъ, 

что ить многочлена, равнато Зои Яо, такь вакъ при 

дБлени выетшаго члена его Зг на удвоенный первый членъ корня 10° ио- 

чучиется дробный членъь корня при отсутетв:и такихъ членовъ въ под- 

коремномь миогочлев». 

ПракЁры. 

1) Чтобы пря извлечени квадратнато корни изъ многочлена, 

25 6 Е 

заТити 
4 8 в 4 2 +3715 5+ 
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можно было примфнить данное въ $ 146 правило, перенесемь букву х въ 

чиелителя (по теор. 88) въ тЬхь членахъ, въ которыхь она встрЪчается 
въ знаменател®. Посл% такого преобразовая извлечеше корня должно 

будеть произвести елфдующимь образожъ: 

4 8 — т — 1 
Рав серая —8 

и 315 ВБ + 5“ 
47 

1 4 8 
ЧР] $ сем 
Е з 8 

1] 4:1 
89 
2 а пе виа ив» Ва 

„8 | пад" 

42+ ыы эм = вне 
| 

= а робит 

о 

3) Ностуная такимъ же образомь при извлечеши квадратнато корня 

изъ многочлена 

12: 
о от +5 + 

мы получаемъ: 

Уи —оа вх аа 8-0 дед 
0,04* 

оде-ба| › о аадг" 
.— 52 ШВ +95 

ОО одна й 
„5 ол = 

т 

Слёдующий членъ кория оказалея бы раввымъ 3,52. При умножения 
па него суммы его п удвоепныхь прежнихь членовъ кория получились бы 
члены, содержание $ ® и = ®. то есть таще члены, которые ниже низшаго 
въ данномъ многочлен. Сзфдовательно, корень изъ данвато многочлена 

не извлекается. 

`Бартовъ, Руповоретво ыпфбры. 1 
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б) Извлечен!е квадратнаго корня изъ опредьлен- 
ныхъ чиселъ. 

$ 148. Ращовальные корни изъ однозначныхь и двузначныхь чиселъ. 

ели мы возвысимь въ квадрать ве существуюния однозначныя абсолют- 

ныя пфлыя числа, то получаемъ: 

62—36 

72—49 
82—64 

981. 

58—95 

Изъ этого сл®дуеть, что существуеть только три однозначныхъ (1, 4, 9) 

и шесть двузначныхь абсолютныхь излыхъ чиселъ (16, 26, 36, 49, 64 и 81), 

изъ которыхь извлекается квадратный корень, другими словами, квадрат- 
ные корни изь которыхь суть чнела рашональныя. 

$ 149. Пазнъ рёшены задачи. Какь уже указано было нрежде 

{въ $ 141 и 85), каждое мнотозначиое число, написанное по десятичной 

систем, можеть быть разсматриваемо какь многочлен, расположенный 
по нисходящимь степевямь чнола 10. 

Сл®довательно, извлечене нвадратнаго корня изъ многозначиаго чнела 
можеть быть произведено но правиламъ, по которымъ онъ извлекается 

изъ многочлена, но съ нёкоторыми незаачительными измёнеюями, необхо- 

димость въ которыхъ лучие всего выяснится, если мы образець извлеченя 
квадратнато корня изъ опредфленкаго числа составимь такимь не сно- 
собомъ, кавнмь мы его составили для извлечевя корня изъ многочлена, 
т е. возвысивъ предварительно многозначиое чнсло въ квадрать и изелв- 

довавъ затЪмъ, какимъ смособомъ оно можеть быть возстановлено по по- 

лученному результату. 

Но выполневе этой задачи необходимо облегчить вкоторыми под- 
тотовительнымн разсужденями 

$150 Чиеле цыфрь въ квадрат® даннаго чнела и въ корнё изъ 

даннаго чиела. 

Чеорема. Квадрать воякаго цФлато числа иметь или вдвое больше 

цыфръ, чЪмъ это число, илн вдвое больше безъ одной. 

Док. Нанменьшее (зкачашее) цёлое однозначиое число веть # вай 10°, 
яаименышее двузначное число есть 10 или 10". Слёдовательно, отноей- 

тельно всякаго однозначиато числа а можно сказать, что 

1022 

Наименынее трехзначиое пфлое число есть 100 или 10%. Каждое же 

двузначиое цфлое число меньше 100 и больше 30, и кром® того еще 10 веть 
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двузначное чиело. Слёдовательно, относительно каждато двузначнаго 
числа $ можно сказать, что 

108 >52 101. 

Продолжая разсуждать такъ же, мы видимъ, что вообще относительно 

важдаго цфлаго числа г объ п цыфрахь можно сказать, что 

10" >22“. 

Отеюда же мы чрезь возвытен!е въ квадрать, по теор. УИ и по 1-й изъ 

теоремъ, доказанныхь въ $ 130, заключаемъ, что 

10 >”. 

Но 10"? есть чиело, пишущееся чрезъ цыфру 1 и (2"— 2) вулей нослв 

нея, и есть наименьшее иЪлое число о (2н-—1)} цыфрахъ. Число же 10?" веть 
ваименьшее дЪлое число о (2п-+1} цыфрахъ. СяФдовательно, чиело =” должно 
состоять изъ 2в или (2—1) цыфръ, что и требовалоеь доказать. 

Сяфдетые. Ращональный квадратный корень изъ цнфлаго числа объ 
® п-1 

 цыфрахъ соетоить изъ = цыфръ, если и четное чтоао, иль "и цыфръ, 

если п нечетное число. 

$151. Мервая цыфра квадраунаго корня изъ данизго цфлаго числа. 
Квадраты чисеть 1, Зи $ суть числа однозначныя, квадраты же осталь- 

ныхъ однозначныхь чисель суть числа двузначныя. Квадраты двузначныхь 

‘чисель, начинающихся съ цыфръ 1 н 2, суть числа трехзначныя, квадраты 

двузначныхь чиселъ, начикающихея съ цыфры 3, отчасти чиела трех- 

значныя, отчасти четырехзначныя, квадраты же вефхь остальныхь дву- 

звачиыхь чисель суть числа четырехзначныя. Вообще квадраты вефхъ 

чисель, начияающихея еъ цыфры 4, суть числа съ четнымъ числомъ цыфрь, 

квадраты вофхъ чисель, начинающихся съ цыфрь 1 и 2, суть числа еъ не- 
четнымъ числомъ цыфръ, квадраты же чиселъ, изчинающихся еъ цыфры 3, 

могуть имЪть и четное число цыфрь и на одну цыфру менышее нечетное 

{эго нечетное число пыфръ получается только, если въ числ, возвышае- 
момъ въ квадрать, цыфра, слБдующая за цыфрою 3, ве больше 1). 

Изъ сказаннато слфдуеть, что для опредЪлен]я первой цыфры корвя 

изъ даинаго числа необходимо отечитать, начиная справа, такое четное 

число цыфръ, чтобы остались еще двф или одна цыфра. Это достигается 

ваиудобнёйшимь образомь, если разбить данное число, начиная справа, 

на грань по 9% цыфры в5 каждой. 
Число граней есть число цыфръ корня; а нер- 

вою цыфрою кория должна быть цыфра, вырз- 

жающая наибольшее цёлое число, квадратЪъ ко- 
тораго не больше чясла, выражземаго цыфрами 

въ первой л%вой грайи. 

1 
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Справедливость же послфдняго утверждешя явствуеть изъ елёлую- 

шаго. Число объ п цыфрахъ, начинающееся съ цыфрн а, (15а 

меньше а. 10” и меньше (а--1).10”-1 (напр., 75182 больше 7. 104 
и меньше 8 . 10%). Квадрать же этого числа не меньше 4?. 10*"—® п мепьше 

(а-- 1}. 102"-2. Слвдовательно, въ первой зЪвой грани этого числа стоять 
число, которое не меньше а? н меныше (а--1)*. По отношеню кь нему аи 

имфеть указанное выше свойство. 

$ 152. Возвышеюе миогозначнаго чиела въ квадрать. Положнимъ, 
что вЪ квадрать возвышается четырехзначное число, цыфры котораго суть 
а, В, си. Это число будеть 

в. 10345. 10%е. 10-8, 

квалрать же его будеть, но правилу на стр. 155 и 156, 

(а. 109-65. 1026. 0--=а?. 108-2 .а.10%.5. 108Ь . 104+ 
2(а. 103. 10%). с. 10-е? . 108-8(а . 1084. 109е . ода = 
а?. 108-26. 105-52. 10%--2(а . 10-5) .с. 103-22. 1024-2(а . 109+ 

` Ь. 10-504 . 10-59. 

Изъ полученнаго выражея видно, что при возвышении указаннымъ 

способомь въ квадрать четырехзначнаго числа получаюнцеся отдфльные 
члеяы должны оканчиваться: первый 6-ю нулями, второй 5-ю, тремй 4-мя, 

четвертый 8-мя и т. д. Такимь же образомъ легко уб®диться, что при в03- 

вымети этимъ способомъ въ квадрать числа объ и цыфрахъ получаюлияея 

отдвльныя слагаемыя должны оканчиваться: первое (2и—2) вулями, 
второе (2—3) нулями, третье (2-4) нулями и т. д., предпоелднее однизгь 

нулемь. То есть, въ этихь слагаемыхь число нулей на концё должно по- 
слёдовательно все на одннъ нуль уменьшаться, нока, наконець, не полу- 
читея поелёдиее слагаемое безь нулей из кони (при условши, конечно, 

что ВЪ Чнел®, возвышаемомьъ зъ квадрать, послёдняя цыфра значащая). 

Еелн мы теперь, пользуясь сдфланными только-что указаняма, воз- 
высимъ въ квадрать опредфленное число, напр. 2317, такь же, какъ воз- 
вышень быть въ квадрать многочлень 

а. 10846 . 10%-е . 10--а, 

и пря этомъ обозначимь для болышаго удобства а. 103 буквою а, В. 10 
буквою В, с. 10 буквою 1 и еще замВнимь ради единообразя букву 4 

буввою 8, то получаемь: 

23172.-=(9000--300-10--77 
== (8. 103-38 . 10-1. 1047} 

=(а--В--Т--8), 
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и, опуская въ вычисляемыхь олагаемыхь нули и указывая мета ихь 
зочками: 

#=4.....- 
208 

8 
2-9 

1.. 
234. 

4 9, и послв вложейя 

(а 8-78 = 5386848 9—28311. 

т 
2(а-- 3-7) 8 

52 

Замфтимь еще, что на практик не нужно ставить и точекъ, которыя 

должны были обозпалать опущенные нули, какъ ни нулей, ни точекъ не 

нишуть при умножева многозначныхь чиеель друть ва друта, а оста- 
вляють просто изста ихъ пустыми. 

ПЕримжбры. 

1) 357512 вычисляемь слВдующимь образомь: 

а =9 
Зав =: 

в 

ЗБ 1 278184001. 

ПримёчанЕе. 

Но достижеши достаточиаго навыка примфненше буквъ дФлается из- 
ляшиймъ. 

2) 406007? вычисляемь слёдующииъ образомъ: 

16 

588400 
49 

7406007 — 1 64841684049; 
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или удобнфе такъ: 

406007: 

Прим чан1е. 

Изь послёдняго примфра мы выводимь правило, что при возвышенщи 
вторымъ способомъ въ квадрать даннаго числа каждый нуль средн цыфръ 

его требуеть приписки двухъ нулей въ строкахъ, содержащихь квадраты. 

$ 153. Извлечене квадратнаго корня изъ цфлаго числа. Снособь, 

которымь мы предполагали составить образещь такого вычисленя, на- 

мёчень быль нами въ $ 149. СлЁдуя указапнымь тамъ путемъ, возстановимь 

число, котораго квадрать мы вычиеляли въ предыдущемь паратрафф, 
предполагая этоть квадрать даннымъ. Это возстановлене и будеть извле- 
чеше квадратнаго корня изъ 5368489, друтими словами, выполнен! дЪй- 

стая, указываемаго символомъ 

У 5868489. 

Разбивъ нодкоренное число на грани, какъ это указано было въ $ 151, 

мы получаемъ: 
И 56] в4189 

и узнаемь выфстВ съ этимъ, что искомый корень, если онь ращюналенъ, 
веть цёлое число, состоящее изъ четырехь цыфръ, изъ которыхъ первая 2, 
такь кань 2 есть нанбольщее число, котораго квадрать меньше 5. 

Обозначимъ цыфры искомаго корня буквами 4, Б, си 4. Какь мы уже 

видёли 

аа. 

Чтобы найти $, отнимемь (а.10%)#—4000000 оть даннаго числа. Въ остатк® 

1868489 

высний членъ есть удвоениое произведене числа тысячь на число сотевъ, 
другими словами 245 сотенъ тысячь. Разематривая только сотни тысячь, 
мы индимъ, что 2а5 должно быть не больше 13, а такъ какъ 26—4, то $ не 

13 
больше ->, т.е., В, будучи пифлымь числомъ, не можеть быть больше 3. 

Еели $—3, то 3аф-=12, а 1==9. 
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Если мы оть полученнаго выше остатка отнимемь ?.@.10%.6. 10%= 
==1200000 и залмъ еще 52. 10%—90000, то въ новомъ остатк® 

78489 

выс злень будеть 2(а . 103-Ь . 10°) с. 10=2.23 1000. с, т, е. 466 тыСячЪ. 

Разсматривая однф только тысячи, мы видимъ, что 46с должно быть не 

78 
больше 78, слФдовательно, с не больше 5’ т. е. 1. 

Если же е=1, то 

2. 1034. 10%) с. 10=46000 

2. 102—100. 

ели мы оть послФдняго остатка отнимемъ одно, а затФиь и другое изъ 

этихь чисель, то получится остатокъ 

82389. 

Въ немъ высций членъ 

2(а . 103-Ь . 108-е .10)=2 .281.10.4. 

Разематривая одни только десятки, мы видныъ, что 4624 должно быть 

3238 
не больше 3238, слловательно, 4 ве больше щеа' " *- 7. 

Если же 4==7, то 

2{а . 103. 10°-е . 10). 4=32840 

49. 

Еели мы оть посл®дияго остатка отнимемъ одно, а затфмъ и другое 

изъ этихь чисель, то получится остатонь 0. Слфдовательно, искомый корень 
есть 2817. 

Ивзложеннымь снособомъ слФдовало бы продолжать дЪйстве извлече- 

я кведратнаго корня изъ даннаго опредфленнаго числа, если бы оно 

состояло изъ большаго чиела цыфръ. 

Если мы для болышато удобства обозначимь а. 103 букною а, Ь. 10 

буквою В, с. 10 букзою 7, и ради единообразия & замёиныъь бужною 8, за- 

тъмъ не только въ удвоенвыхь произведешяхь и квадратахь, но и нередь 

вертикальными чертами отпустимь еще въ числахь нуля на кони, и, нако- 

нець, въ остаткахь будемъ писать не вс цыфры полностью, х будемь сносить 
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‘изъ даннаго чиела цыфры по олпюй, то все только-что произведенное и опи- 

санное дЪйств1е можно изобразить вь слФдующемь вндЪ: 

-ЕВ-Нт-8 
У зева = а 17 

4 =а? 

2а=4 13 

[2= =2а8 
16 
9=8е 

2(а-++В) = 46178 — 
| 46 =(а-В)у 
34 о 
1= 

2(я--В--1)=462| 3288 
3234==2(а--3--18 

49 
49=8* 

о 

$ 154. Окончательный образець извлеченя. Извлечене квадратнаго 

хорня изь числа пр1обрётаеть еще болфе полное сходство со способомъ 

извлеченйя квадратнаго корвя изъ многочлена, который указать быль въ 
$144, если мы вмфето того, чтобы вычитать удвоенныя произведеня м ква- 

драты отдфльно, будемь ихъ вычитать заразъ. 

Такь какъ 

зав -- В оа ВВ, 

то, приписавъ въ примёрЪ, разсмотрённомь въ предыдущемьъ параграф® 

кь дёлителю 4 ныфру 3 и умноживъ 43 на 3, мы и лолучимъ 208 -- В. 

Ясно, что нужно при вычитани произведеня 12% предварительно 

снести также ныфру 6, соотвфтотвующую 8%. 

Тавъ же и 2(я--В)] и 1? можно вычесть заразъ. Такъ какъ 

аут =[(а-- НИ .т, 

то приннсавъ къ дБлителю 46 цыфру Ен умноживъ 461 иа 1, мы и получимь 

2(а-НВУ-ЕР. И туть при вычитани произведения 461 нужно предварительно 

снести цыфру, соотв тетвующую 12, т.е. 4, 

Такимь же образомъ елБдуеть продолжать и дальше. 
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Сь изложенными упрощен{ями расположене дЪйете!я извлеченя ввад- 
ратнаго корня будеть слёдующее: 

о ЯНВ 
Уве = 317 

4 =02 

2048 = 48188 
. 3129—2882 1) , 

2(&-- Эт =461. 784 
{461 =а- Ву 5 

2а--В-+1)-+8=462732389 

389 =2(&-+ Ва 3) 

Прим чан: е. 

По доетижени достаточнаго навыка прим нен!е буквъ дфлается из- 
лишнимъ. 

.5 ‘3895 
7702 120026 

.2 (16404 
77048 1462976 

.6 1462276 
о. 

1) Букву В и ыфру 3 налЪфво оть вертикальной черты пишемъ и цыфру 6 
сносимь уже по опредфлени второй пафры корня. 

*) БВукаати уыфра 1 приписываются и иыфра 4 сносится уже по онредЪлени 
третьей цыфры корня. 

=) Буква 3 и уыфра 7 приписываются и цыфра 9 сносится уже по опредъ- 
ден: четвертой цыфры корня. 

4) Удвоеннам первая иыфра 6 въ 58 содержятся $ разъ. Но припиезеъ къ 6 
‘рафру 9 и умноживъ 68 на 9. мы получаемь чиоло 891, котораго отъ 584 отнать 
нельзя. Потому второю хыфрою искомаго корня должно наять не 9, & тольно 5. 
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2) 1884684019 =406007 
16 

806 4841 *) 
.6 4836 

812007 5684049 *) 
.Т 5684049 

о 

Прим чане. 

Помфщаемыя слфва оть вертикальныхь черть удвоенныя чиела, вы- 

ражаемыя полученными уже цыфрами корня, могуть быть вычисляемы безъ 

умноженя на 2; достаточно для полученя ихь прибавлять кь каждому 

такому удвоенному числу стоящаго подъ нимъ миожителя. Такъ, напр., 
въ 1-мь прныВрЪ 76 есть 68-8, 170=765 5 н 7104=7708--2. 

$ 155. бмыель остатка. Вернемся къ примБру извлечен1я квадратнаго 

корня, разсмотр$нному въ 8 158 и 154, и изсл$дуемъ, какъ изыфнится 

результать извлечения, если подкоренное число увеличится на н%фкоторое 
цлое число, напр., па 1, на 2, на 3 ит. д. Ясно, что если оно увеличится 
на 2.2317.1-1=4635, то результатомь извлечешя должно будеть полу- 

читься число 2318, такь какь 28188—(2317--1)2-=281724-2 . 2817. 1+1, и 
что если оно увеличится мене чфмъ на 4635, напр., ва 3267, то при извле- 

ченн корня изъ 5368489--3967==5375756 получитея этоть избытокь 3267 

надъ 5368489 остаткомъ. 

Такъ какъ 
5368489--4635=5373124, 

то изъ изложеннато мы заключаемъ, что квадратные корни изъ всфхъ ц%- 

лыхь чиселъ, которые больше 5368489, но меньше 5373124, ирращональны . 

Примфнеше же къ каждому изь нихь правилъ, установяенныхь для извле- 

ченя квадратнаго корня наъ ифлыхь чисель, даеть возможность предета- 
вить каждое такое число какъ сумму квадрата и другого числа. Назр., 
при уцомянутомь выше остаткф, получающемся при извлечении квадрат 
наго корня изъ 5372756, мы имфемъ: 

53172756==2317*-- 3267. 

1) Получивъ остаткомъ въ первой грани 0 и снеся уыфру 4, мы видимъ, что 
это число меньше удвоенной первой уыфры 8. СлЪдоватольно, вторая цыфра иско- 
маго кория 0. Потому, снеся еще двф цыфры и прнписавь 0 къ упомянутой 
цыфрь 8, мы чрезъ дЪлеше 484 нь 80 опредЪляемь тротью цыфру иекомаго корня. 

=) 812 больше 56. СлЪдовательно, четвертая цыфра кория 0. Снеся слёдуюция 
двЪ цыфры 8 и 4 и приписавъ 0 кт 812, мы убЪыкдаемся, что и 8120 още больше 5084, 
что, слфдовалельно, и пятая цыфра корпя0. Потому мы сносимъ еще деф иыфры 
в приписываемъ къ 8120 еше 0. Затьмь уже обычнымь образомъ получается по- 
елёдняя цыфра корня 7. 
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Вообще, еели нЗкоторое цфлое число А заключено между а*и (а--1)*, гдё 

а тоже цфлое число, то! Я должно быть ирращональное число, такъ канъ, 

согласно теорем въ $ 184, УА дробью быть не можеть, между а и а--1 цБ- 

лыхь чисель ифть, & всякое число, которое меньше а, будучи возвышено 
въ квадрать, дасть меньше а", всякое же число, которое больше а-1, бу- 

дучи возвышено въ квадрать, дасть больше (@--1)8. Ся довательно, при 

извлечени квадратиаго корня изь А по уетановленнымь выше правяламъ 

долженъ получиться нфкоторый остатокъ г; и полученйе остатка есть пра- 

знакъ, что А есть число ирращюнальное. 

Названный остатокъ г равень 4—а?, изъ чего слЗдуеть, что 

Аа. 

Отнявъ по а? оть обфихь частей неравенства 

А<а--1 

или, что то же самое, отъ неравенства 

Аа? 2а-1, 

мы по первой изъ теоремъ, доказанныхь въ $ 50, узнаемъ, что 

А <39а--1 
или 

т<Зе-, 

т.е., что упомянутый остатокъ (онь вЪдь цфлое число) не можеть быть 
больше удвоемнаго числа, получающагося результатомь извлеченя. 

Послёдняя истина допуекаеть примзнене, совершенно аналотичное 

извЪетному ариеметическому правилу, что оетатонь, получаюныйся при 
д®ленши цфлыхь чисель другь на друга, не можеть быть болыше дВлителя. 

Положимь, напр., что единнць п-ато разряда (напр., сотенъ) при из- 
влечеви слфдовано взять а (считая раздробленными на таковыя и ныепце 

разряды). Это произойдегь въ томъ случа, когда нодкоренное число 60- 

держнть единиць Эи-аго разряда (десятковъ тысячь) больше а? и меныше 

{а--1}, слёдовательно, если само подкоренное число больше а? . 10” и 

меньше (а--1)*. 10”. Назвавь подкоренное число № и заключающееся въ 
немъ чиело ециниць 2а-аго разряда А, мы имфемъ; 

в 0” М«а-Н1 . 10** 

Аа. 

А изъ послёднято неравенства мы, какь выше, заключаемь, что по 

опредфлен!и а остатонь не можеть быть больше 28, другими словами, оста- 

токь ие мооюеть быть больше удвоеннаго чиемт, выраоюаемаго полученными 

уаюе чыфражь. 
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Примёнен:е этого правила пояснимъь на примфрф, приведенномь на 

ехраницВ 169. Ветрёчающесся тамь чиело 1484, выражаемое цыфрами 

въ первыхь двухь граняхь, указываеть, сколько въ нодкоренномъ числЪ 

милионовъ, корень же изъ чиела 1484, составляющй первыя дв$ цыфры 

въ искомомъ кори$, выражаеть, скольно вв пемъ тысячь. Вели бы мы вмфсто 

8 рторою изъ этихь цыфръ взали 7, то изъ 584 пришлось, бы вычесть 67. 7== 

—469, причемъ въ остатк® получилось бы 115, чиело большее, чЪуь 2.37.4 

это составило бы указаше па то, что вторая цыфра искомаго корпя должта 
быть больше 7. 

$ 156. Возвышеню въ квадрать деентичной дробя и извлечене изъ 

таковой квадратнаго корня. Чтобы изобразить въ общемъ вид десятич- 

ную дробь съ и цыфрами цоел® запятой, назовемъ бунвою а $106 число, 

которое позучитея, если мы въ этой дроби онустимъ занятую. Значеше та- 
22 

& 
кой дроби будеть 16" Евадрать же ея будеть зо" 

Это выражене содержить такое правило возвышеня десятичной дроби. 

въ квадрать: 

Опустивь запятую, нуоюно возвысить въ квадрата получиашиеся утьлос 
число и в этомь квадратиь отдьлить затятою вдвое бомьие цьифръ, чъьма ить 

есть въ данной дроби. 

Изъ правила же этого слфдуеть, что только десятичныя дроби, инфющя 

вослф занятой четное чиело цыфръ, изъ которыхь цослФдняя зпачащая, 
могуть быть квадратами (притомъ только квадратами дробей, согласно 

теорем® въ $ 135) 1), и что, слЬдовалельно, только корни изъ десятичныхь 

дробей съ четнымь чиеломъ цыфръ (съ послёднею значащею цыфрою} посл 

запятой могуть быть рашональными. 

Такъ какъ дезсятичныя дроби еуть числа, нанписанныя совершенно 

такъ же но десятичной систем, какь пфлыя числа, то и извлечен!е изъ нихь 

корня должио производиться такъ же, какъ и изь цфлыхь чисель. Дойдя 

при выполнен!и такого дЪйств1я до запятой, т.е. до единиць, мы, дёля оста- 

токь во енесонною цыфрою, означающею десятый, на удвоенное уже полу- 
ченное число, найдемъ десятыя искомаго корвя. СлФдовахельно, и вЪ немь 
должна быть для указан!я этого поставнена запятая, посл ‘которой; велй 
корень ращоналень, должна послёдовать еще половина тоге числа цыфръ, 
которое стоить посл запятой въ данвомъ подкоренномъ числ. 

Относительно же разбивки ва грани изь сказаннаго слФдуеть, что въ 

десятичныхь дробяжь ее должно производить, начинал отъ запятой ин от- 

считывая оть нея какъ вл%во, такь и вправо ло двф цыфры. 

>) О кнадратажь иррашюнальныхь чисель не можеть быть рёчи, пока не 
введены и не опредфлены дФйств я надъ иррылональными числами. 
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Примёръ. 

У201,0815]06]25— 28,3025 
4 

вот 
м 
668|17,08 

. р 
56602 {141506 

- 8 113204 
566045 в 

.5 [2830226 

о 

Изложенные въ предыдущихь параграфахь премы, составляюще 
извлечен!е квадратнаго корня изъ данным опредфленнаго чнела могуть 
быть кратко резюмированы сл5дующимь образомъ: 

$ 157. Правиле. Чтобы извлечь квадратный корень изъ даннаго числа, 

посльдиее разбивають, начиная от запятой *), на грани по деть цыфры въ 
хаждой. 

Цыфра, выражающая наибольшее число, котораго квадратз не больше 
числа в5 первой лпвой грани, есть первая цыфра искомаго корня. 

Базюедая слъдующая цыфра его отыскивается однимь и пиьмь же спо- 

собомъ, а именно: 

Удвоенное число, вырожаемое полученными ужюе цыфрами корня, пи- 

шется передь вортикальною чертою слтва оть остатка, кь которому при- 

пиеывается первая цыфра изъ слъдующей грани. Чаетнов ото дльдентя чцела, 
получиешагосл посл упомянутаго еносв цыфры, на чиело передь чертою, есть 

слъдующал цыфбра корня. Ее приписывмють къ числу перед чертою и умно- 

оюоють образовавшееся таким образомь число на нее эже?). Произведене 

вычитають изъ стоящаго вправо оть черты остатка, приписавь къ послтд- 

нему предварительно и вторую цыфру грани. 

Если дойдя 90 послъдней цыфры подкоренного числа, мы не полулья 

остатка 0, то корень ‘изъ даннаго числа не извлекаетел, другими словами, 

корень изъ даннаго чцела ни цвьлое число, ни дробь, а число иррацлональное. 

$ 158. Признаки иррашюнальноети хвадратныхь корней. Квадраты 

какъ пфлыхь чисель, такъ и десятичныхь дробей, которыхъ поел дняя цыфра 

1) У ыфлаго числа запятая подрезумфвается послф поселёзней цыфры. 

>) Вырьжаясь точие: на выражаемое ею же число. 
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есть 0,1,2,3,4,5, 6, 7, 8 или 9, суть числа, оканчиваюлияся соотв тственно 

цыфрами 0, 1,4, 3, 6, 5, 6,9, 4н 1. Такъ мы видимъ, что какова бы пи была 

послздняя цыфра числа, квадрать его никогда не можеть оканчиваться 

цыфрами 2, 3, Ти 8. 

При возвыитен1и въ квадрать цлаго числа, оканчивающатося нулями, 

получается число съ четнымъ числомъ вулей на конц. 

Изъ изложеннато здёсь, изь сказаннаго о десятичиыхь дробяхь въ 
$ 156 и изь опредвлешя квадратваго корня слфдуеть, Что квадратный 

корень иррабоналень, сльдовательно, не извлекается безь остатиа, 

1) если число оканчивается цыфрами 2, 3, 7 или 8, 

8) если число, будучи чмълымь, оканчиваетев нечетнымь числомь нулей, 

3) вели число, будучи дееятичною дробъю, имльеть посль запятой не- 

четиое число цыфрь при эначащей посльдней цыфрь, 

4} если ири фазлооюенти числа на простых сомноокителей который- 

либо ‘изъ нить окаоюется встречающимся въ нечетномь количеств. 

Прим вчанЕе. 

Изь послВщняго признака слФдуеть, что иррашюнальны квадратные 

корни изъ чиселъ, у которыхь сумма цыфръ дёдится па 3, но не дВлитея 

на 9, или у которыхь поехздняя цыфра двлитея на 2 или на 5, но дв» по- 
слВдыя цыфры выражають чиело, не дВлящееся из 4 или соотвЪтственно 

на 25, или у которыхь три послфд!я цыфры выражають число, дВлящееся 

на 8 или на 125, но четыре посл®днЁя цыфры-—число, не двлящееся ва 16 
или соотетственно на 625, ит. д. 

$ 159. Нряближенныя значешя квадратнаго корня. Такь какь ве- 

личина десятичиой дроби не измфняется, если послв носяздвей ныфры ея 

будуть приписываться нули, то процесеъ извлеченя квадратнато корня изъ 
десятичной дроби могь бы быть продолжень и нослф полученя остатка, 
указывающаго на ирращональноеть корня. 

И ко всякому пБлому числу мы, поетавивь занятую послф поелфлней 

цыфры, можемь приписать, не изыбляя этимъ его величины, произвольное 
количество нузей. Поэтому и въ случа иррашональноети корня изъ пълаго 

числа мы дЪйств1е извлечентя могли бы все-таки продолжать, ие останавли- 
заясь, какъ прежде, на остатк®. 

Покажемь возможноеть такого рода извлеченя и изелВдуемъ, какой 

въ нолучающемся при этомъ результатВ заключается смысль, ироизведя 
такимъ образоиъ ддя примБра извлечен!е квадратнаго корня изъ 2. 



— 16 — 

Уз боборор....=1,4142185... 
1 

24 [1.00 
4 96 

281 |400 
1 |291 

2824 11900 
4 ое 

28985 | 60400 
2 | 56564 

28281 | 388600 
1 | 282841 

2828428 [10075000 
В | 8485969 

2828426 | 15906810 
| ит. д. 

Продолжая это извлечене, мы остатка 0 никогда получить не можемь, 

такъ какъ такой остатокъ означаль бы, что сущеетвуеть дробь, квадрать 

которой равенъ цзлому числу 2, а это противор$чить теорем®, доказанной 

вЪ$134. Слвдовательно, это извлечене можеть быть продолжено безъ кона, 

другими словами, получающаяся десятичная дробь иметь безконечно боль- 
июе число цыфръ. Но въ то же время ова нер1одическою быть не можеть. 

ибо пер1однческая дробь можеть быть обращена въ простую, допустивъ же 

возможность пер1ода, мы выВстВ съ тБмъ сдВлали бы невозможное допушщеше, 

что существуеть дробь, которой квадрать равенъ цёлому числу 2. 

Каковъ же емысль получающахгося результата? 

Сыыеть веякаго извлеченя квадратнахо корня соетоить въ отыскати 

зиела, кведрать которато равнался бы числу, изъ котораго извлекается 
корень. Такъ какъ въ нашемтъ результат безконечно большое чиело пыфръ, 

то возвысить его въ квадрать мы не можемъ. Но этоть результать больше 1, 

и меньше 2, больше 1, 4, но меньше 1, 5, больше 1, 41, но меньше 1, 42 ит. д. 

И воть, возвыйная въ квадрать тБ числа, между которыми заключень ре- 
зультать, мы узнаемь слёдующее: 

в<2< 
12 <2<1,5 

1,411<2 1,423 
1,414" <2 < 1,415% 
1,4149? < < 1,4148 
1414911 <2 < 1.41499 

ит. д. 
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Въ этомъ рядф неравенетвъ мы видимъ нфкоторый радъ зисель (лфвый), 

вес увеличивающихея, которыхъ квадраты меньше 2, по все болфе и боле 

приближаются къ 2, и второй рядъ чиселъ (правый), все уменьшающихся, 

которыхь квадраты больше 2, но такъ же все болфеп боле приближа- 

ютея къ 2. 

Числа, между квадратами которыхъ остается заключеннымь 2, еъ 

каждою новою строкою все боле и боле приближаются лругъ въ другу: 

въ первой строкЪ разность между ними 1, во второй 01, въ третьей 0,01, 

въ четвертой 0,004 ит. д. И такъ какъ произведенное выше извлечение корня 

изъ 2 можеть быть продолжено безъ конца, то можеть быть достигнуто такое 

нриближене друтъ къ другу тВхь двухъ чиеелъ, между квадратами кото- 

рыхь заключается 2, которое намъ будеть желательно. Если бы потребова- 
лоеъ, папр., чтобы разность между такими двумя числами составила всего 

1 . 
только 55’ то нужно было бы продолжить извлечен корня до двадцатой 

цыфры посл запятой. Получившаяся при этомъ дробь и дробь съ повышен- 

ною на 1 посл8днею цыфрою удовлетворили бы требован!о. 

Какъ уже указано было въ $ 138, точно выразить въ какой-либо линей- 

ной м8р® длину гипотенузы равнобедреннато прямоутольнаго треугольника, 

съ катетами, равными 1 такой мёрф каждый, можно 

с только, говоря, что она равна У? такимь м®рамъ. 

хо м, >, м, ЕА х 

Если мы построимъ такой рамиобедренный прямо- 

утольный треугольникь АВС и на прямой ХУ отло- 

А р ннмь оть точки О вправо отрёзокъ 01-=ВС, а затБмъ 

оть той же точки О отр®зки 

ОМ,=2 упомянутымь мёрамъ, 

О№,=1 такой мфрз, 

ОМ,=1,5 той иБры, 
ОМ,=1 > 
0М,—142 ь 

ит. д., 

вообще отрфаки, содержащие число этихъ м8ръ, равное дробямъ въ приведен- 

ныхъ выше неравенствахъ, то мы видимъ, что точки Мьи №. ближе къ Г, 

чёмъ М, и М,, М и М; къ Г еще ближе и т. д., что вообще точки Ми № все 
бояве и болве приближаются къ Г; что хотя он никогда точки Г достигпуть, 
т. г. съ нею точно совпасть, не могутъ, но что он% МОГУТЬ быть приближены 

друть къ другу, слФдовательно, и къ Р на сколько угодно. Мысленно это 
приближене можно продолжить безъ конца. Выполняя же его при помощи. 

инструментовъ, мы вскорЪ обяаружимь какъ несовершенство ихъ, такь и 
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несовершенетво нашего арфейя и дйствя нашихь рукЪ. Въ концЪ концовъ 

отличать точки Ми М другъ оть друта и сть 1 дьлаотся невозможныхъ. 

Потому на практик % ирращональное число У2можетьбытьзамёнено дробью, 

Показанное выше извлечене квадратнато корня пзъ $ и есть способъ найти 

дробь, которая можеть замфнить иррацональное число У? сь такимъ хоро- 

нтимЪ приближежемъ, какое только будеть желательно, 

То, что показано было на иримёрё И?2. относится ко веякому иррац!о- 

нальному корню, т. 6., для каждаго иррацлональнаго корня можно найти 
реиональную дробь, которая в таким торошимь приближенщемь можеть 
замтнить его, какое только будеть жселательно. 

$ 160. Разграничительная точка. Посявдшй чертежъ даеть натлядпую 
картину того, какь постепенно приближаются къ значению иррацональнаго 
кория нриближенныя значеня ето. Дроби, выражающя разстоящя точекъ 

М оть 0, называются приблиоюенными значенями У? съ избытком дроби, 

выражаюния разстояв я точекъ М отъ О называются приближенными зна- 

чещями У 2 съ недостанткомь. 

Какъ равстоявя точекъ М оть О больше, чфмъ разстояе точки Готъ 0, 

и разстоян1я точекь № оть О меньше разстогпил оть О точки 1, такъ и прибли- 

женныя эпачешя И 2 съ избыткомъ естественно считать больше У 2 и равнымь 

образомъ ириближенныя зваченя ИЗ съ недостаткомь нельзя ве считать 

меньше УЗ. Этимь разсуждешемь указывается необходимость введевя 
сравнен!я значен! иррацюнальныхъ чисель съ ращональными и лритомь 

въ такомъ смыслЪ, чтобы изъ ряда неравенствъ, приведеннаго въ предыду- 
щемь параграф вытекаль слёдующий новый для абсолютнаго (вли поло- 

жительнато} значенял У 2: 

1<Уз<з 
1а<У2< 15 
тя<У2< ма 
зли<Из< аб 
Е Е 

1.414915 У 1 < алмаз 
цт. д. 

Естественно, что и вс ратшональныя числа, находянуяся между при- 

банжелпыми значещями У’2 въ лёвомь столбщЕ этихь перавенствъ, п, ко- 

лечно, вс рашональныя числа, которыя меньше ихь, должно считать 

меньше У 2, ичто равнымъ обрзаюмъ ве рашональныя числа, которыя на- 

холятся между приведенными зпачевяжи 5 съ избыткомъ н которыя больше 

ихь, должно считать больше Уз. Все это будеть достигнуто, если мы будемь 

считать больше И? всякое положительное рашенальное чнело, котораго 

Бархонь. Руководетво алгебры. 12 
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квадрать больше 2,—и меньше У2 всякое положительное ращзональное 

число, котораго квадрать меньше 2, пуль и веф отрицательныя числа. 

Какъ точка 1 разофкаеть прямую на двф насти,— правую, которой 
точки отстоять дальше оть 0, чёмъ Г, и разстолейя точекъ которой отъ 9 

выражаются числами болылими, чёмъИ 2, н лВвую, разстоянёя точекь кото- 

рой отьОвыражаютсячислами меньшими, ч®мъ И 2 (включая сюда и О п точки, 
лежашия влЁво оть О, когорыхъ разстояшя оть О должны выражаться от- 

рицательными числами), такь И? дёлить всё рашональныя числа на два, 

класса, ка классь чнсель большихь, чёмъ И, я па классъ чисеть меньших, 

Точка 1, наглядно указывающая м®сто числа, Уз средн чиеель ращональ- 

ныхь, называется разгранилипельною точковю *) 

Относительно же упомянутато выше раздвленя вофхь рашовальныхь 

чисель на два класса важно указать уже теперь на сл5дующее: 

Такое раздВлен!е называется сфчешемь въ области рацюнальныхть 
чиееть и могло бы быть произведено п рашовальнымъ числемъ, напр., 

дфлымь числомъ 7. Но въ такомъ случа не содержали бы числа 7 ви классъ 
чиселъ большихь 7, ни клаесь чиселъ меньшихьъ 7, слВдовательно , раздфлены 

были бы на два класса не есь ращюнаньныя числа, а оставалось бы еще 
число 7, которое въ совокуиности вехъ рацюнальныхь чиселъ заняло бы 

такнит образомъ особое мёсто. Такь еЗчешемь, произведеннымь этимъ 

ратональнымь числомь, вся совонупность вохь рацювальныхь чисель 

оказывается разявленною на три класса: на само число 7 и на классы чи- 

сеть большгихъ, чЁмъ 7. и меньшихъ, ч5мъ7. И подобнымъ образомъ при вся- 

комь сБченш, производимомъь ращональнымь чясломь, еовокупность 
всвхъ рашональтыхь чиселт, длится на три класса, тогда, кахт, при сБчении, 

проязводимомь нрращтональнымь чнеломъ она длитея только на два класел 
{Подробнфе объ этомъ говорится въ $8 196, 197, 198]. 

$ 161. Обобщене смысла равенетва (Иа а. Тёмь же способомь, 
какъ для У2, можеть быть указано точиое м%ето ереди рашональныхь чи- 

сель и каждому другому иррашональному кводратному корию. Посл же 

этого мы изгВемъ право при всякомъ положительномъ значен!я а опредфлить 

Иаканкь чиело, котораго каадрать равенъ а, безразлично, означаеть ли Уз 

рашональное или иррашональное число. Олёдовательно, для веякаго поло- 
жительнато значен1я а мы имфемъ право писать какъ опредфлене: 

(уз 

$ 162. Примвнене понят «больше» и «меньше» въ ирра- 
ональнымь квадратнымъ корнямъ. Разсуждетямн предыдущихь парахра- 

® «Разгравичительная точка» есть переводь франиузскаго термина ро 
Че ФетагеаМот, взеденваго матоматикомь Бертраномь (Вейхала). 
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фовъ указывается, что мы не получимъ нротивор$чй съ дЪйствительностью 

только при слёдующемь примфнеши понят «больше» и «меньше» къ 

абсолютнымь ирралйональнымь квадратнымь кориямъ: 

Опредвлене. Иа должно ечитазь больше везкаго фазлональнаго числа, 

хотораго квадуегть меньше п, и меньше веякаго разйональнаго чела, котораго 
чвадрать больше ау № изъ двух иррацгональныхь вадратныхь корней долоено 
считать тот больше, котораго подкоренное число больше, 

На основан и этого опред леня дфлаются прим$нимыми изложенныя 

въ $ 34 правила сравпен!я между собою относительныхь чисель [26] и къ 

относительнымь ирращюнальнымь квадратнымь корнямъ. 

$ 163. Извлечен?е квадратнаго корня еъ указанной точиостью. Въ рядё 
неравенствъ, приведенныхь въ $ 160, мы имфемь рядъ приближенныхь зна- 

чени У?2. Въ первой строк эти значеня 1 и 2, Они отличаются другь оть 

друга на 1. Слёдовательно, УЗ, будучи больше 1, но меньше 2, долженъ от- 

пичатьел оть обоихь этихь нриближенныхь значев:й меньше, чВмъ на 1. 

Это выражают, говоря, что 1 и 2 суть приближенныя значешя )/2 съ точ- 

ностью до 1, присовокупляя еще, какь мы это уже дёлали въ$ 160, что 

1 есть приближеше съ недостаткомь, а 2 приближене съ пзбыткомъ. 

Такомъ же образомь про остальтыя пряближеня, приведенныя тамь же, 

товорять, что 1,4 и 1,5 суть приближенныя значеня У 2 сь точностью до 

1 . 
19 1,41 и 1,42 суть приближенныя значен!я этого корня съ точностью до 

1 1 
— и 1,415- приближенныя его значен{я еъ точностью до —— пт.д.. 
100 ыы ь 1000 я 

указывая этимъ, что У отличается оть приближешй въ первомь случа 

меньше, чВыъ на. 0,1, во второмъ меньше. чВмъ на 0,01, въ третьемь меньше, 

чмъ на 0,001 ит. д. Вообще же, когла р%чь идеть о приближенныхь зна- 

чешяхь ирращюнальнаго каадраткаго корня. то степень приближеня 
обыкновенно характерязуютъ такихъ образомъ: 

Опредвлен1е 1. Приближенными значещями Ив съ точностью 
д0 1 называютз оба блиоюайияя другь къ другу цтлыя числа, меоюду которыми 

заключается Уа, значить, между квадратами которыхь закмочается а 

[$ 230, теор. 1]. 

Опред В лен{е 2. Приблюююенными эначетями У въ точностью 

1 . 1 
до - называютея объ дроби, отличающаяся другь отз друга на -, между ко- 

т ® 

торыми залючается У а, значить, между квадратами которыть закли- 

чается а. 

Изь неравенства 

оа<р--0 
1 
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мы видимъ, что преближенныя значемя хвадратныхь корней, съ точностью 

до 1, изъ везхъ цёлыхь чисель н дробей, заключенныхь между р? и (ф--1)* 

суть одни и т же, а именно ри р--1. А язъ этого сявдуеть, что приближен- 

ныя значешя квадратнато корня изъ дроби съ точностью до 1 еуть тё же, 

что и приближенныя значения квадратяато корня изъ цфлой части ея. 

Такъ, нанр., 

8<Утз<9 

8<И73.835<9. 

Для того же, чтобы найти приближенное еъ нелостаткомъ значене 
квадратнаго корня изъ какого-либо чпела съ точпостью до 1, достаточно 
произвести указаннымь въ $ 157 способожь извлечене, ограничиваясь 

пфлой частью числа. 

$ 164. Приближенныя значевя квадратнаго корня съ точностью до 

1 - у 1 
Если требуется найти У а съ точностью до -, то это значить, что нужно 

т т 
1 

такого свойства, чтобы было: 
т т. 

найти дв дроби — и 
® ® 

значить и 

Унноживь же это неравенство на 1?, мы по теорем 1 въ $ 68 получаемь: 

тат «(т 

Туть т и т-ЕТ суть два отличающихея другь охь друта на 1 пфлыхь 

числа, и между квадратами ихь заключено число ап?. Слёдовательно, т и 

т--1 суть приближенныя значенн И вн? съ точностью до 1. Такимъ обра- 

зомь мы узнаемьъ, какъ найти числителей искомыхъ дробей 

т ты 
2х 
п п 

а выфотВ съ твмъ п самыя дроби, такъ какъ знаменатель ихь дану. 
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Изъ еказаниато слФдуеть: 

Правило. Чтобы найти приближенныя значемя У’а съ недостаткомь 

1 : 
и съ избыткомъ съ точиостью до —, нужно отыскать приближенныя значен:я 

ъ 

ал? съ точностью ДО 1 и раздвлать каждое изъ нихъ на и. 

Приывръ. 

1 
Чтобы вычнелить И 19 сь точностью до эт нужно произвести слЗдующее 

извлечене: 

265 11859 

5 11825 
31 

Такъ мы узнаемь, что приближенныя значеня/ 19 съ точностью до эт 

1188 ра и. такь что ат 

1} — 12 
42 <И! < 1. 

31 < < 81 

Каждое изъ полученныхь приближен! отличается оть И 19 менбе, ч6мъ 

т 
на —. 

31 

$ 185. Извиечеше квадратнаго корня изъ обыкновенныхь дробей. 

Предиолагая пока Иен УЪ рацюнальными, мы имфемъ: 

в Из и _ 0/9 _а. 
Уь/ У УЬ Ш ь 

Ув а 
То есть, мы узнаемъ, что 7 есть число, котораго квадрать равель , 

а ву. се число нишетея —. Олфдонательно, Но так и 5 Ра 
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Это равенство выражаеть правило, что если корни изъ числителя и 

знаменателя проби фашональны, то извлечене изъ пея корня можно произ- 

вести, извлекая ето изъ числителя и изъ знаменателя. 

`Напр., 

5 _ 135 8 

4 Ума 12 

Если имбется какой-либо прязнакь иррацюнальноети корня изъ зна- 
менателя сокращенной уже дроби, то удобнфе извлекать корень изъ такой 

дроби, обратинъ ее предварительно въ десятичную. 
Но въ елучаВ иррашональности корня изъ знаменателя дроби извле- 

чене изъ нея корвя можеть быхь произведено танже по предварительном 
такомъ расширени ея, посл котораго корень изъ знаменателя станеть 
`рашовальнымъ. 

Напр., 

и, 2.3.5 
У 1 = 3.5° 288.5 — 

831.79 

80 
==0,37638632... 

Само собою разумется, что извлечеше нри этомъ можеть быть произведено 

съ тою степенью точности, которая будеть желательна. 

$ 166. Упрощенное нахождене ноелЪднихь цыфрь приближеннаго 
значеня корня. Оно основывается на сл8дующемь нредложенти: 

"Теорема. Когда найдено боле половины вефхъ цыфръ корня, которыя 
требовалось вычислить, то остальныя можно получить чрезъ дБлеве остатка 
на удвоенную полученную часть корня. 

Док. Если требуется найти квадратный корень изъ нфкотораго числа 
Е 

съ точшостью ДО 2; то МОЖНО припиеать 10сл$ послёдней цыфры столько 

нулей, чтобы послё запятой оказалось 22 цыфръ, отбросить запятую, из- 

влечь изъ подучившагося такимъ образомъ пфлаго числа корень сь точиостью 
до 1 и въ полученномъ результатВ отдвлить запятою 2 десятичныхь знаковъ. 

Тажь отыскан1е опредфленнаго числа цыфръ корня сводится къ извлечено 

кория изъ ивлаго числа, съ точностью до 1. 

Обозначивъ такое цфлое число буквою М, положимъ, что при извлече- 

ни изь него корня найдено уже боле половины зребуемаго числа цыфръ. а 

именно ® цыфръ, в что, слфдовательно, осталось ихъ найти еще не боле п—, 

нанр., п-т. Число, выражаемое упомянутыми в цыфрами и столькими 

нулями посл нихъ, сколько еще осталось опред®лить цыфръ, назовемъ а, 

число же, выражаемое отими поелЗдними (и—%) цыфрами, назовемь х, 

полагая при этомь, что послёдияя изь нихЪ или берется съ недостаткомъ 
или точна. 
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Тогда или точво или съ точностью до 1 будеть 

ИМ-=а-, 
сязл., 

а остатокъ, получающийся послВ опрелвлен!я первыхь п цыфрь корня, 

№. 

Отнявъ оть объихь частей равенства 

Мах 

по а, мы но теорем УП получаемъ: 

№— Заз -- 23. 

Разлвливь же еще послЪдиее равенство на 2а, мы находимъ: 

2 23 
=. 

24 + 28 

Этимъ равелетвомь указывается, что, раздфливъ остатокъ №-—а? на 
2 Е 

удвоенную уже полученную часть корня 2, мы вмВото 2 получаемь 2 -- ва’ 

2 22 1 
т.е. ва — больше, чБыъ бы слЪдовало. Но дробь Ре меньше 5 Ибо число 

а 

=, будучи цфлымъ числомъ объ (н—т) пыфрахъ, должно быть меньше 10“—”, 

сяфдовательно, 2? мельше 10?*—®", унсло же в, будучи чиеломъ объ (пт), 
т.е. (2и—т) цыфрахь, должно быть больше 102*_”-1. 

Изь церавенствь же 

зао” 

р а >10" 

хлфдуеть, по теорем 3 вь $ 79, что 

т <-> 7 , 

< т 

а `10°1 

При нанменьшемь возможномь значени в, то есть при ==], нолу- 

чается нанменьшее значене знаменателя дроби равное 1, слВдо- то 
вательно. напбольшее звачеше самой этой дроби, также равное 1. 



ОлЗдовательно, и въ самомъ дл» 

А такъ какъ ах обозначаеть И № сь точностью до 1 оъ недостаткомь или 

точное значене этого корня, то изъ посл®дняго неравенства сл%дуеть, 

что способомь, о ноторомь здвеь ндеть рВчь, У У извлекается съ точностью 

лузшею, чВхь до 1. 

Это и даеть право опредвлять послвдшя цыфры корня способомъ, 

указаннымъ въ теоремз, которую мы доказывали. 

Нримры. 

1) Если мы по опредфлени четырехь цыфръ продолжимь извлечеше 

И?2 изложеннымъ зд®сь способомъ. то получаемь: 

14149135 

2824 | 11900 
4| 11296 

2828 16040 
[5656 

3840 

2828. 

10120 

8484. 

16860 

14140 

2220 

Тавъ мы видимъ, что при нримЗвеви этого енособа мы п восьмую цыфру 

искомаго ириближеннаго значевя корня получили правильную, и полу- 

чили бы девятою 7 вмЗето 6, хотя по доказанной теорем ручатьея можно 

было бы напередъ только за правильность пятой, шестой и седьмой цыфръ его. 

При нроизводетвв и дфленя сокращенвымь снособомъь вычислене 

послёднихь цыфрь еще бы болфе упростилось. 
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2} Продолживъ ззвлечене Уз изложеннымь способомь, начиная съ 
четвертой цыфры, мы, какъ оказывается, получаемъ не только пятую, но и 
шестую цыфру правильную: 

УЗ =113205 
1 

Тю 
7| 189 

848 | 1100 

3) Прамфнимь этоть способъ еще къ слёдующему извлечен!ю: 

У 123673, 30148605924 -—2057 34618 
4 

4051 2836 
51 2095 

4107 [30173 
те 

41143 [142480 
3 [128429 

чала [90а 
а 

25430 
24688 

74а 
411 

| Двленме произведено со- 
кращеннымь епособомъ, такъ 

каЕЪ съ момента продолже- 
шя извлечешял  сокращен- 

нымъ скособомъ нзть смысла 
331 

Сносить ыы. 359 щыфр: 

Посявдей корень ратоналенъ. Но сокращенный способъ извлечеяя, 

будучи лишь приближеннымь, этого обнаружить не можеть. 

ТЛАВА ХХИ. 

Извлечен!е кубичнаго корня. 

а) Извлечен! кубнчнаго корня изъ многочленовъ. 

$167. Возвышен{е многочлена въ кубъ. Правила для извлеченя ква- 

дратныхь корней мы нашли, уставовивь предварительно правило для в0з- 

вышенйя многочлена въ квадрать [$ 142]. Аналотичнымь образомъ мы пфё- 
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виле для извлеченя кубичныхь корней найденъ, установивъ предвари- 
тельно правило для возвышенЧя многочлена въ кубь. 

Кубъ суммы двухъ чиселъ выражается елдующимъ образомь [$ 62]. 

{а =а?--305 305-53. 

Примёняя выражаемое этимъ равенствомь правило, мы для куба 
трехчлена получаемь: 

(веда) рака НБЗ--а(а- рева е, 

и вообще для куба многочлена: 

(а-НЬ-е-на--... НЕ = 

23-825 --Заб®--ЬЗ-- 3(а-НРе (абс --е3--3(а-ЕБ-неа--З(а-Нь-Не-- 

48+... за НБ -ре--а--... НЕЕ а-Но-е-а--... НВ РВ. 

Выражаемое этимъ равенствомъ общее правило возвышеня много- 

члена въ кубь можно формулировать слёдующимь образомъ: 

Теорема. Кубъ многочлена равентъ кубу перваго 

члена, плюсь утроенное произведен1е квадрата 
перваго члена на второй членъ, илюсъ утроенное 
произьеден:е перваго члена ва квадратъ вто- 
рого члена, илюсъ кубъ второго члена, илюсъ 
утроенное произведен 1 еквадратасумиы первыхъ 
двухъ членовъ на трет1Я членъ, плюсъ утроенное 
произведенуе суммы первыхъ двухъ членов на 
квадратъ третьяго, ичюсъ кубъ третьяго члена, 
плюсъ утроенное произведенте квадрата суммы 
первыхъ трехъ членовъ ва четвертый члекъ п. т. д. 

$ 168. Кубъь расположеннаго многочлена. Если мы по этой теоремв 

возвыснмь вЪ кубь какой-либо расположенный  многочленъ, напр. 

$ р^—Р^—54“, то нолучаемъ: 

з з з 
е и) =( ») —3. (+) РЗ. Вы ‚Се 

1 2 1 : . зб” ве) ма ие) совунс-ыо" 
1.3 3 
ВТР Р 2 

— е ет Хабре 

А тБрае-е5 
1.3 3 45 
И И а а а 
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Полученный результатъ оказывается расположеннымь по нисходнщимъ 
стененямъ буквы р и по восходящимъ стеценямь буквы 4, слдовательно, 

лакь же, какъ и мноточлень, который мы возвысили въ кубь, при чемь, 
какъ’и въ этомь многочлен, въ результат первымъ является членъ наи- 

высний относительно буквы р и въ то же время самый низиий отпосительно 

буквы 4, послёдиимь же члевь самый низцИЙ относительно буквы ри 

наивыспий относительно буквы д. И легко убёдиться [ер. $ 143], что если 

мы, примфняя приведенное правило, въ получающемся кубф приведеше 

нодобныхь члековъ будемъ производить, удерживая всегда мзето перваго 

изъ токихь тленовъ, то вообще при возвышенти по посльдней теорем въ кубь 

даннаго расположееннаго многочлена всегда получится многочленъ, растоло- 

экенный совершенно въ такомь же порядкт, какь и данный. 

$ 169. Составлеше образца извлеченя кубичнаго корня. Мы по- 
лучимь такой образень тёмь же способомъ, какимъ получили въ $ 144 

образець извлеченя квадратнато корня, т. е. возетановивъ данный много- 

членъ по его кубу. Для этого воспользуемся тёмъ возвышенемъ въ кубь, 

которое мы произвели въ предыдущемь параграф и при которомь мы 
получили вь результат многочлень 

1 з 9 45 
— 2" рЧЧ--АрАе-- >. р*а Тре —1254°. 

Предположивъ кубичный корень изъ него такъ же, какъ и онъ, раепо- 

ложеннымь но убывающимъ степенямъ буквы р, обозначимъ высний члену 

его буквою &, второй буквою В, трем буквою тит. д. Первый членъ иско- 

‘маго иногочлена по приведенной въ $ 167 теорем должно быть выражен!е, 

котораго кубь составить высший члень многочлена, изъ котораго мы извле- 
1 

каемъ корень, т. в. 52. Сидовательно, 

Чтобы найти слВдующЕЙ члень искомаго многочлена, отнимемь оть 

+ 2 81 ;6. 
подкоренной величипы а*— (, ») 57 . Въ получающемся остаткВ 

3 Е з 45 
Е а А 

3 : 
высший члены 25 должень быть утроеннымь произведен1емъ квадрата 

перваго члева певомато многочлена на второй, другими словами 32*8. 
3 

А такъ какъ = р?, стВловательно, 8—1, р“, то В будеть число, которое, 
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3 8 
будучи умножено на 12%, дасть—: 254", то есть, 

Еевли мы оть полученнаго выше остатка отвимемь 3278 -|-3а8?--83 

„вена (= . Вы . Сын = 

ее РУ 0948, то въ новомь остаткВ 

— равен 274 —75ра— 1254 

выспий членъ должень быть высший членъ утроеннаго произведеня ква- 

драта суммы первыхь двухъ членовъ искомаго многочлена, на третЁй членъ, 
другими словами, выспёЙ членъ выраженшя 3(я--В)*у, то есть За?у. А такъ 

какъ 
3 За1—т р Е ат 

з 15 
то 1 будегь число, которое, будучи умножено 8. 2“, дасть——. “4, то есть, 

— 15 24а“ 

— ы —— 5 5 
4 

Сл®довательно: 

за Вву-Е (а Ву? —[в(а-- Зе --8(а-- Ву = 
2 

В (еьв аи) сы кз]. = 
3 15 
рврчачаи 1 ет] 59) = 

15 75 
= 244-150 —1 574-- >. ре 75ра°— 1950 = 

5 ‚4. 36. 45 }2. пе. РНР РА рф“ 195, 

то есть, 3(а--3)*у--8(а-Е В? +1? составляеть какъ разъ послфднй: оста. 
токъ. Слдовательно, искомый многочленъ есть 

1 
57 2—5 

и извлечене корня оканчивается безъ остатка. 



Изложеинымъ въ достаточной степени выяснено, какъ бы сл$довало продолжать дВйотв!е извлеченя кубичнаго 

корня изъ даннаго многочлена, есди бы этоть корень состоялъ изъ большаго числа членовъ 

Чтобы отчетливзе былъ виденъ порядокъ производства дЪИствя, повторимъ, опуская объясненя, то же извле- 
которое мы только что произвели, въ томъ видф, въ какомъ мы считаемъ наиболФе удобнымъ распола- 

аеё+т 

чен1е корня, 

гать извлечеше кубичнаго кория: 

у: р р 54 р “4*-- 1434 и Ч к те ааа 2—9 4*—64* 

1 Бри 

За 3 за 3.4 За Эа 3,6 за? -- за 8 ар БРАНЬ 4—1 | 

| 3 3 -- 
. В —. - РФ | а р‘а=— 348 = 3428 + 398 ?-- В х 

3 | т: 45 | 
8(а-+В)*= У 2 —8 03-8 029* » АРА Нбр рае 76° —1254 

15 
(а-+Ву= — р-р 

ты =_ ____ +2548 

9 
3(а +В +3 (а-- Ву =Ь рев 9*— 5? 24*-+15р4--2648 

15 
— 59% — 1? 16 ие 49—75 0499—1254 =8(а Е В) + ЗВ" 

О. ОИ — —_ ИИ 
.— 

Въ пояснене приведеннаго образца замЗтимъ еще слфдующее 

Въ остаткахь ить надобности писать вс члены ихъ, а можно писать сначала только наивысний (или низипй, если 
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денстве располатается по низшей степени главной буквы), & затвуъ 

достаточно сносить члены подобные тёмъ, которые приходится вычитать. 

НалЪво оть вертикальныхь черть иуакно сначала писаль умноженный. 

на 3 квадратъ суммы подучениыхь уже членовъ искомаго корня, и только 
раздьливЪ ‚на нервый членъ этого утроеннаго квадрата иервый членъ 

остатка и получивъ текимь образомъ слВдующЕЙ членъ искомаго корня, 

слфлуеть кь утроениому квадрату прибавлять утроенное произведеше 
суммы прежнихь членовь коркя ка новый и квадрать новаго члена. Этоть 
поелЪфдьЁЙ членъь можеть быть предъ вертикальною чертою еще разъ по- 

вторепь въ особой строкВ какъ множитель. 

Греческими буквами наглядно указывается иланъ проиаведепнато 
двйствя, а также и то, что извлечене кубячнаго корня изъ даннаго много- 

члена соотодть въ постепениомъ возвынои въ хубъ искомаго мпогочлепа. 

Какъ при извлечевни квадратнаго корня изъ многочлена, такь и прп 
извнечени изъ многочлена корня кубичнаго должно непремфнио соблю- 

даться правило, чтобы дьНствЁе располагалось или только по высшей или 
только по низшей степени которой-либо изъ буквъ, встречающихся въ 

членахъ меогочлева. 

Все изложенное резюмируемъ въ краткой формВ для запомннан!я 

елфлующимь образомь: 

$ 170. Правило извлечешя кубичнаго корня изъ иногочжена., 
Многочлеть, изъ котораго требуется извлечь кубичный корень, распо- 
лагается по убывающимь или по возраетающимь стевеняиь буквы, изби- 

раемой за главную. 

Первый членъ искомаго корня есть нубичный корень изъ первато 

члепа подкоренной величины. 

Каждый же слфдующЕЙ членъ искомаго корня отыскивается однимъ 
и тёмъ же способомь, а именно: 

Утроенный квадрать полученной уже части искомаго многочлена, 

пишется предь вертикальною чертою слфва оть остатка. 

Частное оть дВлешя высшаго (или соотвЫтотвенно низшего) члена 
остатка на высш (или соотвфтетвенно низший) члень уномянутаго утроен- 

лато квадрата есть слЪдующй члень искомаго многочлена. 

Кь выражению слФва оть вертикальной черты прибавляется утроенное 

произведен врежней части корня из нозый члевъ его и еше квадрать 

этого члена, и вся эта алгебраическая сумма умножается на этоть членъ. 
Пронзведеве же вычитается изъ послёдняго остатка. 

Такъ дЪйсте продолжается, пока не получится остатокъ 0 или не 

обнаружится невозможность извлеченя корня. 

$ 171. Яризнаки вевозможнаго извлеченя. На основан теоремы 
ВЪ $ 167 могуть быть установлены езфдующЕ признаки такого рода: 
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Нубичный корень нуъ даннаго многочлена не извлекается, 

1) есле онь двучлевь или трехчленъ; 

2) если, при отсутстыи въ немь иррашональныхь коэффищентовъ, 
Высиий и визшой члены его (оба или одинъ) не предетавляють кубовъ; 

8) если, при отсутстыи въ немъ дробныхь членовъ, появляется дробный 

членъ въ вычисляемомъ корн%; 

4) если въ остатк зоявляется членъ, который выше, чВхъ выспий. 

илн низине, чВмъ низ въ дапиомь мпогочлевз, 

$ 172. Объ остахк®. Изъ разсужденЕй въ $ 169 слЕдуеть, что алгебрав- 
ческая сумма вофхь членовь, которые при извлечешиы кубачнато кория 

изъ даннаго многочлена были постенепно вычтены изъ поелфдиято, со- 
ставляють всегда кубъ выражешя, состоящаго изъ полученныхь уже чле- 
новъ корня. Потому, прервавъ пз любомьъ остазьЪ извлечене кубичнаго 

корня изъ даннаго многочлена, мы можемь послБдшй представить въ видЪ 

сузвия куба названнато выражещя п остатка. 

5) Извлечене кубичнаго корня изъ опредъленныхъ 
чиселъ. 

$ 173. Ращюнальные корни изъ однозначныхъ, двузначвыхь и трех- 

звачныхь чисель. Если мы возвысимъ въ нубъ всВ существуюния однозна- 

ныя абсолютныя цфлыя чиела, то получим: 

Изь этого слЗдуеть, что существуеть только два однозвачиьыхь (3 и 8), 

два двузначныхь (27 и 64) и пять трехзначныхъ (195, 216, 348, 532 и 729) 

абсолютныхь цфлыхь чиселъ, изъ которыхь извлекаетен кубичный корень, 

друтимн словами, кубичные корни изъ которыхъ суть числа рашональныя. 

$ 174. Чиело цыфрь въ вуб® данедго чиела и въ кубичномъ кореБ 

изъ даннаго числа. 

Теорема. Кубъ венкаго цвлаго числа иметь или ровно втрое больше 

цыфръ, чёмъ это число, или на одну или на двф цыфры меньше. 

Док. При доказательствв теоремы въ $ 150 было разъяснено, что 

для казжлато ифлаго числа 2 объ п пыфрахь мы инземъ: 

10" >2>10°". 

Отеюда же мы чрезъ возвышене въ кубъ, по теорем УП и но теорем 1 

въ $ 130, заключаемъ, что 
10* > #1> 10%. 
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Но 103 есть число, нишущееся чрезъ цыйру 1 и (8—8) нулей посл 

нея, и есть наименьшее плое число © (3и—2) цыфрахь. Число же 10°" есть 

наименьшее цвлое число о (3п--1) цыфрахъ. Сльдовательно, число 2 должно 

состоять изъ За или (3и—1) или (3и—2) ныфръ, что и требовалось доказать. 

СлБдетв!е. Ращюнальный кубичный корень изъ цфлато числа состоять 

изъ столькихь пыфръ, на сколько гралей по три дыфры въ каждой (пря чемь 

зъ крайней лЪвой грани можеть оказаться и 3, и?, и 1 цыфра) его можно 

разбить. 

$ 175. Первая цыфра кубичнаго корня изъ даинаго цлаго чиела. 

Изь поелщиято елвдотя и на основан и разсужхден!и, аналотичныхь 

разсуждешямь въ $ 151, мы заключаемь, что если пфлое число, изъ ко- 

тораго требуется извлечь кубичный корень, разбить, начиная справа, 
на грани по три цыфры въ каждой, то первою цыфрою корня должна быть 

ныфра, выражающая наибольшее цлое чиело, кубь котораго не больше 

числа, выражаемаго цыфрамн въ первой лФвой грани. 

$ 176. Возвышен!е многозначнаго число въ кубъ. Какъ мы правило 

извлечешя квадратнаго корня изъ опредфленныхь чисель получили, в03- 

становивь число по данному квадрату его, такь можеть быть найдено и 
правило извлеченя корня кубичнаго ИЗЪ опредзленныхь чисель чрезъ 

возстановлене числа по ого кубу. Но для выполненя этого плана необхо- 

димо предварительно установить нравило возвышен!я чисель въ кубь. 
Положимъ, что въ кубь возвышается трехзначное чиело, дыфры ко- 

тораго суть а, В и с, слВдовательно, чело 

в. 10° . 10-5. 

По правилу въ $ 167 кубь ето будегь 

(а. 1084. 10-50 =а*. 1083 .а?.10%.5. 1043.44.10. 5. 10° 
$3. 103--3 . (а. 10°46 . 10), е--3(а , 1ОЗ-ЬЬ , 10) 

а? . 108-34 . 105-|- заб? . 10%--53. 10°--3(а . 10--Б)е . 108 
3(а. 10-5). 10-9, 

Изь полученнаго выражешщя видно, что при возвышени указаннымь 
<пособомь въ кубь треханачиаго числа получающщеся отдфльные члены 
должиы оканчизваться: первый 6-ю нулями, второй 5-ю, трей 4-мя, чет- 
вертый 3-мя, пятый 2-мя, шеетой однижь и, наконец, послёдай значащею 

пыфрою (конечно, если значащею цыфрою оканчивалось чиело, которбе 

возвышалось въ кубь). Такимь же образомъ легко убедиться, что при 

возвышени этимъ сиовобомь въ кубь числа объ и цыфрахь получающяея 

отдвльныя слагаемыя должиы оканчиватьея: нервое (8—3) нулями, второе 

{8—9 нулями. третье (8—5) нулямн и т. д., наконець, нредпослёднее 

однязъ нулемь. То есть, въ этихь слагаемыхь число нулей на конц должно 
послфдовательно все на одивъ нуль уменьшаться, нока, наконець, не но- 
лучатся послдиее елагаемое безъ нулей на концф (при указанномь выше 
условии). у 
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они мы теперь, пользунеь одланными тольно-что указавями, в0з- 
высимъ въ кубъ какое-нибо опредёленное число, напр. 4251, и при этомъ 

обозначим» 4 . 10? буквою а, 2 . 10? буквою В, 5. 10 буквою 1 и 1 буквою 8, 

то получаем: 
42518=(4000--200--50-+1}3 

- 10-2. 10% 5. 10-51% 
=(@-+8-+т+3)*, 

и, опуская въ вычноляемыхь слагаемыхь нупи и указывая м%ета ихь 

36460..... 

3150 
125... 

з(е--8--7% = 541875 .. 
зе 8-8? = 1275. 

# = 1 
Ст 681988525 1—49513 

Подобно тому, какъь при возвышенн числа въ квадрать вфть вадоб- 

пости ставить точки на мёстахь опущенныхь нулей, такъ и при возвы- 
шени этимъ способомъ числа въ кубь мфста нулей могуть быть оставляемы 
пустыми. 

Прям рь. 

302004 вычисляемь слёдующимь образомъ: 

87 

[о 

° 

о 

5400 

350 

8 

ко 

© 

0. 

0 

`® 

.0 

10944480000 

1449600 

6 4 

3020043—2 1.5'4.470246.2.4 9 6.0,6:4; 
13 
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или удобн%е такь: 

21000 
5400 

3608000000 

10944480000 
1449600 

64 

3020048—2 1544702462496064 

Иримвчане. 

Изъ разсмотрЪннаго примфра видно, что при возвышенш этимъ сно- 

‹обомь въ кубъ данваго числа каждый нуль среди цыфръ его требуеть 

приписки трехь нулей въ строкахъ, содержащихь кубы. 

$177. Извлечеще кубичнаго корня изъ цЪлаго чиела. Чтобы со- 
ставить образень такого извлечещя, возстановимь число, которое мы 
въ $ 176 получили чрезъ возвышене въ кубъ, по этому кубу 16819825951, 

другими словами. выполнимь дёйстве, указываемое. символомъ 

з — 
У 76819825251. 

Разбивь подкоренное число на грани по три‘выфры вь каждой, мы 

получаемт: 
ИИ 
у 7651982551 

и узнаемь вмфетВ сь этимъ, что искомый корень, если онъ рацюналенъ, 

веть цёлое число, состоящее изъ четырехь цыфрь, изь которыхъ первая 4, 
такъ вакь 4 есть наибодьшее число, котораго кубъ меныше 76. 

Обозначивь цыфры искомаго корня буквами а, $, си 4, мы имжемь 

а—=4, 

и чтобы найти $, мы должны отнять (а. 103)2--64 000 000 000 отъ даннаго 
числа. Въ остаткв 

12819825251 

выепий член есть утроемиое произведее квадрата числа тысячь на число 

сотенъ, другими сиовами, 34% сотенъ миллюновъ. Разсматривая только 
сотни миллоновъ, мы видны, что 34% должно быть не больше 198, а такъ 

128 
БАКЪ 34*-=48, тов не больше", ‚ те., 6, будучи пиблымь чиеломъ, не мо- 

жеть быть больше 2. Если же 6==8, то За =-96, 8452—48 и Б?=8. 
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Если мы оть полученнаго выше остатка отнимемъ 3. (&. 103)2.Ъ. 10*= 

9600000000, затёмъь 3. (а. 10°). (Б. 103)? = 480000000 и затВмь еще 
($. 10*)3-=8000000, то въ новомь остатк® 

2731825951 

высший члень будегь 

З(а . 10%. 10°) .10=8 . 1764 . 100000. с, 

т.е. 5292 сотенъ тысячъ. 

Разсматризая одн® только сотия тысячь, мы видимъ, что 5999с должно 

27318 
быть не больше 27318, сл®довательно е не больше 552 ° т.е. 5. 

Если же с=5, то З(а. 103. 10%)% . 10=9646000000, З(а. 10 
-Ь . 10%). #2. 10*—81500000 и ©*. 10%—125000. Если мы оть послёдияго 
остатка отнимемъ одно за другимъ эти числа, то получимъ остатонь 

54900951. 

Въ немь высций членъ 

3(а . 103+. 10°--е . 10)94=8 . 180625 . 10%. 4. 

Разсматривая однф только сотни, мы видимъ, что 5418754 должно 

542002 
быть ие больше 549009, слЪдовательно, 4 не больще Рив’ т. е. 1. 

Если же @=1, 10 

(а . 1084. 10246. 108. 8=54187600 
З(а . 1ОЗ-Ь . 108-40 , 10} . @=19150 

н =. 

Есни мы оть посльдняго остатка отнимемъ одно за другиыъ эти числа, 
то получится остатекъ 0. 

Олдфдовательно, искомый корень есть 4251. 

Еели мы для большого удобства обозначимь а. 163 буквою а, Ъ. 10% 
буквою В, с. 10 бунвою 1, и ради единообраця 4 замфнныъ буквою 8, 
затёмь не только въ утроенныхь произведещяхь и кубахь, но и передь 
зертикальными чертами онуетимь еще въ числахь нули на кондз, и, нако- 
нець, въ остаткахь будемъ писать не ве цыфры полностью, а будемь сно- 

18* 
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сять ивь даннаго числа цыфры мо одной, то все только-что произведенное 

и оннсанное дайстые можно изобразить въ слёдующемь вид: 

о омыв 
У 76819825251 =4 251 
64=а . 

30—48] 128 

96=8а28 

3(е--В!-=5202! 27818 . 
26480—8(2-Е ВУ 

8682 
завоза 

$54325 

125= 

(а В+ а 
541875 =8(&-- 8-18 

о 
16а 
—— 

1=8° —_—— 

Изложеннымь снособомь слфдовало бы продолжать. дВйстье извле- 

чешя ‘кубичнаго корня изъ даннаго опредфленнато чиела, еели бы оно 

состояло изъ болынаго числа цыфръ. 

$ 178. Болёе упрощенный образень извяеченя кубичнаго корна. 
Какь при извлечеши квадратнато корня можно было заразь вычитать 
‘удвоенное произведене и квадрать [$154], такь и извлечене кубичиаго 

корня можеть быть и®еколько упрощено, если производить заразь вычи- 
танзе утроенныхь произведей и куба. Изизнимъ въ этомъ смыел® обра- 
зець, данный въ предыдущемъ параграф. 

Такь какъ 
За28 за" В == (3а*-- 38-Е В®В, 

то, прибавивъ къ дЕлителю 48 нередь вертинальною чертою За п 88 сл%- 
дующимь образом: 
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= умноживь сумму 5044 из 2, мы получаемъ: 

3228 + 8а9*-- 8310088. 

Ясно, что нужио при вычитани этого чиела предварительно снести 

тавже цыфры 1 и 9, соотвётотвующя 398 и В. 

Такь же и 3(«--ВЗ--3(а -- Р-Е1? можно вычесть заразь. Такь какъ 

За Ва ВУ Ват, 
то, прибавивъ къ двителю 5299 передт вертикальною чертою з(а--ВУ пр 

слБдующимь образомъ: 

За =5 293 
зал = 630 

т= 25 
535525, 

и умноживь эту сумму па 5, мы получаемъ: 

Зав з(а-Ву’--1"=2677625. 

Итуть, при вычитави этого числа, нужно нредварительно снести цыфры, 

воотв®тетвуюнщия 3(я-- Ва и 12. 
Такимъ же образомъ елфдуеть продолжать и дальше. 

Оь изложенными упрощещямн фраеположеню дВйетыя извлечен т 
вубичнаго корня будеть стёдующее: 

248-4145 
Утка = 4БТ 

64=а3 

За *— 48 | 12819 
оВ = 24 

Е 
5044] 10088=$а23 -- а? --В 

З(а--В) = 5999 | 2731895 
8+8 = 680 

ф= 25] 
585595] 2677625 =8(а-ЕВ)2у-- а Вт? 

3(а-+8--т) 2=541875 54200251 
Зач = 1275 

8= 1 

54200554 54200251 ==8(а-- 8-51 -Е8(а--8--18"--8 - 
о - 

Примфчаше 1. 

Вторыя и третьи строки предъ вертикальными чертами пишутся и 
зторыя и третьи цыфры изь граней сносятея уже по опредёлеши елф- 

дующей цыфры корня. 
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Примчан!е 2. 

о достиженш достаточнаго навыка примфнене буквъь дфлается яз- 

лИШнимь. 

Приморье. 

. 
У 2192581408663 [236008 =608002 

216 
10800 | ве 

540 
9 

1985409 3956227 
10908270000 | 2181661236008 

361800 

1090830618004] 2181661936008 

о 

Объяснен1я къ приведенному прим$ру. 

Получивъ остаткомъ въ нервой грани 3 и снеся цыфру 9, мы видимъ, 

что число 32 меныше утроеннаго квадрата 108 числа, выражаемато первой 
цыфрой корня. 

Сл®довательно, вторая цыфра искомато корня 0. Поэтому, енеся еще 
три цыфры и припесавъ два нуля къ утроенному квадрату 108, мы чрезъ 
дЬлен!е 32584 на 10800 опредфляемь третью цыфру искомато корня. 

Сл$дующий остатокь со сыесенною первою цыфрою слзующей грани 

составляеть 21816. Это число меньше утроенваго квадрата 1090827 числа, 

выражаемаго первыми тремя дыфрами корня. Слёдовалельно, четвертая 
цыфра корня 0. Свеся слФлуюния трн цыфры 6, и 3 и прицисавъ два нуля 

къ упомннутому утроенному квадрату, мы уб®ждаемея, что и 109089700 

еще меньше 21816612, и что, слФдоватеньно, и нятая цыфра корня есть 0. 

Поэтому мы еносимъ еще три цыфры и приписываемь кь утроенному ква- 

драту еще два нуля. ЗатВмь двлене остатка на утроенный коадрать числа, 

выраждемаго полученными уже цыфранн корня, иВлается возможиымъ, 

в нолучается поелбдняя цыфра корня 2. 

$ 179. Возвыене въ кубъ десятичной дроби м жовлечене изъ 
таковой кубачнаго корви. Какь въ $ 156, изобразимь въ общемь видф 

м в 
десятичную дробь съ в цыфрами посл запятой выражещемь о.» называя 

при этом буквою а цблое чаело, которое получится, если въ этой дроби 
8 

@ 
опустимь запятую. Возвысивь это выражение въ кубь, мы получаемь 358 
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д заключаемь изь вяда этого куба, что иравило возвышеня въ кубъ 

десятичной дроби должно гласить: 
Опустивь запятую, нуоено возвысить въ кубъ получивиееся цтьлое число 

46 65 этоме кубь отдьлить заплтою втрое больше цыфуь, чьмь ить есть 

85 данной дроби. 
'Изь этого сяФдуеть, что кубами {притомь кубами дробей, согласно 

теорем въ $ 135) *} могуть быть только тавя десятичныя дроби со зна- 
чащею послднею цыфрою, у которыхь посл$ залятой имВегся число цыфръ 

нратиое 3-хъ. А изъ этой истины сдфдуеть, что ращональными могуть быть 

кубичные корни только изъ такихъ десятичныхь дробей со звачащею по- 
слзднею цыфрою, у которыхь послЪ занятой имфется число цыфръ крат- 

ное 3-хь. 

Какъ квадратные кори, так и кубичиые долины извленаться изь 
десятичиыхь дробей такь же, какъ и изъ пвлыхь чиеехь по причин%, ука- 

занной въ $ 156. 

Дойдя при вынолнени такого дёйств\я до занятой, т.е. до едияинъ, 

мы, для остатокъ со снесенною цыфрою, означающею десятыя, на утроен- 
ный квадрать уже полученной части искомаго числа, найдемъ десатыя 
искомато корня. ОлФдовательно, и въ немъ, чтобы указать это, донжва 

быть поставлена занятая, посл$ которой, если корень рашоваленъ, ноел%- 

дуеть еще одиз треть тото числа цыфръ, которое имЪется послЪ занятой 

въ данномъ подкоренномъ числ. 

Относительно же разбивки ва трани изъ сказаннаго слдуеть, что 

въ десятичныхь дробяхь ее должно производить, начиная оть запятой 
и отсчитывая оть нея, какъ влЪво, тажь и вираво, по три цыфры для каждой 
трани. 

Примёбръ. 

2 

У18[824,864|018]000]125=84,0005 
8 

12 5824 

1456 | 5824 

1728000000 8640218000125 
360000 

85 

172803600025| 864018000125 

© 

3) О кубах® нррашональныхь чисель ие можеть быть рьчи. пова-ие введены 
и ие опредьлены дёйстья надъ иррынональными числами. 
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Изноженные въ иредыдущихь ператрафахь шремы, составляюще 
извлечено вубичнаго корня изъ опредфленныхь чисель могуть быть 

кратко резюмированы слФдующимь образомъ; 

$ 180. Мравило. Чтобы извлечь кубичный корень ‘изъ диннаго числа, 

его разбиваютз, начиная ото запятой 1), на грани по тури цыфры в каждой. 

Цыфра, выражающая наибольшее число, котораго кубъ не больше чиела 

в5 Первой лъвой грани, есть первая цыфра искомаго корня. 
Казюдая сльдующая цыфра его отиыскиваетея однимь и лиъмъ оке спо- 

собомь, а именно: 
Утреенный хвадрать числа, выражкаемаго полученными уже цыфрами 

корня, чиниется передъ вертикальною чертою сльва отф остатка, %3 ко- 
зпорому приписывается первая цыфра ‘изъ слъдующей грани. Частное оть 

Фъленя числа, получивтагося посль упомянутаго сноса цыфры, на число 

передь чертою, веть слъдующал цыфра корня. Произведенще ед *) на утроен- 

+06 число, выраоюаемое прежними полученными уоюе цыфрамни корня, и 

хзадреть ея?) пишуть передь вертуикальною чертою 1095’ утроеннымь 
вадратомь, выступая назюдый раз вправо на одну цыфру. Сумму трегъ 
чисель передз чертою умножюають на новую цыфру ®) корня в произведене 

вычитають изъ стовщаго вправо оть черты остолтка, припиеавь кз по- 
слъьднему предварительно вторую и третью цыфры грань. 

Если, дойдя 00 посдъдней цыфры подкоренного числа, мы не получили 

остатка 09, то коренф изь даннаго числа ив извлекается, другими словими, 
корень ‘иэь даннаго числа ни зльлрв число, ни дробь, в число иррезиональнов. 

— 181. Нрызнакв ирращональноети кубичныхь корней. На основания 
разеужденй, аналогичныхь разсужденямъ въ $ 158, едфдуегь: 

Кубичный корень ирращоналена, слодовательно не извлекается без 
остатка, 

1) вели чисю, будучи утълымь, оканчивается числом нулей не прат- 
жыиь 8-25, 

2) если число, будучи десяпиичною дробью со значелцей послъдней цыфрой, 
чиъеть посль запятой чиело цыфрь не кратиное 3-55, 

3) всль при разлоокенти числа на простыхь сомножеителей который-либо 
изъ нитё окаоюетоя ветрпчилощимея въ отецени не третьей чли ив крат- 

ной 3-тъ. 

$ 182. Приближениыя значешя кубичнаго корвя. Въ $ 15$ было 
разъяснено, что производя, не останавливаясь на остатеВ, дфйствле извле- 
ченёя квадратваго кория изь числа въ томь елуча®, есни ототь корень 
иррещоналень, мы получаемъ приближенныя значешя этого ирращональ- 
его числа. Точио такь же могуть быть вычисляемы ириближенныя зна- 
ченёя всякаго иррашональнаго кубичнато кория. 

3) У уълаго числа запятая подразумЪвается посл посльдиой цыфры. 
®} Выражазсь точнЪе: выразжаемаго ею числа. 
3) Точифе: на чияло выражаемое новою цыфрою корня. 
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Для примВра произведемь слфдующее извлечене: 

В 

Уё =1,10997 
1 раю 

2 
49 

`559 | 3,913 
86700 | 87000000 

4590 
81 

8715981 | 78448829 
8762043 | 8556171000 

46143 
з1 

876665811] 7889992299 
877127403 16661787010 

359079 
49 

87716831189 
В 

Повторяя по отношеню къ Иб тв же разеуждеши, которыя въ $ 159 

насъь убёдили, что при извлеченя У: получается безконечиая неперюди- 

ческая дееятичная дробь, иуВющая смысль т®ыъ лучмато приближеня 

жь Уз, чВыъ больше въ ней вычислено девятичныхь энаковъ, мы здесь 

убъждаемся, чо и получающаяся при павлечени У5 десятичиая дробь 
безконечна, не можеть быть пер1одическою и заключена между двумя 
приближающимиея все боле и боле другь къ другу поелдователь- 

ностями ковечныхь дробей, которыхь свойства могуть быть выражены 

слФдующими неравенствами: у 

13<5<2° 
1,73<35<<1,88 
ъоз<аль 

1,7093<35<1,110* 

1,70993<35<1,71003 

3,709973<.5<1,109983 

ит.д. 

Этими неравенетвами можеть быть указано съ какою угодио точиостью 

исто нрращюналькаго числа и среди ращональныхь чисель точио 
тамь же, какь ВЪ $ 160 показана была зозможноеть увазаня среди вихь 

м}Ьста ирращюнальному числу \з. И какь посдёдиее часно д®лино всё 
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ращональныя числа на два класса, такъ и и двлить во ращональныя 

числа на два класса: из классь чисель, которыхь кубы больше 5, и на 

классь чисель, когорыхь кубы меныте 5. 
Вь слёдующей главф мы увидимъ, что описанное сфченше можеть 

служить также опредфлещемь ирращональнаго числа, обозначаемаго 
з 

символомь У5. 
: 

$ 188. Обобщене смысна равенства (Уз 3—4. ТФмъ же епособомъ, 
. 

какъ ирравональному У 5, можеть быть указано точное мфето среди ра- 
шональныхь чисель и каждому другому пррашюпальному кубичному 

корию. 

Поел% этого мы им$емъ право при всякомъ значени в опредфлить у 

какь число, котораго кубь равенъ в, безразличио, означветь ли й ра- 
ональное ини пррашюнальдое число. Слёдовательно, для вофхь веще- 

ственныхь значений Уз мы имфемъ право писать какь опредёлен!е:; 

Идо. 
$ 184. Примнен!е понят «больше» п «меньше» шь иррацюналь- 

нымъ кубичнымь корнямъ. Разсужденями предыдущихь параграфовъ и 

разсуждетями, аналогичными тёмъ, которыя привели къ установлению по- 
ня «больше» и «меньше» по откошенио кь иррацюнальнымь квадратнымъ 

корнямъ, указывается, что мы не получимь противорёч съ дфбстви- 

тельностью при слёдующемь примбневи этихь понят кь иррацюналь- 
нымъ кубичнымь кориямъ. 

. 
Опредёлене, У долоюно считать больше воякаго” разонального 

числа, котораго кубъ меныше а, ‘и меньше веянаго фозлональнаго числа, 
хотораго кубъ больше а; и изъ двуть ирращональныхь кубичныхть корней 
Фолжено считать тоть больше, котораго подкоренное число больще. 

На основаши этого опредфленя двлаются примёнимыми изложенныя 
въ $ 34 правила сравнешя относительныхь чисель [96] и кь относитель- 
нымъ пррашональнымъ кубичнымъ кориямь. 

$ 185. Извлечене кубичнаго корня съ указанной точноетью. 
з 

ОпредВ ненте 1. Приближенныхми эначеняни У в сь точноетью 

901 называть оба бзиоюайиия Фругь хз другу зпьлыя чнела, меоюду которыжи 

заключаете И в, значить, ‚между кубами которыгь захмочаетеся в [3 380, 
теорема 1]. 

опред лене 2. Приблиовенными значийлми Уз св точностью 

т нозывоотть об дроби, отдижающилед другь оть друга на ; меюду 

хоторыми заключается у. значита, нежду кубами хоторыхь заклю- 

чЗается в. 



— 208 — 

Изъ неравенства 

Раф 
мы видимь, чго приближенниыя значеня кубичныхь корней съ точвостью 
до 1 изъ вефхь ивлыхь чисель и дробей, заключенныхь между р* я (р-Е1)1, 

суть одни и ТВ же, а нменво фи р-|-1. А изъ этого слфдуеть, что прибли- 

женныя значеня кубичнаго корня изъ дроби съ точностью до 1 суть тВ же, 
что и приближенныя значеня кубичнаго корвл изъ пзлой части ея. 

Для того же, чтобы найти приближенное съ ведостаткомь значене 

кубачнаго корня изъ какого-либо числа съ точностью до 1, достаточио 

произвести способомь, указаннымь въ $ 180, извлечене, ограничиваясь 

ЦБлой частью чиеза. 

$ 186. Прибзиженныя значеня кубичнаго корня еъ точноетью до 1. 
ъ 

3 1 
Если требуется найти Уа съ точностью до =, то это значить, что нужно 

в 

тъ 1 
найти дв дроби — и и такого свойства, чтобы было: 

® 

тт. 

значить и 

т\* т--1\? 

(,) < <(",). п ® 

Преобразовавъ ло теорем 98 въ этомъ неравенств® кубы, мы имфемъ: 

и. пк" 

'Умноживъ же это неравенство ка. ®*, мы по теорем 1 въ $ 63 получаемъ: 

тз«<атз<(т 1). 

Туть т и т--1 суть два отличающихся другь отъ друга на 1 излыхь 

числа, между кубами которыхь заключено число апЗ. ОлФдовательно, 
3 

т и т-1 суть приближенныя зиаченя У ал? съ точностью до 1. 

Такимь образомъ мы узнаемъ, какь найти числителей искомыхъ дробей, 

вивсть съ т5мь и самыя дроби, такъ какь знаменатель ихъ п ханъ. 

Изъ сказаннаго олфдуеть: 
з 

Прави. Чтобы найти приближенныя значеня Уа съ недостаткомъ 
1 

и съ избыткомь съ точиоетью до -, нужно отыснать приближенныя зи9- 
% 

ченя У ал? съ точиостью до 3 и раздфлить каждое изъ нихь па в. 
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Прим$ръ. 

ы 1 
Чтобы вычислить У 48 съ точностью до 25° нужно произвести сл- 

дующее извлечене: 

з Ь 
Уз. 253=У. 15695 = 

з 
671875 — 83 
512 

192 | 59875 
те 

9 
19029 | вотет 

88 
. з 

Такь мы узнаемь, что приближенныя значезя И 43 съ точностью 

ос 8 9 пля из о, чакь что Е 5" 
8 э 2—<ув<:>. 25<7 48 355 

з 

Каждое изъ получениыхь приближен й отничается оть У 43 мене 

чёмъ ва а. 
25 

$ 187. Извнечене кубичнаго корня изъ обыкновенныхь дробей. Пред- 
: з 

полагая пока Уа и У ратлональными, мы имфемъ: 

] Уз Из Уз _(7)*_а 
ъ, 

з 

УМ У у У (95 

о веть, мы узнаемъ, что Уз есть чнело, котораго кубь равен 5. 

7 
* 2 

Нотакое чисно, по опред®лению корня [96], пишется у“ Сл8повательно, 
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Это равенство выражаеть правило, что если кубичные корни изъ числи: 
теля и знаменателя дроби рашональны, то извлечеше изъ нея корня можно 
произвести, извлекая его изъ числителя и изь знаменателя. 

Напр., 

Если кубичный корень изъ знаменателя дроби иррашоналенъ, то 

удобно производить изъ нея извлечене, обративъ ее предварительно въ де- 
сятичную. Но можно въ такомъ случа произвести извлечене изь нея 
хубичнаго корня и иначе: можно ве предварительно танъ расширить, чтобы 

. 41 - 
корень этой стенени изъ знаменателя сталь рашюнальнымъ. Изъ 15 Можно, 

папр., извлечь кубичный корень такъ: 

В . . 
41 41.3.52 8075 _ 

45 И 37. 5 И в. 5 
, 
У3075 _14,541696... 

15 5 
=0,969446... 

Обоими способанн можеть быть достигнута та степень точиости, ко- 

торая будегь желательна. 

$ 188. Упрощенное нахождене доглёднихь цыфръь приблищевнаго 
значеня кубичнаго корня. 

Теорема. Когда найдено болфе половины вебхь цыфрь кубичваго, 

коркя, которыя требовалось вычиелить, 10 обтальныя можно получать 

чрезь дёлене остатка на утроенный квадрать полученной части корня. 

Док. Еспи требуется, найти кубичный“ корень изъ иЗкотораго чнела 
. 

съ точиостью Ао" то можно приписать послЪ послфлней цыфры столько 

нулей, чтобы послф занятой оказалось 82 цыфрь, оторосить занятую, 
извлезь изъ получившагося такимъ образомъ цёлаго числа корень съ точ- 
постью до 1 и въ полученномъ результатВ отдфлить запятою 2# десятичныхь 
знаковъ. Такь отыскаве опредзленнахга числа цыфръ корня сводится къ 

извлечению кория изъ иблато числа съ точностью до 1. 

Обозначивъ такое цблое число буквою М, ноложимъ, что при иавле- 

чевти изъ него корня найдено уже боле половины требуемато зисиа цыфрь, 

а именно п цыфръ, и что, сяфдовательно, осталось ихь найти еще ве бохве 
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п—1, напр. *—т. Число, выражаемое упомянутыми и цыфрами и столькими 

нулями лоел® нихъ, сколько еще осталось вычислить цыфръ, назовем а, 

чнсло же, выражаемое этими послёдними (ит) цыфрами, назовемь х, 

полагая ири этомь, что послфдняя изь нихъ ини берется съ недостаткомь 

или точиа. 

Тотда или точно или съ точиостью до 1 сь недостаткомь будеть 

Ива, 

слфдовательно, 

М№М=оз-- Зах За х?, 

а остатокь, получаюцщийся посл опредфлен!я первыхь ® цыфрь корня 

М—а°. 

Отнявъ оть обфихь частей равенства 

М№-07-РЗайх + За27- 3 

по а, мы, по теорем УП, получаемъ: 

№ а -— За? Зо2й 53. 

Раздфливь же еще носл®днее равенство па 34?, мы находимъ: 

эй = Ня: 
30? За 

Этимъ равенетвомъ указывается, что, раздёливъ остатокь №—а* на За*, 

т.е. на утроенный квадрать полученной уже части корна, мы вмфето 2 по- 
3 2 3 = 22 т 

пучаемь + т. е. на РЕ больше, чВмь бы слфдовало. Но впа- 
а ‚а ^ 

: . . 1 
чене послВдняго выражещя меньше 155, какъ видно изъ слфдующатго 

разсужденя. 

Число х, будучи нфлымъ числомъ объ (и—т) цыфрахь, должно быть 

меньше 10”-", слёдовательно, 2% меньше 107" и хз меныше 10%, 
число же а, будучи числомь объ (п--и—т) или (2и—т)-ныфрахь, должно 

быть больше 107^—"-1, слЪдонательно, 362 больше 8. 10*"—*—*_ Изь нера- 
венстяъь же 

и 
в а >10 = 

сл®дуеть, по теоремВ 3 вь $ 79, что 

22 1 
—< 
а 
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аизъ неравенств 

20" 
30?>3 . 10—22 

по той же теорем, что 

3 т 1 ое 
За 8. 10*+*— 

А сложивъ послфднее неравенство съ неравенствомъ 

Е 1 

а ^10"-? 

мы по теорем 2 въ $ 49, узнаемь, что 

ОЕ т 1 

Са за Зло у доче 

При наименьшемъ значени т, то есть при т==1. получается най- 

меньшее значене знаменателя дроби равное 1,слдовательно, наиболь- 
1 

10": 
шее значене самой этой дроби также равное 1. А такь какъ и не можеть 

т 1 
быть меныше 2, то дробь юз не больше 30° Олфловательно, и въ 

самомь дёл®. 

ао т 1. 
о < 130 

з 

А тавь какь ас обозначаеть У № съ точиоетью до 1 съ недостаткомъ 
или точиое значен!е этого корня, то изъ послдняго неравенства олЁдуеть, 

п 
что епособомъ, о которомъ здсь идеть рёчь, У М извлекается съ точиостью 

3 
хлучиею, чВмъ до 1 55 

Если же т=-2, сяфдовательно п не меньше 3, то 

Е 2 21, 1 

а 30 510 + 3000° 

. . 2, 2 
а пря блышихь значеняь эвм в стима ---- еще меньше. 

Эта и даеть право опредФлять послфдея цыфры кубичнаго корня 

способомъ, указаннымь въ теоремф, которую мы доказывали. 
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Примфры. 

1) Вели мы по вычислени четырехь цыфрь иродолжимъ извлеченще 

и способомь, указаннымь послёднею теоремою, то получаемъ: 

2 

И 7=1.912981 
1 

27 
81 

$61 5858 

1083 141000 

57 

1 

108871 |198871 

109443 82129000 

146 

` 4 

30955764 | 21911598 _ 

(3. 19123—=)10967232 102174720 

98705088 

в Двлевне произведено сокращен- 
175468 нымъ способомъ. 

309672 

697907 

Опредёленныя этимь способомь ‘послЁлея три цыфры соверщенно 
правильны. Только слБдующая за ними цыфра была бы не точна. 

2) Примёнимь изложенный снособъ еще къ слВдующему извлеченно: 
з 

И570378 7169391776808 =3001408,05 
27 

270000’ |. 87811 в98 
900 

1 
27009001. 27009 001 

{3 . 30012 ==) 27018003 | 108 626 991 

.08012012 ‚ |} Бели бы этосдвлеще было, про“ 
554 909 91 ивведено сокращеннымь спосо- 

58036006 | бомъ, поствдшя четыре цыфры 
14549 85 77 -кория получились. бъ т же, 



— 209 — 

Въ раземотрфнномь примр% корень рашоналевь и равень 3001403, 

Но сокращенный способъ извлеченя, будучи лишь приблеженнымь, этого 

обларужить не можеть. 

$ 189. Извлечене корней выешихъ степеней. Совершенно такимь 

же образомь, какимь мы нашли правила для извлеченя квадратныхь и 
кубичныхь корней, могуть быть найдены танже правила для извлеченя 

корней высшихь степеней. Для этого должны быть предварительно уста- 

навливаемы правила возвышен!я многочлена въ тавя выспня степени. 

Тажъ, нанр., извлечене корня 5-Й степени изъ многочлена или числа 
должно быть основано на формулВ 

{а 5=а5--5а%5 10452-10453 ба 5, 

которая можеть быть обобщена. дли зозвышеня въ 5-ю степень многочлена 

танъ же, какъ мы въ 8 142 и 167 нашли правила возвышен{я многочлена 
въ квадратъ и кубь. 

При вывод такихь празиль извлеченя. между прочимъ, окажется, 

что при извлечен!и корня 4-й, 5-Й, 6-Й пт. дл. степени изь даннаго числа, 

ето нужно будеть разбивать, начиная оть запятой, на грани соотвфтетвенно 

10 4, по 5, побит. д. цыфръ въ каждой. 

Но такъ какъ извлечеше дВлается тёмь сложнЪе, чфыъ больше нока- 

затель коркя, то въ тЁхь случаяхь, когда этоть показатель число соетав- 

ное, удобнфе замнять одно извлечене корня ибсколькими послфдователь- 

ными извлеченнми на основан ямВющей нозди$е (въ $ 264) быть доказан- 
вою теоремы 106. Такъ, напр., выЪфето того. чтобы произвести извлечеше 
‹ .—_ ^ 
Ув, можно извлечь УИ. иввлечене У можно заиЪиить извлеченёями 

. — з 1 И 
УТУ»; извлечене У № можно замфнить извлеченями УУХ ит. д. 

ТЛАВА ХхШ. 

Ирращюональныя чиела. 

$ 190. Поводы, ведуше вЪ расширенйю поняття о числ. Действие, 

обратное сложеню, состоящее въ отыскати слатаемаго но даннымь сумм 

и другому слагаемому, другими словами, выминаже, становится вылолни- 
мымъ во вофхь случаях только по введеи отрицательные чисель и числа 0. 

ДЬЙств1е, обратное умножению, состоящее въ отыеканн сомножитеня 

по даннымь произведенно и другому сомиожителю, другими словами, 
„Эълене, становится выполнямымъ во везхь случаяхь только по введени 

Зробныхь чисел. 

Съь аналогичнымь явлешемъ мы встр®члежея и при обратрнн дЪйствых 

воавышеня въ степень. Пока весь напть занасъ чисель ограничизаетея 
рашональными числами [ем. $ 138], т.е., относительными (въ случав же 

_Бартовъ. Рувовавотво влгебры. в 
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надобности и абеолютными) цёлыми и дробными числами, дФйств!е обратное 

возвышению въ степень, состоящее въ отыскаши основаня но даннымь 

показателю и значению степени, другими словами, извлечение корня, выпол- 

имо только въ очень немногихь исключательныхь случаяхь [ср. $ 137]. 

'Равнымъ образомъ при томъ же запае$ чисель выполнимо только въ исклю- 

чительныхь случаяхь другое обращен!е возвышен!я въ степень, состоящее 
въ отыскаши показателя степени по даннымь основанно и ея значеню, 
другими словами, такъ называемое логариемированав, суть котораго нояснимь 

слфдующимь принёромъь: 
Отыскаше показателя степени по ся основаню 2 и ея значению 8 есть 

логариемироваще числа 8 по основаню 2, Эту задачу выражаюгь символомъ 

105 8, 
и рышен{е ея должно нисать такъ: 

108: 8=3, 

такь какъ 
23 == 6. 

Вообще задача, состоящая въ отыеканш показателя стенени по давнымь 
основанно ея а и ея значентю Ь, выражается символомъ 

10еВ, 

и ие трудно уб®диться, въ сколь немногихь случаяхь это выражеше, на- 

зываемое логариемомъ, будеть равняться какому-либо рапюнальному 

числу (сказанное дФлается повятнымьъ во рвоей своей полнотВ но введеми 
степеней съ дробными показателями [$$ 240 и 269]}. 

Чтобы едфлать и оба дЪйствйя обратныя возвышению въ степень веегза 

выполнимыми, необходимо поступить вновр такъ же, какъ была достигнута, 
безпрелятетвенная выполиимость вычитая и дфлейя, а имевио, вновь 

раенигряется поняте о числ$, вводятея новыя числа, числа иррацональных 
и мнимыя. 

0 мнимыхь числахь булегь рЪчь поздн®е. Что же касается пррашональ- 
ныхь чивелъ, то для прратональныхь корней [$ 138] могла бы быть развата. 

вполн% поелфдовательная теоря ихъ, совершенно аналогичная изложен- 

нымь нами учешяыъ о числахь отрицательныхь и дробныхь. Избравъ, 
однако, такой нуть, не отличающийся прятомь краткостью и простотою, 
мы должны были бы потомъ особо развить учене объ ирражональныхь 
яотариемахь ни всяый разъ особо разсматривать ирращюнальныя чисза, 
получаюнияея еще иными способами, чёМЪ т, о которыхь была рёчь до 
сихь поръ. 

Но такъ какъ существуеть возможность развит! я общаго ученая объ ирра- 

цюнальныхь чнелахъ, то его мы и преднонглемь въ этой глав учению о кор- 

няхь и логариемахь, которые, какъ только-что было указано, только въ 
неключительныхь случаяхь могуть быть рашональными. 

$191. Ибкоторыя свойства ранюнальныхь чиеель. При построе- 
вн теори иррашюнальныхь чисель намь часто придется ссылаться 5а 
елфдующя свойства рапювальныхь чисель: 
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1. Какь бн мало ни было по абеолютной величин своей нЪкоторое 

данное число, есть безконечное количество чиселъ меньшихъ по абсолютной 

велизинф, чВыъ оно. 
г ое В Бели, напр., дано число <, то меньше его числа =, › при чемь, кан я 

бы велико ни было я, есть веегда еше число ®--1, которое бользие ®, такъ что 
кк 

я <’ 

2. Какое бы чиело ни было дано, всегда есть числа, которыя больше его, 

н числа, которыя меньше его, притомь и тавйя, которыя оть даннато чиела 
отличаются мене, чмь на любое заданное число, канъ бы мало оно ни было. 

Если, напр., а данное число, и в абсолютное число, то числа вида а--а бу- 
дуть больше его, а числа вида в--и меньше его, при чемъ 2 можеть быть одьлано 
меньше всякаго заданнаго числа с, какъ бы мало оно ни было по абсолютной вели- 
чинф своей. 

3. Есть безковечное количество таких чисель, заключающихь между 
в0бою н%которое данное число, разность между которыми меньше любого 

заданиато числа, какъ бы мало оно ни было по евоей абеолютной величин. 

4. Между каждыми двумя ращональными числами существуеть без- 
конечиое количество рашональныхь же чиселъ. 

Если, напр., даны рыпональныя числа аи фи @>Ъ, то БсявЙ разъ, когда 
а аъ? мы прибавимь вл В чиело, которое меньше а—®, папр., 5”, ^^, 5 (а); 

а—5 “=, гдь >1, мы получим число, которое заниючается между о и В, навъ бы 

мало ни отличалиеь другъ отъ друга а и 5. 

$ 192. Нрямая чисель. Въ какой степени съ каждымъ новымъ расши- 
решемь понямя о числ увеличивается запась чисель, это можеть быть 

наглядно изображево слфдующимь образомъ. 

Взявь произвольную линейную мЪру т, будемъ откладывать ее на 

неотраниченной прямой Т отъ нфкоторой точки 0. Такъ мы пслучимъ точки, 
равстоянйя которыхъ оть 0 будуть равны 1, 8, 3 и т. д. такимь мбрамъ. 

Назвавъ эти точин тЪми же чиелами 1, 2, 3 ит. д., будемъ называть ижъ 

точками, соотвФтствующими этимъ числамъ. На прямой Г мы только ихь 

разстоявя оть 0 в будемь въ состоя выразить при помощи избранЕой 

уВры и, пока мы обладземъ только запасомъ абсолютныхь цвлыхь чисень. 

Разстоян1я же остальныхь точекь прямой Г мы этими средствами выразить 

не можемь. 
4 
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п 

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 

Есши же мы отложимъ иВру т одинь и второй и тремй разъ ит. в. 

но прямой И, начиная оть 0, и въ противоположную сторону, то, для 

указаня длины получающихся при этомь лин, мы можемь концы отрз- 

ковъ, откладываемыхь въ одну сторону, напр., вправо, обозначить числами 
3, 2, +3 т. д., а концы отрЁзковъ, откладываемыхь въ другую сторону, 

числами —1, —9, —8, 4 ит. д. Эти коицы и будемь называть точками, 
соотвЪтствующими упомянутымь положительнымъ и отрицательнымь чис- 

ламъ. При еравнеши прямыхь Е и 11 видно, что число точекъ, разстоящя 

которыхъ оть 0 могуть быть выражены при помощи мфры т, удваивается 

по внеден!и отрицательныхь чисель (и по сопряженной съ этимь замфи$ 
абсолютныхь чисель положительными). Прямая И показываеть при этомъ, 

какъ рёдко и но введеши отрицательныхь чисель размФщены ва вей т8 
точки, разстоянёя которыхъ оть 0 могуть быть выражены всею совожун- 
ностью относительныхь чисель. Между каждыми двумя изъ этихъ точекъ 
есть еще безчисленное миожество таких, которыхь разстоявя оть 0 ука- 

занными средствами опредфлены быть не мотуть. - 

Посл введевшя дробей положительныхь и отрицательныхь количество 

точекъ на прямой, разстояня которыхь оть 0 могуть быть зыражевы при 

помощи ифры т и всего запаса чиеель, состоящего изъ всей совокупности 
этихь новыхь чисель {дробныхь) вмБотВ съ прежними (иблыми), увеличи- 

вается вЪ безконечиое число разъ. И для надобностей обыденной жизни 

этого запаса чисеть оказывается вполнЪ доотаточинмь: ва столько густо 
оказывается теперь прямая усзянною такими точками, разетояяйя которыхъ 
оть 0 могугь быть выражены при помощи избранной произвольной м8ёры и 
упомякутато запаса чисель, что на первый взглядъ можеть показаться, что 

теперь всякой точкф прямой соотвфтетвуеть которое-либо изъ чисель всего 

запаса чисель относительныхь, ифлыхь и дробныхь, друтинн словами, 

которое-либо изъ чисель снетемы зымь совокупности, вето раплоналиныхь 

чисель, которую для краткости будежь пезывать системою В. 

Построизь, однако, какь въ $ 138, разнобехренвый прямоугольный 
треутольникъ съ катетами равными ифр$ т, мы получимъ въ немь гипоте- 
нузу, длина которой м6рою т при помощи какого бы то ни было ращональ- 

нато числа выражена быть не можеть. Отложивь эту гипотенузу на вашей 

прямой оть точки 0 вправо или влво, мы въ каждомъ изъ этихь случаевъ 
нолучимъ по точь, которой разстояе оть 0 при помощи м$ры т также 

ин одним изъ чисель системы В выражено быть не можеть. 

И какъ указано было въ 8 188, геометря учить строить на прямой 
безчисленное множество точекъ такого же свойства, т. е. такихь, для выра- 
женя разетоянй которыхъ оть 0 при помощи одной и той же мёры, про- 
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извольно разъ избранной, совокунноети вефхь рашональныхь чисель 

недостаточно. 

Прямая съ изображен4емьъ на ней запаса (ве 

щественныхь [$ 139]} чиселъ, все увеличивающа- 

тося съ каждымь новымъ расширен{емъ конят{я 
о числ, называется прлмою чиселъ. 

$ 193. НМепрерывноеть и яррашональныя чиела. Движев!е точки, 

а вмвстб съ твыъ и путь, который ова описываеть (или оставляемый ею 

етВдъ, который мы себ мысление предетавляемъ), мы не можемь себ пред“ 

ставить иначе, какь непрерывными. Поэтому, если мы предноложимь, что 
по раземотр иной въ предыдущемь параграф прямой движется вь какомъ- 

либо направлен! и, напр., слЪва вправо, точка, то, пройдя какое-либо раз- 

стояще, она должна будеть перебывать вь каждой изъ точекь, находящихся 

па этомь разстояни, слфдовательно, и въ такихь, разстояня которыхь 
оть 0 выражаются рашональными чиеламн, и въ такихъ, разстояв1я кото- 

рыхь оть 0 могуть быть выражены только ирращональными числами. 

Слфдовательно, для того, чтобы имфть зацасъ чиселъ, соотвЪтствующий 

непрерывности прямой и даюцй возможность точио выразить разстоянте 

каждыхь двухь точекъ ея друг® оть друга (такъ канъ каждая точка прямой 
можеть быть избрана точкаю 0), необходимо дополнить систему чисель ра- 

‘тональныхь еще числами иррацючальными, друтимн словами расширить 
ве до системы чисель вещественныхе, которая соетоить изъ веБхъ ращюналь- 

ныхь и иррашолальныхь чисель выфст%, и которую для краткости будемъ 

обозначать греческою буквою Р. 

Создавемь елстемы чисель вещественныхь запасъ чисель доводится 

до той полноты и ло того совершенства, что дфлается возможнымь точное 
выражене въ числахъ каждой сплоганой [5 1] величины (нанр., при равно- 

ускоренномъ движеши времени по даннымь пути н ускорен!ю или нлощади 

правильнаго треугольника по данной сторон и т. д.). 

$ 194. Иеходнан точка общей торм ирраонольлыхь  чнееть. 

Всякая прямая можеть быть раздьлена на двЪ части въ каждой изъ ея 

точекъ, слдовательно и прямая чисель—-какь въ точк®, соотвфтству- 

ющей ращональному числу, такъ и въ точкВ, соотвуствующей ирраню- 

нахьному числу. Лослв такого раздфлешя прямой вс точки ея, сяЪдо- 

вательно, в точки, соотвфтотвуюния раззональнымь числамъ, окажутся 
раздёненными на два класса, на классь точенъ, лежащихь влёво оть 
точки двленя, и на классь точекъ, лежащихь вправо оть точки дленя. 

При этомь каждая точка 1 класса лежить лЪьфе каждой изъ точекъ 

П класса, такъ что разстояве каждой точки 1 класев оть © выражается 

числомъ меньшимъ, чЁмь разетояне оть 0 каждой точки НЙ класса. 
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Раздълене системы ращональныхь чисель на два класса, соотвфтствую- 

щее раздфленцю на дв части прямой въ любой изъ точен ея, послужило 

однимь изъ способовъ введен!я и опредфлен!я въ общемъ видф иррашюналь- 

ныхъ чисель *), который мы ниже и излатаемъ. 

$ 195. Поляне о сфчени. 

Онредленю. Разд лен!е всей совокупности ра- 

ц1ональпыхьъ чисель на так1я двф части или тд- 

к1е два класса Аи 4’, что каждое число области 4 

{которую иззовемъ нижней) меньше каждаго изъ 

чиселъ области 4’ (которую иззовемъ верхней), 

называется св чен1емъ въ области рац:онать- 

выхъ чиселъ. 

Для обовначен1я же такого сфчен{я прим 5- 

няется символ 4/4“. 

Натакы двф части можно область ратональныхь чисель или систему 

В нодраздьлить любымь рашональнымь числомъ, вапр., какь въ $ 160, 

чиеломъ 7. Въ такомъ случа къ первому классу-нижней области нужно 

будеть отнести всф рашюональныя числа, которыя меньше 7, и ко второму 

классу верхней области—вс ращюнальныя числа, которыя больше 7. 

Число же 7 можеть или занять 060бое положеще и составить одно само 
по себЪ трет класеъ или же быть отнесеннымь мь 1 классу, какъ наиболь- 

тее изъ чисель этой нижней области, или ко И классу, какъ наименьшее 
изь чисеть этой верхней области. 

Въ первомъ случа? не будеть ни въ нижней области наибольшато числа 

ни вБ верхней наименьшаго, ибо, какь бы мало ни отличалось отъ 7 какое- 

либо число первато класса, между нимь и числомъ 7 есть вое-тани всегда 
еще числа [сы. и. 4 въ $ 191], такъ же какъ между 7 и всянимь числомъ 
второго класса, какъ бы мало пи отличалось оть 7 и это последнее. 

Если же сфчеве произвести подраздёленемь вофхь рашональныхь 

чисель только на два класса, то во второмъ класс не будеть наименьшато 
числа нъ томъ случа, когда число 7 будеть отнесено къ первому классу, 
и вь первомъ клаесв не будетъ наибольшаго числа въ томь случа, когда 
число 7 будеть отнесено ко второму классу. . 

НоенЪ этого примфра будегь понятно введеше слфдунищихь оборозовь 
рЬчи и обозначевуй: 

Эпредленю, Про рац!ональное число, дф лящее 

вс% остальныя рацтональных числа на нижнюю 
в верхнюю области (т.е. такое, которое само больше каждато 
числа нижней области и мекыше каждалмо числа верхней облаети, или та- 

*) Этоть способ обосиовашя общаго учешя объ иррацональныхь числах 
придумань Рихафдомъ Дедекиндомъ (1872 т.). 
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кое, которое является наибольшимъ числомъ нижней области иля наимень- 

шимъ чиеломь верхней области) говорятт, что имъ произ- 

ведено с ченте, или что оно нроизводить сЖче 

н1е, или что оно соотв $ тетвуетъ произведенному 
зЪчентю *). 

Опредёлоне. Для обозначен{я числа, которымъ 
произведено раздфлен:е совокупности рацто- 
нальныхъ чисель на нижнюю я верхнюю обтасти 
4 ид’, служить снымволь (4, 4). 

Такъ равенетвомъ 

7=(4, 4) 
указывается, кая ращовальныя числа принодлежать кь классу 4 и кз- 
«я къ класеу А’. 

Равенствомъ 

0=(№, Р) 
указывается, что сфчен произведено числомьъ 0, и что, сл®ловательно, № 

означаеть совокупность веёхь отрицательныхь ращональныхь чисель в 
Р совокупность воВхъ положительныхь разюнальныхь чиеелъ (Въ случа5 

раздълевия системы В на два только класса 0 могь бы быть отнесенъ какь 

къ классу М, такь п къ классу Р). 

Случается инохда, чго сВчене производится только въ области абсолют- 
ныхь ращональныхь чисель. 

При такомь условйи равенство 

1=(0, 9) 
имфло бы тогь смыелъ, что сЪченйе произведено абеолютнымьъ чиеломь 1, 

и что © есть совокупность воЪхь абсолютныхь правильныхь дробей, а 09° 

совокупность веёхъ абсолюгныхь неправильныхь дробей (Туть, въ случаЪ 

‚отдачи предиочтеня раздЪлен!ю совокунности ращональныхь чиселъ только 

на два класса, число 1 могло бы быть отнесено какъ къ нижней области ©, 

так и вь верхней области 0’). 

$ 196. Сущеетвоване ефченй, которымь не соотв тетвуеть ин одно 
изъ ращональныхь чисеть. Не трудво убёдиться, что возможно безко- 

нечиое количество и такихь сфченй, которыя не мотуть быть произведены 
рацюнальными числами. 

Есля мы, напр., всю совокупность рапональныхь чисель раздблимъ 
на два класса такъ, что въ верхней области окажутся воз положительныя 

числа, которыхъ квадраты больше 2, въ нижней же вс остальныя чиела, 
то такое подраздълеве составить сЪчете. ДЪйствительно упоманутымь 
усломемь кождому ращшональному числу указано мЪето или въ нижней 

* Выьсто «еъчеше въ обльти рыпональныхь чисель мы будешь чето 
товорить просто «офченфе». 
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области или въ верхней: въ нижней вевмъ отрицательнымь числамъ, нулю. 

и вебмь тёмь положительнымь числамь, которыхь квадраты меньше 2, 

въ верхней вобмь тЬмЪ положительнымь числамъ, которыхь квадраты 

больше 2, при чемъ разиъщены будуть по этимъ областямъ вс положитель- 

ныя ращональныя числа, такъ какь квадрать казждаго такого числа непро- 
м6нно будегь или больше 2 или меньше 2. 

Но упомянутое еБчен®ю не можеть быть произведено рашовальнымь. 

числомъ, ибо, какь мы уже видфли въ $ 138, нЪть такого ращюнальнаго- 

чиела, котораго квадрать разенъ э, слёдовательно, и нфть ращональнаго 
числа, которое одно само но себф образовало бы трет клаесъ въ облаети. 

ращовальныхь чисель, будучи чнеломъ, которое меньше каждатго числа 

верхней области и больше каждаго числа нижней области, 

Что разсмотрённое сфчене не производится рацюнальнымь числомъ, 

можеть быть доказано еще и такъ: 
При ефченши, производимомъ рашональнымь числомь, это послфднее 

можеть быть отиесено или наибольшимь къ нижией области или наимень- 
шимь кь верхней. Допустимъ, что въ разсмотрёниомъ сфчени въ нижней 

области есть такое накбольшее число, и назовемъ его а. Тажь какъ къ этой 
области должны принадлежать и числа положительныя, но таюя, которыхь 
квадраты меньше 2, то и а должно быть положительнымь чноломъ и отноеи- 
тельно его должно оетаваться справедливымь уелоше: 

<, 

которое можеть быть выражено тавже въ форм 

в 6=8, 

тдф з должно обозначать нфкоторое положительное число [$ 48]. 

г 1 
Если мы кь этому числу а прибавимь — и сумму а-- — возвысимъ въ 

п п 
квардрать, то получинъ 

Какь бы мазо ни быпо &, всегда можно число п выбрать такимь боль- 
28 1 

шимъ, чю =+ я будеть меньше =, слфдовательно, аа + 2 вши, то то 
в ж- -- 

1\2 

зке самое, (+ 3) меньше 2. 

1 
Такъ оказывается, что и число а „’ хотя оно и больше а, припадле- 

жить мЪ нижней области, и что, слёдовательно, допущен, что есть н®кото- 
рое иаибольшее число а средн чисель этой области, невозможно. 

„о Депустимь телерь, что въ разенотрьниомъ сЪчени въ верхней области 
есть ванменьшее число, и назовемь его а”. Относительно его, какь и отноеи- 
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тельно каждаго другого числа, принадлежащаго къ этой области, должно 
оставаться слраведливымъ услове: 

">28, 

которое можеть быть выражено также въ форм 

42-1 

или въ форм 

а”—щ=а, 

означающихь какъ та, такь и друтая, что а” на 3} больше 2 [$ 48] 

1 
Возвысивъ въ квадрать разность а — ‚ гдё т> 0, мы получаемъ. 

т 

24" 1 „1 1 
ре (=). 

т т ть т 

Какъ бы мало ни было положительное число 1, всегда можно число т 

1 
выбрать такимъ большимь, что разность 2а’— —-будеть положительною. 

т 

1 3 
и произведен е == >) меньше у), слдовательно, 

12 
(- =) >3*). 

ш/ 

: 
Такъ оказывается, что и число &’—— привадлежить къ верхней области, 

т 
хотя оно и меньше а’, и что, слёдовательно, допущеше, что есть нфкоторое 

наименьшее число а’ среди чисеть этой области, также невозможно. 

Итакь, нть рашональнаго числа, соотв техвующаго раземотр®ниому 

офчению, т.е. такого, которымь бы можио было считать произведенныиь 
это офчеше. 

И такихь примфровъ, какъ разсмотрённый, можио привести, сколько. 

утодно. 

=) Если мы нзъ неравенетна 
2 в" 2-1 — вычтешь 

неразенство 1) < т Е 
> получаемъ: 

иди ( — .)> 2. 
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$ 197. Введеше иррацональныхь чиееть поередотвомь сбченй. 

*Гамъ, что существують ефчентя. котооыя не могуть быть произведены 

рашюональными числами, вновь подтверждается несовершенство системы В 

рашональныхь чисель, требующее дополневя ея иррацюнальными числами 

и созданя этимъ способомъ спетемы Р вещественныхь чисеть. 

Только послждняя можеть быть названа непрерывною, такъ какъ обла- 

даеть тёмъ вовершенотвомъ и тою полнотою, которыя необходимы для в0з- 
можноети выраженя въ числахъ каждой сплошной величины [$ 193]. 

Общий же еноеобъ введешя иррашональныхь чиеелъ соотоить БЪ 

елВдующемь; 

Всяк:й разъ, корда предъ нами окажется та- 

кое сфченте, которому ни одно изъ рацтональ- 

выхь чисель не соотвфтетвуетт, мы создаемь 
новое, инррац!ональное число, которое считаемъ 
виолн$ опред леннымъ посредетвоме этого с5- 

чентя. 

Тавъ въ примЪрЪ, раземотрфиномь въ предыдущемь параграф, мы 

вводимь иррашональное число, которое считаемь опредфлениымь поеред- 
ствомь произведеннаго тамь сфчешя и которое мы можемь обозначить 

сямволомь У 2 потой причинф, что квадрать его равняется 2, каКЪ это видно 
на основанш теоремы доказываеной въ $ 289. 

Фиредфлешя. Съчент:е, произведенное рац{ональ 
нымъ чиесломъ, и само называется рац1ональнымъ. 

Если же нфтъь рац1ональнаго числа, соотвьт- 
ствую щаго произведенному еб чен1ю, то с ченте 
называется иррац!ональнымъ. 

$ 198. Отличительные иризнаки рапональнаго м иррашенальнаго 
эфчешя. 

А. Если, производя сфчеше, подразд®лять веБ ращональныя чнеза во 

вефхь случаяхь только низ два класса, то различие между 

рашональнымь и иррашональнымь сфченемь будехь состоять въ сяЪдук- 

щемъ: 

С чен1е рац{онально, если въ нижней области 

зеть наибольшее число или въ верхней наимевь- 
шее. 

Офчен:е иррацтонально если въ нижней 
области иъть наибольшаго числа и въ 10 же 
врема въ верхней области нфтъ наименьшаго. 
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Равсмотрённые въ 8 160 и 182 ряды приближенныхь значенй пррац1о- 
нальныхь корней наглядно поясняють упомянутое только-что свойетво 
ирращональнаго сфчешя. Представляя себЪ эти корне опрех®ленными 

посредетвомь сфченш, мы видимь слёдующее: 

1) Вь этихь рядахъ приближенныя съ недостаткомь значеня вс при- 

надлежать къ нижней области сВчетя, приближенныя же сь избыткомъ 

значеня всф принадлежать къ верхней его области. 
2) Значеня перваго ряда все увеличиваются, по такимъь образомъ, 

зто средн нихь никогда не оказывается наибольшаго (такъ какь за каждым 

полученнымь значешемь всегда слФдуеть еще одно, которое больше его 
или равно ему), звачен!я же второго ряда все уменьшаются, по такимъ обра- 
зомъ, что среди нихъ никогда не оказывается панменьшаго (такъ накъ за 
наждымь полученнымь такимь значешемь слёдуеть всегда еще одно, кото- 
рое меньше его или равио ему). 

3) При этомь важно обратить вниман?е на то, что числа этихъ рядовъ 

въ коннв концовь такъ друть къ другу приближаются, что всегда можеть 

быть найдено по такому числу въ каждомъ изъ рядовъ, что разность между 
ними будеть меньше всякаго заданнаго числа $, накъ бы мало оно ни было 
по абсолютной величинв сроей. 

Б. Если же при обравовани сченфя допускать подраздьлен!е веЪхь 

ращональныхь чисоль и на три класса, то возможность 
получен1я ве% хъ трехъ классовуъ есть признакъ 
рац1ональнаго сЪфченуя, возможность же полу- 

чен1я только двухъ—признавкъ сфчен!я ирра- 

ц{ональнаго. 

$ 199. Важное евойетво всякаго сфчешя. 

Теорема. Въ нижней и верхней областях сВче- 

и: я всегда можно найти по такому числу, ччо раз- 
вость между ними будетъ меньше всякаго задан- 
ного числа в, какъбы мало оно нибыло но абсолю т- 
ной величин своей, 

Утверждаемая истииз должна быть справедлива потому, что ока веть 

непосредствениое слЪдетые изъ свойствь ращональныхь чисель, упомя- 
нутыхь въ пи. Зи 4 $ 191. 

Но доказательство теоремы можеть состоять также въ указащи спо- 

оба, какъ можио найти тая числа аи в’ въ классахь 4 и 4’ сфчешя 4/4”, 
чтобы было 

а«—в<. 

Для этого достаточно поступить так: 

зычесть любое чиспо а, нижией области изъ зюбого чиена а,’ вархней 

области, разность а,’ ограздфхить на такое большое число я, чобы чает“ 



ное *, которое назовемъ 8, было меньше е, образовать рядъ чисель 
ъ 

чрез прибавлене къ а, чиселъ 6, 28, 38,..., (и—1) 8 и, нановець, распре- 

дфлить числа этого ряда но класезмь 4 и Д'. 

Тотда должиы оказаться изъ этижь чиселъ два смежныхь, напр., а,-- 
и а,-&-18, такого свойства, что одно будеть принадлежать къ классу 4, 

другое къ клаесу 4’. Назвавъ нхъ ви а’, мыи будемъ имфть дЪйствительно: 

в-—в=8 
8<= 

слбдовательно: а'—а<=.” 

8 200. Онредвлене поередетвомъ сфчешя велрахо вощественнаго 

чиела. Во воёхь случаяхь, которые мы разематривахи до сихь поръ, ра- 
пюональное сфчеше производилось данныме числомъ. Но можеть и, наобо- 

роть, ратюнальное число быть опредёляемо сфченемъ. 

Пояеснимь это нанпростЫйтимь примфромъ. 
Раздёламь всф рацюнальныя числа на два класса сяБдующимь обра- 

зомъ: вь одномъ помфетимъ вс числа, которыхъ преизведеше на 3 будеть 

болыше 15, въ другомь всф остальныя. Такое подравдфлеще составляеть 

сБчен!е, такъ какъ упомянутымь усповемъ каждому рацюнальному числу 

‘указано мВето или въ нижней области, или въ верхней. Переходя по порядку 

{слъва вправо по прямой чиселъ) оть одного рацюнальчаго числа къ дру- 

тому и иредставляя себЪ каждое изъ нихъ умноженныму на 3, мы получимъ 

сначала всЪ отрицательныя числа, затмь 0 (такь какъ 0. 3==0) и затВмъ 

положительныя числа, сначала тая, которыхь произведевя на 8 меньше 
15, и накомець, число, которатго произведенае на 3 равно 15, т. е, число 5. 

Имь закончатся числа Т класса, нижней области, А затЪмь уже будуть 
получаться числа болышя, чёмъ 5, которыхь произведещя на 3 будуть 

больше 15 и которыя поэтому нужно будеть номфетить во П класе$, верхней 
области. 

'Изъ произведеннаго обзора нидно, что въ Е класс оказалось нёкоторое 
наибольшее число, а именко 5. При ичомь же порядк® обзора (справа. 
вафво по прямой чиселъ) оно могле бы быть также получено ваммевынимт 

въ верхней области, и еще при нномъ также какъ число, образующее 

одно само но себ трей клаоссъ. 

Сльдовательно, 5 воть чиело, соотвзтотвующее произведенному 6%- 
ценю. И можно также сказать, что этльмь сплещемь опреотлено число 5. 

Сопоетавляя опредфлене сфчешемь радюнальнатго числа съ опред- 

лешемь такимь же образомь чиела ирращюнальнато, мы ихь можемъ 

охарактеризовать такъ: 

Фпредблене, Если сфчен!е произведено и оказынаетея, что есть ра- 
шоналЛЬное число, соотвфтетвующее ему, то говорять, что этимъ сфчешемь 
опредьляется это рашюнальное число. 
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Сиособъ введевн нрурацюнальвыхь чисегь. Если сфчене произведено 

я оказывается, что ифть ращюнальнаго ‘числа, соотаЪтетвующаго ему, 
то сфченемь опредвляется ирраовальное чиело. 

Слёдетвю. Веякимъ еБчен1емъ опред ляется кз- 

кое-либо вещественное число. 

$ 201, Отрицательных пррашовальныя числа. Если въ нижней 

области сЪченя имфюлся воложительныя чиела, то верхняя должна с0- 

стоять исключительно изъ положительныхь чисель, и потому сфченше 
такого рода можно было бы назвать находящимся ереди положительныхь 

чисель. Если же въ верхней области сфчея имфются отрицательныя 

числа, то нижняя должна состоять исключительно изъ отрицательныхь 
чисель, и такое сфчен!е можно было бы назвать находящимся среди отри- 

пательныхь чисель. Сфченемъ перваго рода можеть быть опредвлено 
только положительное число, сзченемь же нослёдняго Рода только отрица- 

тельное число, если сЪчешя ращональны. Нонвъ томъ случа, когда, сВче- 

Чемъ опредляется вррацюнальное чиело, естественно это число въ первомъ 

случаЪ считать положительнымь, въ послФанемь отрицательнымь, такь 

какь иначе получились бы противорёщя и нееообразпости. 

Въ послфдующемъ будеть постепенно выяеняться, что вводимыя такимъ 

образомъ отрипательныя ирраональныя числа обладають вефми отличи- 

‘тельными свойствами отрицательныхь чисель ращюнальныхь. 
Вводя же отрицательныя иррашюнальныя числа, мы теперь посту- 

паемь такимь же образомь, какъ мы поступали и прежде нфоколько разъ 
и вакъ мы въ аналогичныхь случаяхь будемь поступать и впредь, а именно, 
мы придаемъ, поскольку это возможно, вновь вводямымъ числамъ качества, 
какими обладають числа, существовавиия до этого, и доетитаемь этого 
мъ, что принимаемь извфетныя теоремы, выражающия основныя качества 

имфешихся уже чиселъ, за опредфленя для новыхь чисель. Такь ыы, 

формулируя теперь признакь того, положительно ли или отрицательно 
вещественное число, одиовременно этимь выразимь ифкоторую теорему 

«которая есть слдетые изь предыдущихь опредфлей я теоремъ) для 

разчональныхь чисель и соотвётотвующее опредфлеше для иррановаль- 

ныхь чисель. 

Фпредблене (зля пррашональныхь чисель) и слфдетые (для ра- 

гональныхь чисель). Вещественное число, опредф ляе- 

мое с чентемъ, положительно, если 6 принадле- 

житъ къ его нижней обнасти, и отрицательно, 

если 0 принадлежит къ его верхней области. 

$ 202, Общее опредьзене нрращональнаго  чиешв. При ломони 

понямя ю сфчени можеть быть дано опредфлеве ирращовальнато чвсла 

вь самомь общенъ видф, одинаково относящееся ко всякому иррашональ- 

ному чпелу, накото бы проясхождея оно ни было. 
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ФОпредфленю, Иррац1ональнымх называется число, 

опредфлаяемое такимъ ефчев1емтъ, которому не 

соотв $ тетвуеть ни одно изъ рац1ональныхь чи- 
селе. 

$ 208. Введене иЪжоторыхь обозначенй. Для удобства предпошлемъ. 
предстоящимь разсуждеямъ небольшой обзоръь обозначей, которыми 

мы будемь пользоваться и нкоторыми изъ которыхь мы уже пользованись. 
При обозначени слмволомъ 4/А’ сфченя въ области ратональныхъ. 

чисенъ иредъ чертою всегда ставится буква, обозначающая нижнюю область. 

послЪ черты буква, обозначающая верхнюю область. 

Нижвяя область называется также Т класеомъ, верлияя П клаесомъ. 
Опредфляемое сёчешемь 4/А’ число, которое мы уже условились 

обозначать слыволомь (4, 4”), мы будемъ называть малою греческою 

буквою, соотифтетвующею латинекой въ этомь символ$, если для обозна- 

ченая областей будеть нримфняться одна в та же буква. Такъ, мы будемъ 

буквами а, В, и обозначать числа, опредфлаемыя сфчешяыи 4/4’, В/В', 
М/М' к сообразно съ этимъ писать: 

а=(4, 4’) 
в=(в, в) 
в= (м, М) 

ит. и. 

Числа, принадлежация къ нижней или верхней области сБчешя, мы 

будемь обозначать малыми латинекими буквами однонменными съ тми, 
которыми обозначаютея облаети, енабжая букву черточкою на верху для 

обозначеня верхней области въ отличе ость нижней. Тань, буквы а, Ъ, ж 
должеы будуть обозначать произвольныя числа клаесовь 4,В,М, знаки же 

в’, ’, т’ произвольныя числа классовъ 4’, В’, М’. Если понадобятся 
обозначеня для нзеколькихъ чисель одного м того же класса, то мы будемъ 
т же буквы снабжать указателями, Такъ, напр. 6, 6, ..., $, будуть раз- 

личиыя числа класса В, ми’, то’, .., т„--различныя числа класса М’. 

$ 204. Раепроетранеше на иррадюнальвныя числа понят о резенств®. 
я меравенствЪ. При введени иррашональныхь чиседь путемь евченй 

каждому изъ нихь вмЪотё съ тёмь указывается мото средв ратональ- 
ныхь чиселъ. Потому естественно ввести поняме о сравнени ихъ съ ра- 
зюнальными числами сзфлующимь образомъ: 

Фпредфленю 1. Ирран!ональное чиело, опредф- 

ляемое свчемтемь 4/4’, должно считать больше 
каждаго чисна класса 4 и меньше каждаго числа 
класса 4*. 

Сл®довательно, неравеметво 

а<а<а’ 
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остается въ сил® для всякато числа а класса А и для веякаго чиела а” 
класса 4’, какое бы вещественное число а ни опредфлялось сбчевемъ 4/4’. 

Далфе яено, что равенство двухъ ирращювальныхь чисель должно. 
понимать слёдующимь образомъ: ^ 

Фпредвлене 2. Два иррацональныхьъ числа равны, 

если они опредфляются тождественпными сЪче- 
н1 ями. 

Если, напр., произведены сфяетя 4/А’ и В/В’, опреджляюния числа 

аиВ, п всф числа класса А ТЁ же, ато и числа нлаеса В, и ве числа 

класса А’тЪ же, что п числа класса В’, то 

а=В. 

При этомъ важно замфтить, что вели окажутся тождественными классы 
Аи В, то должны быть тождественными также классы 4’и В’, такъ какь 

4 и 4’ выбстЬ составляють всю совонуниость ращюнальныхь чисель и 

Вл В’ также. Равнымъ образомъ, если обЪ верх я области 4’ и В’ ока- 
жутся тождественными, то должны быть тождественными также и ижЕя 
области А и В. 

Сафдетые. Рашопальное и иррацюнальное число не мотуть быть 

равными другъ другу. 

Прамбчане. 

Вообще новыя числа, вводимыя посмь велкаго моваго фасширенся 

понятия о числ, не могуть быть равными прежнимь: отрицательное 

число никогда не можеть равняться положительному, дробное ни- 

когда чльюму. ирремональное никогда разйональному, мнимое (какь 

мы ото 06060 еще разсмотримъ впосльдетви) никогда вещественному. 

Помьщениымь здесь чертежемь наглядно поясняется, въ кавомь 
смыелв силою вещей указывается называть одно пррашональное число 

болыше или меньше друтого. Прямыя Т и 1: изображають повторенную 

прямую чисель. Нересбкающая ихъ вертикальная прямая, нроведенная 
пунктиромь, служить для указаня точки, изображающей на обфихь пря- 

мыхь одно и то же рашональное число 9. Наконець, на прямой 1 изобра- 
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жена точка, соотвфтствующая врращональному (пли же и рашональному) 

числу а, опредфленному сфчешемь А/А’, а на прямой П точка, соотвфт- 

ствующая иррашональному (илн же н рашональному} чисяу 8, опредлен- 

ному сфчешемь В/В’. 

Опредлеше 3. Изьъдвухъ иррац1ональныхъ чиселт, 

опредБ ленных сфчен1ями, то меньше, въ верх 

ней области котораго есть рац{ональное число, 
встр 5 чающееся также въ нижней области дру- 

гого. 

Сибдетью. Изъ двухъ иррац1ональныхъ чиселъ, 

опред ленных ефчен1ями, то больше, въ няжней 

области которато есть рац1ональное число, 

эзстр&чающееся также въ верхней области дру 
того. 

Суть дла, заключающаяся въ этомъ опредфлеши и слфдотьи изъ 

него, можеть быть выражена слёдующимь образомь въ знакахъ: 

а<9 

958 
&<В 

В>9 
9>4 
8>а*). 

Иримфчаню. Если сравниваются между собою два числа, опред®- 
ленных сфченями, и окажется, что нЪть ни одного ращональнаго числа, 

принадлежащатго къ нижней области одного изъ нихь и одновременно 
къ верхней области друтого, 10 офчетя должны быть тождественны и 

нотому опредфленныя ими числа равны. Если же окажется, что наименьнтее 

изъ чисель верхней области перваго есть накъ разъ наибольшее изъ чисель 
нижней области второго, то въ такомъ случа, на основаши свойствь ра- 

*) Передъ этими нерввеиствами и между ними должно подразумфвать сл» 
дуюция слова: 

Мы опредфляемъ и варедь на основан м этого опредълен:я будемъ зашлю- 

зачь такъ; 

если а < 9 
и 958 
0 а<8 
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‘цзональнато сфчещя, также слфдуеть, чго 008 еБченя тождественны и 

хпредфляють одно и то же рашональное число (сказанное наглядно ио- 
яевяегся перенесешемь точки а вправо или точки В вяво въ посллнемь 
чертеж). 

$ 205. Теорема. Если а. В н 1 иррашеональныя числа и 

а>8 

В>Т, 
зо 

#> 

Док. 

, 

ТА : а А’ 
гл : А 

1 ' Е 
р ! : в 
‚ 

`й 8 
' : 

(атобы придать доказательству бблышую наглядность, повторимъ въ нф- 
сколько измнеиномъ видф послфдЫЙ чертежь я дополнниъ его еше третьею 
прямою для изображен:я иррыиональнаго числа у м вертикальною прамою, 
‘указызактрею м®ото рышональнаго числа В ва воЪхъ трехъ прямыжь, который 

должны изображать каждая прямую чиселъ). 

Но опредфленню неравенства ипррацюнальныхь чисель я будеть 

больше В въ томь случав, если есть рашональное чиело, нанр., у, 
которое меныше &, но больше В. Равнымъ образомь В будеть больше 7 

въ томъ случа, если ееть рашюнальное число, напр., #, которое меньше 
В, но больше 1. Ся$довательно, ваши предположенн равлосильны нера- 
венетнамъ: 

а>5>8 
8>А>т. 

Изь этихь неравенствъ видно, что # привадлежить къ нижней области В 

оЪченфя, опредфляющего 8 а укь его верхней области В”, и что, елёдова- 

тельно, 

9>й. 

Баряорь. Руковоетьо зятебры. 15 
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Но изь т5хь же неравенств видно, что 9 есть чиело нижией облаетн А 

сФчешя, опредфляющаго а. а № чиело верхией области С’ ефчешя, опре- 

двляющаго 1. А такъ вакъ #>й, то и подвьно № должио привадлежать 

къ области 4, а дкъ области С”. Сябдовательно, пуи Я (а зыфеть сь ними 

и вс рацюнальныя числа между ними) принадлежать кь обфимъ упомя- 
вутымъ областямъ, изъ чего мы, по опредфленю 3 въ 8 204, и заключаемь, 

что 
&>7. 

НримЪчане. Такъ оказывается, что н для яррашональныхь чисель. 

остается въ скзЪ теорема УН [8 51|. 

Фиредвлене. Если а. В н 1 вещественныя числа и 

в>8>1 
(или, что то же самое. 1<В< а), то число В называется заключеннымь 
между ап т. 

$ 206. Фчень важный признакъ равенетва вещественныхь зиселт,. 

Часто бываеть очень удобно заключить о равенств® вещественныхъ, въ оси- 

бенности ирратщюнальныхь, чисель при посредств® елёдующаго предло- 
женя: 

Теорема. Два исщественныя чисза равиы, если 
существують одинаковыя для обонхъ, закяю- 

чающ1я ихъ между собою рацлональныхя чиела 

такого свойства, что разность между ними мо- 
жет быть сд лана меньше всяЕкзто заданнаго 

тисла =, какъ бы мало оно ни было по абеолютной 
величин своей (т.е. такого свойства, что всегда можеть быть 
найдено по чиелу изъ верхней н изъ инжней области, разность между ко- 

торыми будеть меньше всякаго заданнаго числа е). 

Предп. а н а’ рашопальпыя числа такого свойства, что 

аЗа<а’ 
<< а 

и что можно сдблать 

а— ве. 

какъ бы знело е ви было мало до абсолютной величинЪ своей. 

Утв. 

Док. (оть противнато) *). 

*) Опредълене. Доказательствомъ отъ противнато 
называется такое, которымъ равъяеняется, что не. 
возможно противоположное тому, что утверждается. 

Въ $ 196 уже былъ примфнеюъ этоть способъ доказательства. 
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Донуетимь, что а не равняется 8, а больше В или мешьше 8. Въ пе.- 

вомъ случаВ на основаши предположен1я мы имфли бы 

а3в<а«<и. 

По опредвлевю же неравенства ирращональныхь зисель и на оспо- 

вази свойствь неравныхь ращовольныхь чисель должно существовать 
безчислевное множество ращопальныхь чисслт, заключенныхь между а и В. 
Положимъ, что р и 4 принадлежать къ нимъ, и что при этомъ р2>4. Вь та- 

комь случа$ ри 4 расположились бы между остальными упоминавшимиея. 

здфеь числами елБдующимь образомь: 

Зач р<В<а. 

Вычтя же изь неравенства 

а >р 
неравенство а мы получили бы 

неравенство а'—в>р—4. 

противорфчащее предположению. чть можно выбрать такое а н такое о’. 

что разность аа окажется меньше всякаго заданнаго рашональнаге 
числа =, какъ бы оно ни было мало по абсолютлой величин® своей. 

Слфдовательно, допущен. что >в, невозможно. 

Такимь же образомъ доказываетея, что а<в также быть не можеть. 

Сл®довательно, остается только одна возможность, что 

а=в, 
что и требовалось доказать. 

(См. второе примВчане въ & 204). 

Сотлашен:е. Условимся говорить о числ, которое «можеть быть сд- 

лано произвольно малымъ», въ тЪхъ случаяхьъ, котда слёдовало бы, выра- 

эжаясь точно, говорить о числ, которое «можеть быть сдфлано меньше 
всякаго заданнаго числа, какъ бы это поелёднее ни было мало по абео- 

юной величин® своей». 

$ 207. Одинь изъ способовъ вычнеленя ирращональнаго чиеже, опре- 

д®ляемаго сфчещемъ. Точиое указаше, накъ должно быть произведено 

с5чеше въ области рацюнальныхь чисель, и обозначене, избраниое для 

чиеза, опредфленвато этимъ сфченемь, соетавляють вмФстВ точное выра- 

жеше этого числа. Подь упоминаемымь же здесь вычиолешемь такого 

числа должно понимать отыскане приближенныхь значенй его. Еели 
мы сумфемь отыюкать два числа а и а’, одно изь нижней, другое изь 

верхней области еБчешя, такихь, что будеть . 

а—а=Её или ав, 
15* 
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то число, опред®ленкое сБчешемъ, будеть вычиелено съ точностью ди $ 

Примфрами такихъ вычлелен!й могуть служить извлеченя въ $$ 160 и 182. 

тд вов десятачныя дроби, выражающя корень приближенно съ педостат- 

комь, принадлежать къ нижней области сфчешя, которымь онъ онре- 

двленъ, а десятичныя дроби, выражаюлия корень приближенно съ из- 

быткомь, принадлежать къ верхней области этого сБчешя, и гдф степень 

: 1 + 
точиости вли приближешя 1, 16° 105 и тд. 

Но въ названныхь примфрахь вычислене производилось особымъ 

способомъ, примнимымь только къ извлечению корней. Общуй же способъ 

вычисленя числа, опредфленнаго сфченемь, можеть быть основань на 
послёдовательномъ вычислени такъ называемато ариеметическаго средняго 
двухь чисель, т.е. ихь полусуммы. Такое ариеметическое среднее двухь 
чисель находится всегда какъ разь по средннф между ними, т. е., разности 
между нимъ и этими числами равны. Такъ, напр.. для ариеметическаго 

аа й 
вредвягто ——— чисель д и а’ ны имфомь: 

ва’ 

что легко провфрить. 

Найдя какое-либо число а въ нижней обласки с®чешя и какое-зибо 
. 

число а’ въ верхней и нычиеливъ ихь зриеметическое средиее "+=. мы 

провфряемъ, къ которой облаетн оно привадлежить. Убфдивитись, напр., 
что оно принадлежить къ нижней области, назовемъ его а; и вычислимь 

в +в’ 

2 
ариеметическое среднее - Поелфдиее назовеиф*®а,, если“оно при- 

надлежить къ нижней области, или а,’ если око принадлежить къ верхней 

а’ +в’ 
„ въ послёднемь 5. 

ЗатВиъ мы вычисляемь опять ариеметическое среднее между поснФдними 
днумя числами, найденмыми въ верхней и нижней облаетижь, м нродол- 
зжаемъ такъ до тёхь поръ, пока разность между посл®дними двумя арнеме- 
тическими срединыи, правадлежащими къ различвымь областямь, не 
окажется меньше е или равною 8. 

Нримфнимъ опиезнный способъ мъ’®Вчент, раземотрёниому въ 8 190. 

Вь ириводимой ниже табличкф будемь помъщать въ первой и второй 
трафахь результаты новёркн того, мъ которой области принадлежать 
послёдиве арионетичесное среднее (вЪ нервой строкф помфшены прибли- 
женныя съ точиостью до 1 значеня опредфленнаго сфчешемъ числа, съ ко- 
торыхь начинается все вычислене), въ третьей же графф результаты вы- 
численй при отыюкани ариеметическихь среднихъ: 

области, и вычислимь въ первомь случав 
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1 клаесъ П клаееъ Ариеметическ!я 
(числа, которыхь (числа, которыхь 

квадрать меньше 2. иводрать больше 2. средн. 

воз 

Е яте ВР 
[о 
®| = 

23 | Е м): _ 45 

15 | 18/7 32 

45 р | +8) 2—9 
32 | 82 16/764 

| 91 | [Е э ая 
| 64 | 32 64) ^^ 188 
й | 

за | | па =). _ 63 
128 28 "64/ ^_^ 256 

813 12 368 (2+8), 15 
| 256 128 256; 512 
1 

1. 15 (2), 
532 128 —51: 3024 

| 
3449 

1094 

Еели шы остановимся на послёинемь числ во второй графВ, то до- 

1 
стигнута будеть точиость до зов’ тавкь кавкь разность между послёдикиъ 
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В 1449 
ирибляженнымь съ набыткомъ значенемь ‘бед и послёднимь приблищен- 

. 181 
зымь съ подостаткомь зваченемь —_ равна ‘упомянутой степени при- 

: + 
ближенЁя пах 

$ 208. ПоежБдовательности. Ряды приближенныхь значенй ирраш!о- 

вальныхь корней, еь которыми намъ пришлось познакомиться въ $$ 160 
и 182, представляють ириифры такъ называемыхь ноел $ довахель- 

ностей. Но не только прибляженныя значеня ирразюнальныхь чиселъ, 
вычисляеныя по опредфленным законамъ, составляють тавёЁе ряды чисель. 
Они могуть, напр., быть образованы при поередетвЪ каждой перюдической 

десятичиой дроби: вс приближенныя значеня ея съ недоетаткомь соста- 

вить одну послфдовательпость, вс$ же приближенныя значетя ея съ избыт- 

комь составять другую поелФловательноеть. Такимъ образомь, пероли- 

3 : 
ческая дробь 0.7 даеть слфдующия двф послёдовательности; 

0,2 ;0,27 ; 0,272 : 0,2727 ; 0.27912 ; ... 

и 

0.3 :0,28 ; 0,278 ; 0,2798 ; 0,272Т3;,.. 

Важно замутить, что во вефхь приведенныхь нами примфрахь при- 
ближенныя значеня съ недостаткомь предезавляють всетда вовраетающей 
рядъ чиселъ, приближенныя же значенёя съ избыткомъ всегда рядъ чисель 

убывающ. 

Подобные ряды чисель мотуть получаться не только накъ прибли- 

жешя, но и иными енособами. Чтобы радъ чисель представлянь послёдо- 

вательность, достаточно, чтобы онъ удовлехворяль слёдующимь *ребо- 

защямъ: 

Фпредьлеше. Посл довательностью называется 

безграничный рядъ чиселъ, сл дующихь другъ 

за другомъ но онпредфленному закону. 

Для пась здесь послёдовательности предетавляють интересь ню 

стольку, но скольку он примВнимы для образованя сФчешй. 

$209. Мары сходящихея послдовательноетей. 

Опредблене. ДвВ посл $ довательности рац!ональ- 

ныхь чиселъ 

и а, а, @, 
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мазываются парою сходящихся носл дователь- 
ностей (или снстемою двухъ совм етиыхь посл $- 
довательностей), если: 

1) чиела первой послфдовательности возра- 
стаютьъ иди, по крайней иЪфрЪф, не убываютъ, 
такъ что @„1 > @; 

2) числа второй посл довательности убы- 

ваютъ или, но крайней м$фрф, не возрастають, 

танъ что ва’, 

3) всегда имфются въ первой и во второй по 

ел Вдовательности чнола, которыхь разность д,'-—а, 
меньше всякаго заданнаго числа в, какъ бы это 
чиело ни было мало но абсолютной величин 
своей, 

Сидеть. Во всякой нарЪ сходящихся посл до- 

вательностей всякое число первой поел дова- 

тельности (низшей) меньше любого чиела второй 

высшей). 

Легко убфдиться, что всф приведенные выше примфры посл6дователь- 
ностей обладають приведенными здфсь свойствами. 

$ 210. Теорема. Всякою парою сходящихся ноел*- 

довательностей опредфляетея с чен:е въ обла- 

сти рац1ональныхь чиселъ, 

„Дек. Обозначимъ числа, составляюния ифкоторую нару сходящихся 

зюсяфдовательностей, такъ же, накъ въ предыдущемъ караграфЪ, и обра- 

зуемь дв совокупности рашюональныхь чисель слВдующимь образемь: 

кь одной отнесемь волкое чиспо низшей поелфдовательности и веякое 
число, которое меньше ето, въ друтой же всякое число высшей нослфдова- 

тельности и всякое число, которое больше его. Образоваше такихь двухь 

совокупностей и должно дать с$чене, такъ какь каждое число первой 

«вовокупноети меньше каждато изъ чисель второй, какъ это яветвуеть 
непосредетвенно изь услошя образоващя совокупностей, ин такь накь 

пря этомъ каждому ращональному числу указано м%сто иди въ первой 
изъ нихь или во второй, какь видно изъ елфдующаго разсужденя, 

Если возьмемь какое-либо число первой совокупности в, и число 

эторой совокунности а’„, то кромВ нихь разиВщенными по этимь совокун- 

ноетямь будуть уже вс рацюнальныя чнела, которыя меньше в», и всё 

рашональныя числа, которыя больше а’„, и остается еще только указать 
мфото рацювальнымь чиснамъ, находящимся между а, ис’. Но эти числа 

а, и в,’ могуть быть всегда, согласно предиеложеню, выбравы такъ, что 

«булеть 

а,’ —а, <=. 
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какь бы мало ни было число в по абеолютвой величин® своей. Поэтому 

въ конц концовъ остается только одно вещественное число, отзпосительне 

которато можеть быть сказано, что оно лежнть между числами первой 
и второй послёдовательностей, слЪдовательно, и между числами первой 
и второй совокупностей, такъ какъ ве числа, лежания между ними, должны 

быть равны между собою по теорем, доказанной въ $ 206. Если это упомя- 

зутое вещественкое чиспо ращонально, то, согласно опредёденйо рашональ- 
наго сфчевя, оно образуеть тремй клаесъ, а первая я эторая совокунности 

первый и второй классы офчешя, которому это рацюнальное чиело соотвфт- 

ствуеть. Если же упомянутое вещественное число прращонально, то вс 
рашональныя числа оказываются распредфленными разсмотрёнкымъ обра- 
зоватемъ совокупностей ва два класса, другими словами, оказывается 

нроизведеннымь сфчеше, которымь упомянутое иррашональное число 
опредЗляется. 

Такъ мы видим, что дЪйствительно парою сходящихся послдова- 
хельностей опредфляется еБчеше, которое можеть быть и рашональнымь 
и иррапюнальнымъ +). 

$ 211. Призваюь, что ве ращюнальныя чиела раепредЪлевы по 

классамъ. Нерфдко приходится, какь это дфлалось при доказательствь 
поелфдией теоремы, при раснредлен я радональныхь чиселъ по клаесамь 

рёшать волроеъ, веъмо ли ращюнальнымъ чиснамъ указано мВето въ нижней 

и верхней областяхъ и не остаются лв еще тая рашональныя числа, 

которымь условями распредфленя указываются еще м%Ъста въ иЪкоторой 

средней области. Въ такихъ случаяхь удобно пользоваться предложенемъ, 

дающим признакъ того, что такой средней области нфть. Оно получается 

какь непоередетвенное ел детв!е изъ упомянутыхь разсужденй въ доказа- 
тельств® поелвдней теоремы и глаелть: 

бзфдетые. ДвЪ  совокунности рац1ональныхь 
чиселъ составляютъ нижнюю и верхнюю области 
с5 чен1я я называются соприкасающемиея, если обиа- 
даютъ ел дующими свойстваин: 

1 нибются въ одной изъ нихъ (нижней) таня 
числа аи въ другой (верхней) так!я чиела а’, что 
ихь разность ав можеть оказаться меньше вса- 
каго произвольно заданнаго рац{оиальнато 
числа $ какъ бы мало оне ви быхо по эбсолют- 
ной величин своей; 

*} Изъ этой творемы сл®дуеть, что ирразюнальное число можно опре- 
Аёшить также посродствомъ пары еходящихея послфдовательностей. 

буществують теорфи иррашональныхь чисель, основанныя исключительно. 
на поцяти о послфдовательноетяхь. 
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2) первая совокунноеть содержитъ веб рацто- 

нальныя чнела, которыя меньше а, вторая вов 
рац1ональныя числа, которыя больше а’. 

ПримЪчаню. Велфдлетые второго изъ этихь свойствь каждое чиело 

первой совокупности будеть меньше казждаго числа второй. 

$212. Значеше неперюодической безконечной десятичной дроби. 

Такая дробь можеть считаться данною только въ томъ случа. если изв%- 

стенъ способъь вычнелещя каждой изъ ея цыфръ. Такъ, напр., должны 

считаться данными безконечных десятичныя дроби, являющяся приближен- 
ными значенями ирращональныхь корней, потому что можеть быть вы- 

числено любое количество ныфръ ихъ, а потому и каждая указанная цыфра, 
папр., 4-я или 9-я посл запатой и т. н. 

Кели же вообще десятичная дробъ въ упомянутомъ смысл дана, то 

прервавь вычислене ея на любой рыфрЪ, мы получимъь приближенное 

значеше ся съ недосталкомь, чрезь повышеше же этой послФдией цыфры 

на 1 приближенное значене ея съ избыткомъ. Такъ можеть быть вычнелень 

неотраниченный рядъ десятичныхь дробей, выражающихь значен!е без- 

конечиой дроби приближенно съ недостаткомъ, и изь него чрезъ повышенше 

на 1 послёдней цыфры каждой принадлежащей къ нему дроби соотвфт- 
ственный рядъ приближенныхь значен!й ея съ избыткомь. Вь данной 

десятичиой дроби число цыфръ посл% запятой предиоложено безнонечнымъ, 

т.е. такимъ, что посяЪ каждой послЪдней цдыфры можеть быть вычислена 

еще ода, которая дёлаеть приближениое съ недостаткомь значен!е больше 

предыдущато такого же, а приближенное съ избыткомъ значен!е меньше 

такого же предыдущаго. Потому разность между двумя приближенными 
значещяии, имюпотии одинаковое число дыфръ посл® запятой, можеть 

быть сяёлана произвольно малою [$ 206}. 
Слфдовательно, оба олисанныхь ряда приближенныхь зваченй со- 

ставляють пару сходящихся поелёдовательностей, а посл®дними онре- 

д№хлнется сфчене, которому еоотвтетвуеть данная дробь [$ 910]. 

Но такъ какъ давная дробь неперодическая, всякая же обыкновенная 

дробь можеть равняться только или конечной десятичной дроби пли перю- 

дической, то упомянутое сфчене можеть быть только прращенальнымъ. 

Опредёленное же имъ прращональное число и есть точное значеше 

данной безконечиой неперюдической десятичной дроби. 

Прикфры. 

1) Безконечная десятичная дробь 

0,358385588888555888..., 

зъ которой посл запятой стоять сначала цыфры 3, 5 я 8, затЬмъ т6 же 

цыфры по два раза каждая, затёмъ онф же, но по три раза каждая, а по- 

зомъ по четыре раза каждая и т. д. безь конца, должна быть, на основан 

всего изложеинахо въ нослёднемь параграф, ирращовальнымь числожъ. 
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2) Равнымь образомь должна быть ирращюнальнымь числомъ без 

конечная десятичиая дробь 

5251256258185... 

вь которой передъ запятою стоить 5, посл же запятой написаны подъ рядъ 
цыфры, которыми пиитутся 5*, 5%, 5% и т. д. 

3) Если способомь, опиваннымь въ этомь параграфЪЬ, произведемъ 

овчене при помощи послфдовательностей: 

0,3; 0,88; 0,888; 0,3388; 
и 

0,4; 0,34; 0,384; 0.3884; 

‚ которыя образуются приближенными значенями пер1одической дроби 0.(3), 

1 
то оно будеть разйонально и имъ будеть опредёлено число Е 

$ 213. Двйетйя надъ иррашональными чиелами. Посл веякаго 
новаго расширеня повямя о чиелф, другими словами, веяюй разъ послЪ 

того, какъ вводились новыя чиела, мы расширяли и понят!е объ зриеметиче- 
скихь дйсгияхь, распространяя понятия о сложенши, вычитани, улиожени 

ит. д. и на эти новыя числа. Тоть же шагь намъ предетоить едфлать и теперь, 
т. ё. распространить ноняйя объ этихъ дйствяхь и ва ирращональныя 

чиела; и это можеть быть сдзлано теперь на основан понят, введенныхь 

и раземотр®нныхь вь предыдущихь наратрафахь этой главы, и на основа- 

ни теоремъ, тамь доказанныхъ. 

Шри этомь логично будоть соблюдать такой порядокы 

Сначала нужно будеть всяк! разъ показать, какому сЪчевю соотв®т- 

ствуетъь результать дёйетвя, произведеннаго надъ фашональными числами, 

опредёленными сфчетями, а затВмъ тёмь же офченемь опредълить и ре- 

зультать такото же дфйствя надь ирразпональными числами. 

Нри такомъ порядкВ введен!я дфйств:и надъ 
иррацональными числами одно и то же иредло- 
жен{е будеть теоремою для рацтональныхь чи- 
селъ и опред лен{емъ для чисель ирращ:ональ 
выхЪ, 

$ 214. Сложеше рашюнальныхь чисеть, опредблемныхь оБченаии. 

Теорема. Сумма рац!ональныхь чисель (4, 4’) 
и (В, В’) равна чиелу (А-В, 4’ В’), тдь А-В означаеть совокуп- 
ность всфхь ращональныхь чисель, которыя могуть получиться оть сложе- 
ия любого числа а класса А съ любымь числомь В класса В, п А”-- В’ озна- 
заеть совокупность вобхъ ращональныхь чисель, которыя мотуть полу- 
зиться оть сложеня любого числа а’ класса 4’ съ любымь числомъ Ь’ 
класса В’. 
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Предп. «—=(А, А’) и В = (В, В’) рашональныя числа. 

Утв. (А, 4’) +(В, В’) = (АВ, 4’ + В’). 

Док. По теорем въ $ 199 должны сущеетвовать въ классахь 4, 4’, 

Ви В’ соотвётотвенно тавёя числа, а», ву’, В, и 6,', Что 

. —_ Олатая эти неравенетва, 
мы находимъ: 

{аъ — & +В <=, 

тТДВ $ означаеть произвольно малое ращопальное число {$ 206]. 
Еели мы съ такимъ числомъ в, сложимь число В, и каждое рацюналь- 

ное число, которое меньше его, то получимь ве рашюнальцыя числа, 

которня меньше а,+Ъ,. Напр., произвольное чиело с, которое меныйе а, -+%,, 

мы получимъ, сложивь а, съ с— д, при чемъ с—в, будеть меньше $», что 
узнается по теорем 1 въ $50, если оть обфихъ частей неравенства с <а, + В, 
отнимемь По в,. 

Равнымь образомъ, вели мы съ числомъ а’, сложимъ число в’, и каждое 

разйональное чиело, которое больше его, то получимь вов разюнальвыя 

числа, которыя больше а’, +. 

Изъ доказанныхь свонотвь чисель а, -Ъ, на, -|- 85’ слфдуеть, но тео- 
рем, приведенной въ $ 911 канъ слздетье, что совокупности А-В н А'’+Б° 
образують нижнюю и верхнюю области сфчешя. 

Произведя же сложене (оно допустимо, такь какъ аи 8 превпозожены 

рацональными числами) неравенствъ 

хаха’ 
Б<Вои 

и получивъ: ао ха < +. 

мы, по опредвленю ращональнахо сфченя, узнаемъ, что сфчевю, въ кото- 

ромь первый классь А-+-В и второй 4’-+- В’, соотвфтетвуеть число. а--8. 
А это въ знакахь и выражено въ утвержден, и это и требовалеев доказать. 

$ 215. Саожене  иррацональныхь чиееть. ‘Та часть нослФдняго 

донавательотва, которою равъяеннется, : что. совокупности ращюнальныхь 
чисель 4-1 В. м4" 4-В* обравують нижнюю и верхнюю области сфченя, 
осталась бы въ сихВ и въ томь случа, если бы оба чисва а и В или одно 

изъ нихъ были кррашональны. СиЗдокательно, и въ этомъ случа образова- 

этемъ совокупностей А-В м 4’ В” было бы произведено сфчеше. Об 

встественнымь образомъ [$ 218] и должво послужеть опредфлещемь того 
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числа, которое мы будемь называть сумною двухъ прращональныхь чиселт, 

или суммою ращональнаго и ирращюнальнаго числа. Поэтому мы получимь 
опредлеше такой суммы, если въ посхфдией теорем$ первыя слова замф- 

нимъ слфдующими: «суммою чиселъ (4, 4’) в (В, В’), изъ которыхь по край- 
ней мЬр% одно ирращонально, называется число (А--В,А’--В’),вь которомъ» 

ит. д. Но мы предцочтемь этой формулировк слёдующую болфе краткую, 

но внолиВ ей равносильную: 

Опредфленю. Суммою двухъ иррац!ояальныхт чи- 

сель аиВ или двухъ вещественныхь чивель анВ, 
изъ которыхъ одно иррац1ональное, иззывзается 
число, которое больше каждой суммы двухъ ра 

цтональныхь чисель, соотв тственно меньшихъ 
чфмъ аи В, и которое меньше каждой суммы двухъ 
рад1ональныхь чисель соотв®тетвенно боль 
шихъ чё мъаи В. 

Сяфдетые. И въ случаф иррашональности чисель а и В--обоихь или 
одного изъ нихъ-—-мы имфемъ право заключать, что 

вели а<а и ели  в’>а 
Е ь<В и >В 

10 а <а+В то в’ >а-+ В. 

На основаши этой теоремы и понят]я о неравенств® ирразлональныхь 

чисель легко доказывается слёдующее предложеще: 

Сивдетвю. Для всякихь вощественныхь чиселъ остается въ сих, что 

если &>В 
и 1>8 

10 а-+у> 8-8. 

$ 216. Сиожене ифеколькигь венкостиенныхь чисень. Назовемъ $ и $” 
области разлональныхь чисель, коюрыя въ иослёдннхь двухь параграфахь. 
мы называчи А--В и 4*'--В’, и обозвачиыь бунлою с чиежо (8, 8°), тогик, 
конечио, будегь 

а=а-- В. 

Чясло же в можеть быть по правинамъ, изложеннымь въ названныхь 
двухь караграфахьъ, сложено съ любымь вещественным числомъ 

1—6, 65, 

при чемь результатомь сложеня получится число, которое можеть быть 

обозначено символомь (3+0, 8’+С’), зкачеще которого понятно изъ нре- 
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дыдущаго и безь объясненй. ТВмъ же слособомь можно было бы къ этой 

сумм прибавить еще одно вещественное число и т. д. 

Такь мы видимъ, что на основам посл®дняго опредфлевя можеть 

быть произведено сложенше произвольнаго количества чиселъ иррашюналь- 
ныхь и рашональныхъ. 

$ 217. Теорема. И для иррац!ональныхь чиселл, 
остается вт силЪ перемЪетительный законъ еложетя. 

Предп. Изъ чиселъ «=(А,А’) и В==(В, В’) по крайней мёрЪ одно ирра- 

вонально. 

Утв, а +В =В На. 

Док. Пользуясь тёми же обозначенями, которыя мы примфияли 

въ $ 208, и ка основан опредфлетя сложев!я иррашюнальныхь чисель 

[$ 215] мы имемъ: 

а-+В = (А +В, 4' +В’) 
Вта-(В-+А, 8+4) 

Но такъ какь 

а = а 
ии =И-а’, 

то ебченгя, которыми олредфляются числа (А-В, А'’+- В’) и{В+-4, В’ 4’), 
тождественны. Слдовательно, по опредфлению равенства ирращональныхь 

чисель [$ 204] и но теорем УТ, 

а-+8=8 а. 

$ 218. Теорема. И для нррацгональныхъ! чисехь 
остается въ сил еочетательный закон спожещя. 

Предп. Ивъ чисель а = (А, А) В = (В, В), 1= (С, С°) по крайней 
мёрф одно иррацюнально. 

Утв. а 17 -@+- +1т=@+р-в 

Док. Пользуясь символомъ, который мы примфнаяли для опредфиешя 

«уммы двухь вещественныхь чисел [$ 215], и обозначеныями. введенными 

въ $203, мы ныфемъ: 

а+В+7=М +8 +0) 4' + 8+6] 
+ +т = +В + С, (4+8) +57] 
@-ртв= мов. (4+6) +81. 
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Но такь какь, но теорем 7, 

++ =@+ + =@+9+ь 

и равнымъ образомъ 

ее) = (а) ежа 8) ТЫ, 

то сфчевя, которыми опредфляютея суммы @ + (В 1), @-+ Э-+ти 
«++ 8 тождественны. 4 потому эти суммы равны, т. ®., 

а+(В-+0-@+9 +1=@+7 +8. 

$ 219. Теорема. И въ томь случаф, когда а иррашюнальное число, 

я 0 =а. 

Дек. Назвавъ, какь въ $ 196, Р совокупность везхь рашональныхь 

полежительныхь чисель и № совокупность воЪхъ рашональныхь отрица- 

тельныхь чисеть. мы имфемь: 

0 = (№, Р). 

Слатая же 0 съ иррашональнымь числомъ 

а = (4, 4”), 

мы, по правилу, изложенному въ 8 214 и 215, и пользуясь введеннымъ тамъ 

обовначещемь, получаемъ: 

а +0 (АМ, 4'+Р). 

Во такъ какь каждое число п класса М отрицательно, то каждое число: 

ап класса А--М№ должно быть меньше числа а класса А и потому принадле- 

жать къ классу А. А такь какъ Каждое чиехо р класса Р положитехеве, 

то каждое число а’--р класса А’--Р, будучи больше а’, должно пуниадле- 
жать къ классу 4’. На освоваши же разсужденй, предийеланныхь олре- 

дёленио въ $ 215 (или же призкака, приведеннаго въ $ 911), 4+-Ми 4’--Р 

образують нижнюю и верхнюю области сёченя. СлЪдовательно, области 

Ан А+ М тождествевны и равнымь образомъ тождественны области А” 

я А’+Р. 

А изъ этого и сяБдуеть. что 

ато а. 
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$ 220. Равныя и противоположныя ирранюнальныя чиеда. Введя 

въ 8 201 поняе объ отрицалельныхь. слФдозательно, н отноеительныхь 

ирраональпыхь зислахь, мы должны на нихъ распространить свойства 
ращональныхь относительныхь чиселъ, чтобы сдёлать ихъ примбнимыми 
совершенно наравн$ сь послёдними. Тавъ, нужно разъяснить, какъ можегь 
быть распространено на прращональныя числа понят о равныхь и противо- 
положныхь чиелахь. 

Мы его вводимь сл5дующимъ образомъ 

ФОбозначеня.—4 и— 4’ назовемъ совокулиостя вехь чиселъ равныхь 

и противоположныхь соотвфтетвенно числамь нижней и верхней области 

обчешя 4/4”, 

Л'еорема 1. Оовокунноетн — 4 и— А” составляють верхнюю и нижаюю 
области ефченя. 

Док. Классы Аи А’ составляють выфетЬ совокупность всвхъ рацюналь- 

выхь чиселъ, соетоящую изъ совокупности вофхъ положительныхь чисель 
и совокупности веёхъ отрицательныхь чисель. Эти послфднфя дв совокуп- 
ности чрезъ перемВну знаковъ предъ числами, составляющими ихъ, пере- 
ходить одна въ другую. Цетому и совокупноетн—А и—4’ составяяють 
вмфотБ совокунность вевхъ ращовальныхь чисель. 

А такъ какъ изъ неравенства 

аа’ 

слёдуеть [$ 35}, что 

—а>_— 

10 каждое число совокупкости —4’ должно быть меньше каждаго числа. 
совокупности —А. 

Сльдовательно, совокупноети —4” и —А обладаюгь вефми свойствами 

нижней и верхней области сфченя, что и требоважоеь доказать. 

Теорема 2. Вещественное число 

а=(А, А’) 

я числа 

а’ (4—4) 

при сложени взаимно уничтожаются. 

Док. Слагая числа а и а’по правиламъ, изложевнымь въ 8 214 и 215, 
мы получаемъ: 

а’ =(А--(—4), 4-4). 
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Нетрудно убъдиться, что въ результат® этого сложендя классь А + {—А`) 

хостойть исключительно изъ отридательныхь чисеть и классь А’Н--А} 

неключительно изъ положительныхь чисель. 

И въ самомь дблЪ, если въ класеЪ А имзютея только отрипательныя 

числа, то таковыя должны содержаться и въ классв 4’ (въ противномъ слу- 
чаф было бы а==0), и послфдийя, будучи больше чисель класса А’. должны 

быть по абсолютной величин меньше чисель этого послфдняго. Въ класс® 
— А‘ названвыя отрицательныя числа дфлаючея положительными, но но 

упомянутымь причинамъ каждое изъ нихь при сложен съ любымь изъ 
чисель класса А дасть отрицательную сумму. Положительныя же числа 
класса А’вЬ классЬ—А’ веф дфлаются отрицательными и потому также 

каждое изъ нихъ при сложеши“еъ любымъ числомъ класса Л даеть сумму 

отрицательную. 

Совершейно такъ же, какъ мы доказажи, что классъ 4--(— А’) содержить 

только отрицательныя числа, доказывается, что къ клаесу 4’+(—4)} при- 

надлежатъ только положительныя числа. С®ченю же, которымъ всЪ рапо- 
нальныя числа раздёляются на таке ява класса, соотвётетвуеть только 

число 0 [$ 195]. 

Слфдовательно, и въ самомъ дВль 

аа’ =. 

Ясно, что въ слузаЪ рашональноети числа < число а’ будеть то же са- 
мое, которое мы всегда называли-—а и которое означаеть отрицательное 
число въ томъ случаЪ, когда а положительное или абсолютное число, и 

положительное число вь томъ случа, когда а отрицательно. Велдетые 
этого доказанною теоремою дается указаше, что ионяще, соетавляющее 

заглав!е этого параграфа, слФлуеть ввести вь слёдующемь смыюл®: 

ФОпред®лене. Подъ числомъ-—я, равнымь и противополежнымь ирра- 

щюнальному числу а=(А, 4’), должно понимать число {—А’”,—4). 

Прим $ чанте, 

Способомь образована сВчещя —4 —А обусловливается, что вмЪет5 
хъ а иа должно быть прращональнымь чиеломъ. 

Сяфдетые. И для иррашональныхь чисель остаетея въ сил, чте. 

{+9 -+(—&=0 
(— а) +(+9) =0. 
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$ 221. Завенъ непрерывноети въ примзненн въ сложен ю ирра- 

втонзяьныхь чиеежь, Ниже мы доказываемъ для сложеня, а лоздиЪе до- 

кажемъ и, для другихь дфйетй, что результать какого-либо дВИствя или 

накихъ-либо дьйствЙ надъ ирращюнальными чиезами можеть быть вычис- 
ленъ съ такою точиостью, какая только будеть желательна, чрезъ вылолне- 
не тВхь же дЪйствй надъ ириближенными значенями этихъ ирращональ- 

выхь чисель, если только послёля?я будуть вычисдены нли даны съ доста- 

точною для этой цфли точностью. 
Возможность вычиележя такимъ сцособомь ириближениаго съ требув- 

мою точностью результата д®йствй налъ иррашональными числами и до- 

стиженя тёмъ лучшаго приближев1я въ нему, чмъ точн%е берутся прибли- 

женныя эначешя этихъ иррацюнальныхт чиселъ, обозначается иазвашемъ 
закона непрерывности. 

Для сложенЁя онъ выражается въ сяфдующемъ предложен: 

Чеорома. Къ суммы нЪокольнихь прращональныхь (или вообще ве- 

шественныхь) зисель можно приблизиться на сколько угодно, слатая 
приближенвыя значешя их. 

Док. Если назовемъ а, Ъ, с,..., ® ифкоторыя приближенныя съ недостат- 

комь и соотвтетвенно а’, В’, с’, ..., я’ нфкоторыя приближенныя съ из- 

быткомь значення иррацюнальныхь (или вообще вещественныхь) чисель 

а. 8, 7, ...», то первый рядъ приближенныхь значенй будеть принздле- 

жать къ нижнимъ областямь сфченй, опредфляющихь названныя иррацю- 
нальныя числа, а послёде!й рядь къ верхнимъ областямъ. 

'Изь этого мы заключаемь слЪдующее: 

Во-первыхь, разности а’—а, Б—Ъ, сс ..., пп могуть быть одЬ- 

даны‘ каждая произвольно малою, напр., меньше такой части &, сколько 
дано чисель а, В, 1, ..., >, а потому можеть быть сдфлана. разность 

(ие... +в) а теч... +в) < 

какъ бы е ни было мало по оврей абсолютной величин%. 

Во-вторыхь, 

ахаха’ 
вы 
ехт<е 

<<” 
СлЪдовазельно, по теорем, 
приведенной въ $ 315 какь 

. первое ехёдстые: 

арь ет... в ав ТН. уе е +... я". 

Барховъ Руководство идтебры. в 
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Вь третьихь, если бы мы въ суми$ а 6 -е--...-п одно или нъеколько 

слаказмыхь замфнили соотв тотвенными слатаемыми изь суммы а’--Ь’-- 

в’ +...” или наобороть, то въ обоихъ случаяхь получили бы сумму. 

заключенную между а -е--... в и а’ ев’. 

А эти заключеня и пызють выЪстВ тоть смысль, что сумму иррацо- 

нальныхъ (или вообще вещественныхь) чиселт а, В, 1, .... \ МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ 

съ точностью до = [$207] чрезъ сложенше (безразлично какого рода) прябли- 

женныхь значешй ихъ. 

Приизръ. 

Если бы требовалось вычислить 

3_ 

УТУ? 
1 

съ точностью ДО 00’ ‘то недостаточно было бы вычислить только 3 пыфры 

ноелф запятой для каждато изъ этихь корвей, такъ какъ въ такомъ случа 

мы имфли бы: 

„_ 
1912 <Ит< ими 
зам <И2 < 1415 ЛЬ льынИй 

3.396 <Ут + Из 3.898, 

слфдовательно, вычиелене было бы произведено съ точностью только 
Н 1 

до 1065 = 500" А потому, чтобы удовлетворить требоватю, нужно быхо бы 

вычислить для каждаго изъ корней еще четвертую пыфру послЬ занятой. 

Тотда получилось бы: 

: 
1919< Ут <19130 
ае< Уз <1443 5 

3,3971 ЗУТЬУ? <3,3213. 

Отеюдя видно, что дробь 8,327 выразила бы иррашюнальное число 
О 
УтТ-ЕИаьь точностью до 

1 
з = ;__‚ слвдовательно, уже съ большею точ- 

ностью, чЪмь требовалось. 

$ 299. Вычитане иррастомальныхь чисолъ. По теорем, пряведенной 
зЪ $ 220 какь слБдетее, 

В+ В, . 
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по теорем же, доказанной въ $ 219, 

&0=я. 

Слдовательно, 

я В+ В] -=а. 

"По сочетательному же закону сложеня [5 218] 

2-8 +В] 19-848. 

Сравнивая послфдня два равенства, мы видимъ, что 

[а-+(—В)+8= 

То есть, «+ (-—В) оказываетол числомъ, которое, будучи сложено съ В, 
даетъ а. 

Такъ мы видимь, что и въ томъ случаВ, когда числз а 

и В оба или одно изъ нихъ пррац!ональны, всегда 

можеть быть найдено число, которое, будучи сло- 

жено съ В, дасть а. 

Естественно его обозначить снмволомъ 

=в 
и выБст® съ тЬмъ ввести понят! о вычитавни иррашональныхь и вообще 

вещественныхь чиселъ. 

Изъь изложеннаго мы заключаемь, $} что опредфнеше 17 примфнимо 

безъ измнешя и кажь опредфлеве вычитан1я иррашональныхь и вообще 

веществениыхь чисель, и 2), чт правило вычитан:я 30 остается въ силё 

и для ирращюнальныхь чисель. 

Особеяно важно отыЪтить, что для вефхь во“ 

обще вещественныхъь уиселъ остаютея въ сил 
равенетва;: 

На основании ихъ веф теоремы, отиосящтяся 

къ вычитаную, з также къ сложен1ю в вычитан:ю 
ран ональныхъ чиселъь, сохраняють свою силу 

я`для иррац1ональныхь чиселъ, такъ какъ дока- 
зательства названныхъ теоремъ основываются 

на этихъ равенствахъ. 

зв* 
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$ 228. Зиакъ разноети двухъ вещеетвенныхь чиседъ. И для нрра- 

тзональныхь чисел остается справедлявою также слфдующая истина: 

‚ смотря по тому, будеть ли 2 

Предп. а п В вещественных числа. 

Док. Воепользуемся нри доказательств этой теоремы обозначения, 
введенными въ 8 203, и прим®нимь символы —В и —В” въ смысл, въ ко- 

торомь онл примЪнались въ $ 220. 
Въ такомь случа, разсматривая разность а—| 

ное сфчешемъ, мы имфемт: 

а—В:-—(4-+ В’), 4’-С-В)), 

всяфдетее чего должно быть 

какъ число, онред8лен- 

ава. 

Не по опредълению неравенства ирранлокальныхь чисеть, сираведля- 

ваго и дяя рашональныхь чисель [$ 204], 

#> 8, 

если сушествують числа в и В’ такого свойства, чго 

а=Ь, 
и 

< в. 

вёли существують числа а’ и $ такого свойства, что 

в’ =. 

Сльдовательно, только въ первомъ изъ этихь случзевь можеть волу- 
читься разность а—Ъ' равная нулю н только во второмь разность а’—$ 

равная нулю, иаъ чего мы заключаемъ, что 0 можеть нризадлежать къ ниж- 

ней области упомянутаго с®чешя только при услови, что. 2>8, и кь верхней 

только при услови, что я<3В. Другими словами, только при мервомь изъ 

этихь уеловй [$ 201] можеть быть 

2-8>0 
и только при второмъ 

3-83< 0. 
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Что же каваетси случая, когда 

ав. 
то, на основаи опредВленя равенства иррашональныхь чиселъ (снра- 

ведливато для всякихт вещественныхь чисель), при отомь условий всетла 
бухеть 

>ь 
и «<ь, 

ол довательно, разносуь а—Ъ' веегда отрипательною, а разность а” всегда 

положунтельною. Другими еловами, въ поелФднемь случав въ сбчеши, 

которымъ опредфляетея разность #—$в, нижняя облаеть будеть соетоять 

исключительно изъ отрицательыхь чисель, верхняя же исключительно 
изъ положительныхь. А это значить {$ 196], что сЪчеые въ этозь сзучаЪ 

производится числомъ 0, т. е., что 

а—8=0 

Важное сьдетве изъ доказанной теоремы, 

На основани доказанной теоремы дфлается прямфвимымь и къ иррацю- 

пальнымъ числамь изложенный въ $ 46 способъ указашя неравенства двух 

чисель при ломощи равенства. Вст ще съ этимь пробрётають силу во- 

обще для воЪхь вещественныхь чисель всё теоремы о дБйствяхь надъ не- 

равенствами, по мфр® того, какъ понямя о дфйетвяхь распространяютея. 
и иа ирратюональныя числа. 

$ 294. Завонъ ненрерывноети въ примиени къ вычитание ирра- 
нзональныхь чисеть. 

Теорема. Къ разности двухъ вррашональныхъ (или вообще веществен- 

ныхь) чисель, можно приблизиться на сколько угодно, вычитая приближен- 

ныя значентя яхъ. 

Док. Такь какь 8 222] 

а—В=а+{(—В), 

то утверждаемая истина оказывается уже доказанною выфст® съ теоремою 

в. $ 291. 

Приифръ. 

Вычислить 

«ь точностью 40 т: - 
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$ 225. Умноженю рашюнольныхь чиеехь, опредфленныхь ебченями. 

Слёдуя порядку, установленному въ $ 213, мы, приступая къ введено 

‘умиожентя иррашональныхъ чисель другь ва друга, должны предварвтельно 

выяснить, чему равно произведене ращональныхь чисель, данныхь по- 

средствомъ съчевй. Изелёдоване же этого вопроса въ сильной степени 

упрощается, если сизлала раземотрёть умножеше абсолютныхт ращональ- 
ныхъ чисель. 

Потому мы начинаемь съ доказательства слфдующаго предложеня: 

Теорема. Произведен1е збсолютныхь рац!ональ- 

ныхъ чисель (4, 4’) и (В, В’) другъ на друга равна 

числу (АВ, А'В’), гд АВ озвачаеть еовокупноеть вевхь абсолютных 

рацюнальныхь чисель, которыя могуть получиться оть умиожетя лю- 
бого числа а класса 4 ва любое число $ класса В, и А’В’ означаеть 
совокунность вобхь абеолютныхь разональныхь чисель, которыя могутъ 

нолучиться оть умноженя любого числа а’ класса А’ на любое число 5” 

класса В’. 

Предт. а=-(А. 4') а В=(В, В’) абсолютныя ратональныя чиела. 

Утв. (А, А’). (В, В) (АВ, А!В’). 

Док. Доказывал эту теорему, необходимо помнить, что согласно пред- 

положенно области 4, В, А’, В’ ‚слФдовательно, и АВ и А’В’ содержать 

только абоолютныя рацюнальныя числа, и что области Ан А’ вы5етВ е0- 

ставляють совокуппость всЪхь такихь чиселъ, таБЪ же, какъ и области Ви В” 
вуфетБ. 

По теорем» въ $ 199 должны существовать въ классахъ А, 4’, Ви В’ 
соотвтственно тая числа а, в’, В и ®',, что разности а’, — а, и В, 
могуть быть меныше всякаго абсолютнаго ращональнато числа, какъ бы 

мало оно ни было. Если эти разности назовемь узи Е, то, по опредвленю №. 

въ а, НЯ 

= Ь + 
Перемвоживь же эти равенства 

между собою, мы, по теор. УТ, 
| заключаемъ, что должно быть: 

в’, = аб, ай + +- 1: 

и потому 

аъ — а 5 НВ + 
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Упомянутыя выше условя относительно & и у всегда мотуть быть вы- 
пениены, если мы положимь 

такъ какь число п всегда можно выбрать достаточно для этого большимъ. 
1 

Если притомь его выбрать на столько большимъ, что дробь будеть 

гр’ 3 правильною, то разность а’5’, — а}, будеть меньше —, такъ какъ въ та- 
® 

комъ елучаЪ будеть 

Слфдовательно, при достаточио большомь п може и въ самомъ 
дЪлЬ сдфлать разность 

^ь ы 
аа < - 

в 

3 
Если же мы — назовемь в, то оказывается, что всегда можеть быть 

п 
доетиткуто, чтобы было 

аб < 
какъ бы мало не было абсолютное число =. 

Если мы такое число а, умножимь на число 5, и на каждое абеолюзное 

разцюнальное число, которое меныше сто, то получимь всЪ ращовальвыя 
числа, которыя меньше а, 5,. Напр., произвольное число с, которое меньше 

с Га 
а, 8ь, мы получиуь, умноживь а, На = при чемъ ъ будеть меньше 8», что 

узнается по теорем 1 въ 5 79, если мы 06% чзети неравенства < а,в, раз- 

дфлнмъ ва а. 



— 248 — 

Такамъ же образомь доказывается, что если мы число а’, Умножимь 

на число Ъ'’, и на каждое рашональное число, которое больше его, то полу- 

чимь веф ращюнальныя числа, которыя больше а’, В,'". 

Изь доказаиныхь зе свойствъ чисель в,Ъ, и с’,Ь, стёдуеть, мо 

теорем, приведенной въ $ 211 какъ слёдстве, что еововупновти АВнА’В’ 

образують нижнюю и верхнюю области свтеня. 

Произведя же умиожене (оно допустимо, такъ какъ а и 3 предположены 

рашюнальными числами) неравенствь 

53а’ 

я получив: 

мы, по опредЪлению ратлональнаго сёченгя, узваемь, что ефченцо, въ кото- 

ромъ первый классь АВ и второй А’В”, соотв®тотвуеть число 98. А 970 въ 

знакахъ и выражено въ утверждеши, и это и требовалось доказать. 

$ 226. Умножене эбеолютныхь ирращовальныхь чиеель, Та часть 

послёдняго доказательства, которою разъясняется, что совокупности фа- 
мональныхь чисель АВ к 4’В’ образують нижнюю и верхиюю области 
сВченя, осталась бы въ силЪ и въ томъ случаЪ, еели бы оба числа аи8 

нии одно изъ нихь были иррацональны. СлЪдовательно, а въ этомъ случа в 

образоранемь совокупностей 4В и А’В’ было бы произведено сБчене. 

Оотласно съ общимь планомь постепеннаго расширеня поняз1В объ ариеме- 

тическихь дФйстьЁяхь, это сфчеше и должно послужить опредълещемь того 

чиела, которое мы будемь называть произведевнемь лвухь абсолютныхь 

иррацональныхь чисель или произведещемъ двухъ абсолютных веществей- 

ныхь тисель, изъ которыхь одно рашональное, а другое пррацональное. 

Поэтому мы получимъ опредфлев!е такого ‘произведеня, есля въ по- 
сафдней теорем первыя слова замфнимь слёдующими: «Произведещемъ 

абоолютныхь чисель (А, 4’) и (В, В’), изъ которыхъ по крайней мёр одно 

иррапюнально, называется число (АВ, 4’В’), въ которомъ» и т.д. Нои 

туть, какь нри сложеши, мы предночтемь этой формулировк® слБнующую 

боле краткую, но вцели® ей равноеильную: 

Опредфлене. Произведен1емъ двухъ абсолютныхь 

иррац! ональныхъ чисель аи или двух абсолют- 

ныхъ вещественныхъ чисел ан в, изъ которыхъ 

одно ирран1ональкое, называется число, вото- 

рое больше каждаго произведен1я двухъ абсо- 

дютныхь рац:ональныхт чиселъ, соотв тотвенно 
мельшихь чмъ ан 8, и которое меньше каждаго 
произведен1я двухъ абсолютпыхъ рац!ональ 
ныхъ чиселъ, соотв 5 тственнь большихуь ч$мъ аиВ. 
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СяБдетыье. И въ случа иррашональности абсолютныхь (яли положи- 

тельныхь,) чисель а и в обоихь или одного изъ нихь-мы имфемь право 
заключать, что 

сели а<а и если а’>а 
я <в и >В 

то < 28 то а’ >а8 

На освоваян этой теоремы и понят1я о перавенств$ ‘ирращональныхь 
чисель легко доказывается слдующее предложен: 

Сифдетв!, Пля веякихъ абеолютныхъ вещественныхь чисель остается въ 

силв, что 

если <>8 
и 1>8 

то >18. 

$ 227. Произведене нфеколькихь абеолютныгь вещественныхь чи-. 

сель. Нозовемь Ти 7” область абсолютныхь рашюнальныхь чисель, кото- 

рыя мы въ поелдиихъ лвухь параграфахь называли АВи А’В’, и обозна- 
чимь число (7’, 1”) буквою л, тогда 

5=3. 

Такимъ же образомъ, какъ получено было произведене числель а и 8, 

можеть быть умножено и число т на любое абсолютное вещественное чиело 

1=(С, с”, 
при чемъ резульхатомь умножешя нолучитея число (ТС, 7’С”), которое мы 
обозвачаемь такъ, пользуясь символомъ, объясненнымь и прям нявщимся 
въ предыдущихь двухъ нараграфахь. ТЪмъ же способомь можно было бы 

умножить это произведене еще на абсолютное вещественное число, новое 
произведевне еше на одно и т. д. 

Такь можно ивремножить сколько утодо абсолютныхь веществен- 
ныхь чисель между собою. 

$208. Умножоню относительныхт, вещественныхь чыеель, Бведя 

умножен!е абсолютныхь вещественныхь чиселъ друть на друга, мы можемъ 

пристунить и къ введенно умножешя другь на друга относительных. 

вещественныхь чиселъ. При этомъ мы могли бы еоблюсти тоть же порядокъ, 

въ которомъ мы постепенно переходили въ главЪ ТХ оть умноженя абео- 

лютныхь чисеть къ умноженню между собою чисель относительныхъ. 

Но мы достигнемъ дфли быетре, если, соображаяеь съ конечиымъ до- 

ститнутымь тамь результатомь, опрелёлимъ вводимое теперь умножене 

такъ: 
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Опредфлене. Умножить два относительныхь ве 

щественныхъ числа другъ на друга значить умно- 
жить другъ на друга ихъ абсолютныя значентя 

и это произведенте снабдить знакомь согласпь 

правилу, которое должно быть соблюдаемо при 

умножен{и относительныхъ рац!ональныхЪъ чи 
сель другъ на друга. 

$ 299. Теорема. И для иррашональныхь чисель остаежся въ силЪ 

ъперемфетительный завонъ умноженя. 

Предп. Изъ вещественныхь относительныхь чисель а и В по крайней 
уВрЪ одно прращонально. 

Ута. аВ Ва. 

Док. Обозначая абсолютныя значешя чисель @ и В символами [2] и |8 | 
и произведещя чисель, опредзленныхь еЪченями, символами, введенными 
въ $ 225, мы, на основам опредълешя умноженя абсолютныхь иррацю- 

нальныхь чисель [$ 226], имемъ: 

Е . В =(аВ, 4’В’) 

81 1а| Ва, В'4°). 

Но хань какъ 

6 а 

а’ = а’, 

то сфченя, которыми опрепбляются числа (АВ, А’В’) (ВА, В’А'), тожде- 
ственвы. Слфдовательно, по опредфлению равенства иррацювальныхь 
чисель [5$ 204] и по теорем® УТ, 

а. |381. [а|. 

А такъ какъ знакъ ироизведеня ие зависить оть порядка энаковъ 
сомножителей, то и 

о8 = Ва. 

$ 230. Теорема. И для иррацюнальныхь чисель остается въ силЬ 
сочетательный законь умноженя. 

Предп. Изъ вещественныхь относительныхь чисель я, 8 я 1. по край- 
ней мёрЪ одно ирражонально. 

Утв. (В) (аВу (ав. 
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Док. Пользуясь обозначенями, введенными вь $ 203, п символомъ. 

который мы принфняли въ 8 226 для опредфлевя произведеня двухь 
вещественныхь чиселъ, и обозначан абеолютныя значешя чисель а, Фит 
символами |а|, |В[  |1|, мы имфемъ: 

та] СВ. 17-4), АВС” 
{2.180 1+1 ВС, ("ВС 
(2 ур В: =КаОВ, (А°СЭВ']. 

Но такь канъ, по теоремв Ш, 

а(6е) — (авс == (ав 

и равнымь образомъ 

а’ а = а’, 

то сФченя, которыми онредёляются произведеня |2; . (8, ИР... 

189. [9 я (а}.|7р.18], тождественны. А потому эти произведешя 
равны. Но такь какъ эвакъ произведеня не зависить оть порядка зна- 

ковь сомножителей, то и 

а) —@авт ев. 

$ 231. Умноженще нррапональнаго числа и 0 другъ на друга. Ни опре- 
дфлеше умножевя въ $ 226, ни дополчеше къ нему въ $ 228 не примфнимы 

въ томъ случаф, когда. одинъ изъ сомножителей 0. Этоть случай умноженя 

можеть быть опредфленъ при помощи особаго сЪченя, относительно кото- 

рато можеть быть доказано, что оно тождественио съ сфяешемь №/Р, ко- 

торому соотвЪтетвуеть число 0 [$ 195]. Во избЪжане длиниоть откащемся 

оть разсмозтрфн!я такого еченя и прямо введемь умножеще ирращоваль- 

нато чиела и 0 пруть на друга слфдующимь образомъ: 

Фнредфленю. И въ томь случа, когда а ирращовальное число, 

я. 0—0. «—0. 

$ 232. Теорема. И въ томъ случаЪ, когда х иррашональное число, 

а. 11. и=а. 

Док. Предполагая абсолютное значенуе |а| числа а и число 1 опредф- 
ленными посредствомь очен! въ области абсолютныхь чисель и долагая 

а=(А. 4’) 

1=(М, М), 

мы но правнламь, изложеннымь въ $ 226, 228 и 229, имфемъ: 

а. 1=1.а-=(АМ, 4’М). 
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Но такь какъ всякое число т класса М есть правильная дробь, то 

оть умножентя всякаго числа а класса 4 на ж получится абсолютное чнели 

меньшее, чБмъ а, слФдовательно, такое, которое должно по этой причинЪ 

принадлежать къ классу А. Воякое же число т’ класса М” веть непра- 

вильная дробь, а потому нсякое произведене любого числа а” класса 4” 

на т’ будеть больше а’ и по этой причин припадлежать къ классу 4’. 

Ивь этого слёлуеть, что классы 4 и АМ тождественны, и что тождественны 

также классы А’и А’М”. Слёдовалельно, по опредфленю равенства ирра- 

знональныхь чисель, 

а =. аа, 

а потому и 

#.1=1.а=а. 

вогласно опредфлентю въ 8 228. 

$ 233. Теорема. И для пррашональныхь чисель остается Вь сил 
раепредлительный законъ умноженя. 

Преди. у, аи В вещественныя числа. 

Ума. жа) тия В. 

Док. Сначала докажемь теорему для случая, когда х, ан 3 абсолют. 

пыя числа. 

Предполагая, что эти числа опредФлены сВченями, мы, основываяеь 

на разсуждешяхь въ $ 215 и 226, знаемъ, что есть сБчеше, которымъ опре- 

дфляется ж(а--В). Для посл®дняго чиела мы, пользуясь обозначенями, 
зяеденными въ 6 203, имфемъ: 

Макар < (а). 

На оснозаши теоремы, приведенной въ $ 226 какь первое елёдетве, 
мы. умножая неравенства; 

< а<к < я<к 
по аа | и < воь . 
ша ЗЕ в авеь" оомы 

Иа освовави же теоремы, приведенной въ $ 215 какъ первое елФлств!с, 

мы, елагая послдизн два неравенства, получаемь; 

Ка <яа- ва’ НРУ. 
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Поедфднимь неравенствомь указывается, что хя--хВ воть число. ко- 

торое болыше каждаго рацюнальнаго числа вида ка--#Ь и меньше каждагь 

рацюнальнаго числа вида Ё'а’|'Ъ’. Но такъ какъ 

Ка--9 = +6 
и аа" 

то сфчентя, опред$лаяющя числа 

жа--В) и зав, 

тождественны, изь чето и слфдуеть [$ 204], что 

(а Ву=ха--х8. 

'Теорема доказана вмВстЁ съ этимъ и для того елучан, когда х, а и В 

положительныя вещественныя числа, такъ какъ дЪйствя надь положи- 
тельными числами, на основави понятя о нихъ, всегда т$ же, что и дЪй- 

стыя надъ абсолютными числами. 

Поэтому намъ надлежить теперь перейти къ разсмотр$нию случаевъ, 

когда изъ чисель х, х и В, которыя-либо будуть отрицалельны, и начнем 
с случая, вогда, при положительномь х, изъ слатаемыхь а и В одно, 
напр. 8, будеть отрицательное число и притомъ такое, котораго абсолютное 
значен!е‘ мекыше абсолютнаго значен{я числа а, Чнобы сдфлать знакъ такото 
числа В авнымь, положимь 

в. 
Въ такомь случа будеть 

ав =(+а)+СВу-а- В. 

такь какъ въ $ 222 было доказано, что 

(Нас -==— ва. 

`Если мы назовемь разность а— В, буквою 8, то но опредфлению вт $ 222 
будеть 

а=В,+8. 

и поэтому, на основави того, что. мы здбоь уже только-что доказали, 
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А отеюда мы по тому же опредфлению заключаемь, что 

28 —ха—8. 

или 

жа В) — В, 
значить, что 

жа В)=за--2В, 

такъ какь 

х8-ж-—В)= 8. 

Если же В будеть отрицательнымь числомъ, но такимъ, котораго 
абволютное значене больше абсолютнато значеня положительнаго числа а, 

или если и аи В будуть отрицательные числа, то въ обоихь случаяхь я--В 
будеть отрицательное чиело, СлФдовательно, если положимь 

то въ обоихь елучаяхь 

а, В. =—{а--8) будеть положительнымь числом, и во правилу умно- 
женя положительнаго и отрицательнато числа друг на друга будеть 

(а-я [а] = жа, +8) = В. 

Но такь какь также ха--яВ=— хо, *В, 

то, по теор. УТ: } — 
ж(а--Ву=ха--28. 

Если, наконець, х отрицательное число, то, полагая 

хи, 

мы на основани того, что уже доказали здфсь, и на основан правил 
для знаковъ произведеня имфемъ; 

жа-В) =—ю(а-- В) = [и(а-+ 8) = ав] = ща. 
Нов ва а АВ. : 
Сязд., по теор. 
УТ, и вь этомъ к - —- 

случа: 

жанна +В. 
Дополнить это доказательство раземотр®шемъ слузаевъ, когда которое- 

либо изъ чиееть х, аи В равно 0, мы предоставляемь самимъ учащимся. 
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Сл®детве. Правила, установленныя для умноженя многочлена па 

одночленъ и многочленовъ между со00ю [48 и 49], остаются въ сил, какзя бы 

вещеетвенныя числа ни входняи въ составь этихь выражен. 

$ 284. Ирращональныя чвела обратных другь другу. Введене этого 

понячя совершимъ путемъ, совершенно аналогичнымъ тому, который мы 

избрали для введевя нпонятя, разсмотрённаго въ 5 220. 

1 1 
Обозначеная. я и д назовемъ совокупности вефхъ чиселъ обратных 

соотвётетвенио числамь нижней и верхней области сфченя 4/4’, произ- 

веденкаго въ области абсодлютиыхь чисель. 

1 1 
Творема 1. Совокунности я и Е составляють верхнюю и нижнюю 

области сЪченя въ области абеолютныхь чисель. 

1 : 
Док. Совокупность —1 ‘обтовть ивь абоолютныхь рапональныхь 

п 1 1 
чисель вида -, совокунность —; изъ такого же рода чисель вида —- И хвкь 

а а 
накь 

<. 
то 

или 

1 
Сльдовательно, наждое число совокупиостн -гуменьше наждаго изъ 

чисель совокупиостя с При этомъ каждому абсолютному рацюнальному 

числу указано мфето въ одной изъ этихь совокупностей, такъ какъ каждое 

такое число можеть быть представлено мъ вндф частваго оть дленя 1 на 

абсолютное ращональное чиело = которое какъь таковое непремфнно- 

должно имфться или въ класс А или въ класс А’ сефчещя А/А“. 

1 1 
Сл5довательно, совокуквости Ро и я 

нижней и верхней облаети сфчешн, что и требовалось доказать. 

обладають вофыи слойстрами. 
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Теорема 3. Произведене абсолютнато вещественнаго числа 

на число 

равняется 1, 

„Док. Умножая числа аи а, по правиламь, изложенйымь въ $ 225 

и 226, мы получаемъ: 

Но такъ какь 

а<а, 

; 1 1 
то при умножещи любого числа д класса А ва любое чисно —; класса РТ 

Са 

получится правильная дробь, а при умножеши любого числа а’ класса А’ 

т 1 
на любое число — класса я получится неправильная дробь. Сл®дова- 

а 

чельно [5 195], ечению, которымь опредвляетоя результать умпоженя 

чисель а и а, друть на друга, соотвтетвуеть ‘число 1. А изъ этого сл%- 

дуеть, зто и вь самомь дёлЬ 

а 9: 

: 1 : 
ОпредЪлеше 1. Подъ чиеломь - обратнымъ абсолютному ирращюональ- 

а 

1 1 
ному числу а—(А, А‘) должно понимать чвозо (> . =). 

Примёчануе. 

11 
Сноеобомь образова сфчещя и я обусловливается, что вмЪеть 

т: 
съ аи -_- должно быть иррашональнымь числомь. 

Фпредфлеше 8. Числомь, обратиымъ иоложительному числу -+- я. назы- 

1 
вается число -- Ра числом». обратнымъ отрицательному числу— а, называется 

1 
число -- 

а 
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Слбдетвю. Произведен!е н ирращюнальнаго числа на обратлое ему равно 1. 

Другими словами, и для иррашональныхъ чиселъ остается въ енл$, что 

$ 285. Законъ непрерывности въ примфвени къ умножению прра- 
црикальныхь чиеелъ. 

Теорема. Къ произведению нфеколькихь иррацюнальныхь (или вообще 

зещественныхь) чисель можно приблизиться на сколько утодно, перемио- 
жая между собою приближенныя значення ихъ. 

Док. Теорему достаточно доказать для абсолютныхь значен пере- 

множаемыхь чиселъ, такъ накъ знакъ произведеня зависить только оть 

количества отрицательныхь сомпожителей. 
Есхи назовемъ а, Б, с, ..., п ибкоторыя приближенныя съ недостатконъ 

и соотьтственио а’, В’, с', ’ нфкоторыя приближенныя съ избытком 
значешя абсолютныхь иррашональныхь (или зообще вещественныхь) 

чисель а, В, Т, -.-. », т0 первый рядь приближенныхь значен!й будеть 

принадлежать къ нижнимь областямь сВчев!й, опредёяяющихь пазванныя 

ирразозальныя числа, а второй рядъ нь верхнимъ областямъ. 

Изъ этого мы заключаемь сл#дующее: 

Такъ какъ каждая изъ разностей а’—а и $” можеть быть едфлана 

произвольно малою [$ 2061, то, какъ это было выяскено при доказательств $ 

теоремы въ $ 225, н разность а’Ъ’—0ф можеть быть сдфлана произвольно 

малою. Но такь какъ этимъь овойствомъ обладають и развоеть ’5’—-а6, 

и разность с”—е, то тБмь же способомь мы завлючаемъ, что и разность 

в’ с можеть быть произвольно малою. Продолжая присоедннять 

къ уменышаемому и кь вычитаемому по множителю, мы убфждеемея, на- 
конець, чтб и разность а’%’е’..м’-афе..м обладаеть этимь свойствомъ. 

СяЪдовательно, оказывается, в0-первыхь, что могуть быть найдены 
тав1я числа а, $, 6,..., пиа’, Ъ', п’, что разность а’5’с’.. мае 
будеть меныше всякато заданиаго ращональнато числа е, какь бы мале 
оно ни было по абсолютной величин своей. 

Перемножая же неравенства [ек. нервое слФдетве въ $ 996]: 
аЗа<а 
ь<в<ь 
еЗ1<е 

<<’ 
мы узнаемъ, 

что, во-вторыхь: абс... п < а ВТ... аЪ’е’... 

Зырлоз. Рухеволетьо вдгебры. м 
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Вь третьихь, если бы мы въ произведен афе...п одного или ифеколь- 

кихь сомиожителей замЪнили соотвётственными сомиожителями изъ пр 
изведеня а’Ъ’с’..м’ или наобороть, то въ обоихь случаяхь получили бы 

произведеве, заключенное между а. и ас 

А вс$ три заключеня выЪотВ и имЪюгь тоть смыслъ, что произвенене 

ирращональныхь (или вообще вещественныхь} чивель &, В. т, --.› % можно 

вычиелить съ точностью до е [$ 207] чрезь умножение (безразлично какого 

рода) нриближенныхь значевй ихъ. 

Примфръ. 

Вычислить 

1 
съ точностью до :. Ао 10 

$ 236. ДЬлеше ирращональныхь чиеель. По теоремЪ, доказанной 
въ $ 234, 

т 

8 
яо теорем, доказанной въ $ 932. 

Олфдовательно, 

Сравнивая послёдийя два равенства, мы видимъ, что 

(9). 

1 
То веть, я-- окавываетея чнеломъ, которое, будучи перемножено 

съ В, даеть а. 

Такъ мы видимь, что и въ томъ случаф, когда чнола 
ан 8 оба или одно изъ нихъ иррац:ональны, 
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всерда можеть быть найдено число, которое, бу- 

дучи перемножено съ В ‚даетъ а. Естественно его обозна- 

чить вимволомъ 

а 

в 

и выВетВ съ тЬмъ ввести понят! о дВлеши иррашональныхь и вообще 

зещественныхь чисель другь на друта. 

Изь изложеннаго мы заключаемъ, 1) что опредвлене 53 примфнимо 

фбезъ измВнешя и какъ опредфлене дфлеюя иррашональныхь и вообще 

зещественныхь чисель другь на друга, и 2} что правило дълешя 88 остается 
въ силВ и для ирранональныхь чиселъ. 

Особенно важно отм тить чтоодяя вефхъ во 

эбще вещественных чиселф остаются въ силв 
равенства: 

Озредфление. Е 8 

Сявдетне. | =а. 

На основан! и ихъ в6% теоремы, относящтяся 

къ дВлен1ю, а также къ умножен1ю ин д лентю 

рац!овальныхь чисель сохраняють свою силу 

я для иррацтональныхь чисель, такъ какъ дока- 
зательства вазванныхкъ теоремъ основываются 

на этихъ равенствахъ. 

$ 237. Законъ непрерывноети въ примфнени къ дВленю иррацю- 
нальныхь чнеелъ. 

Чеорема. Къ частному двухь ирраональныхь (или вообще веще- 

ственныхь) чисель можно приблизиться на сколько угодне, яфля при- 

Флижениыя значетя ижь друть на друга. 

Док. Такь накъ {$ 936] 

то утверждаемая истина оказывается доказанною уже зифетВ еъ теоремою 

въ $235. 
11> 
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Принфръ. 

Вычислить 

Уз 
1 

съ точиостью до — 2 

$ 238. Степень иррацюнальнаго чиела съ цёзымь показателемъ. 
Посл введешя умножетя ирращюональныхь чисель между собою опре- 

дёлеше стецени съ цвлымъ положитезьнымь показателемь какъ пронзве- 
деня равныхь сомножителей само собою вотупаеть въ силу и для того 
случая, когда основан!е степени иррашональное число. ВифетВ съ имъ 

и вь случаВ иррацюнальнаго основав! я остаются въ силф веб тВ опре- 

двлешя, которыя выражали ве$ проязведенныя нанн до сихь порЪ рас- 
ширевшя понямя о степени, 

'Изь этого же далбе слЪдуеть, что остаются въ сил п всф доказаниня 

до сияъ поръ теоремы о степеняхъ для всякаго пфлаго показателя (включая 
сюда и 0) и для всякаго вещественяато основашя. 

Вообще распространен понятШ обь ариометическихь дЪйстяхь н 

на ирращюнальныя и вообще вещественныя числа происходило до слхъ 
поръ такь, что при этомь не нарушились ни одинъ изъ основныхь зако- 
новъ, насающихея этихь дБйегй (напр., законы перемфотительный, 

сочетательный и распредлительный) и ни одно изъ опредбленй хВйствЕ 

обратныхь (вычичаня и дёленя). Потому воБ теоремы, доказанныя въ 
лервыхь девятнадцати главахь этой книги, сохраняють свою силу и для 
иррашональныхь и вообще вещественныхь чисель съ единственнымь остаю- 
щимся еще ограничещемь, состоящимъ нь недонущени иока нныхь пока- 
зателей степеней, кромВ цФлыхъ. 

$ 239. Иррацюнальный корень п-ой степени. Это поняме можеть 

быть введено слёдующимь образомъ: 

Теорема. Всегда возможно счете, опредфляюнщее такое абсолютное 

веществениое чиело, котораго и-ая степень равна данному абсолюугному’ 
вещественному числу. 

Док. Упоминаеное въ теорем® данное чиело вазовемь 2, ОБчене же 

указаннаго тамъ свойства должно быть произведено въ области абеолют- 

ныхьъ чисель и притомъ слёдующиемъ образомъ: одну совокуниоеть чисель 

образуемь изъ вебхъь абеолютныхь ращюнальныхь чисель, которыхъ 

з-ая степень меньше 2, другую изъ вофхъ абеолютныхь рацюнальныхь 

щисель, которыхь и-ая степень больше 2. Тогда, на осповаыйн теоремы 1 

въ 8 180, каждое число первой совокупности будеть меньше каждаго числа 
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второй. Притомь указаннымь распредфлешемь будеть указано м%ето 
веякому абсолютному ратональному чиелу или въ одной или въ друтой 

изъ этихь совокупностей, такъ какъ п-зя степень каждаго изъ этяжь чисел, 
будегь непремфнно или меньше 2 или больше г, при чемъ, однако, можеть 
оказаться и такое, котораго и-ая степень равна г и которое въ силу’ этого 
одно само по себ образуеть особый классъ. Изъ этихь свойствъ охарактери- 

зованинхь иами совокупностей олёдуегь, что образоващемь ихьъ произво- 
дится сфчевще, что цервая изъ нихь есть нижняя область его, а вторая 
верхняя, и что сБчеше это можеть быть и ратональнымь (если окажется 
число, котораго ‘а-ая степень равна 2) и иррацювальнымь (если такого 

чиела не окажехся). По опредвленно 9% рацюнальнов нисло, котораго 

я-зя степень равна г, обозначено было нами символомъ И’2. Этимъ числомъ 
и производится наше сфчее, если оно ращюнально. И такъ какъь при 

этомь услови, но опредблению 98 

то для того случая, когда сЪчев!е рацюнально, теорема доказана. 

Если же оно иррашюнально, имь опредёляется абсолютное ирра- 
шональное число, которое пока назовемь а, полагая 

а=(А, 45) 

и предполагая пользоваться обозначенями, изеденными въ $ 203. 

Если п положительное цфлое число, то а” есть произведеше я сомно- 
жителей «. Произведя это умножеше но правиламъ, указанныеь опре- 

двлевами въ 68 296 и 228, мы понучиыь число, опредфлениое сфчещемъ, 
нижнюю область котораго составляють числа вида а”, а верхнюю числа 
вида а”, другими словами, число большее, чВмъь каждое число вида а”, 

и меньшее, чВмьъ каждое число вида а”. А согласно съ условями сфченя, 
произведеннаго вами въ начал этого доказательства, число это должно 
„быть 2, и кромЪ него второго числа такого же свойства быть не можеть, 

какимь бы ово ни было дано, рашональнымь или иррацональнымь. 

Дайствительно, домустивь, что есть еще второе числю 2; такого же 

свойства, т.е. такое, дня котораго такъ же, какъ и для 2, всегда будеть: 

в"Зн<а”, 

замфнимь въ правой части тождества 

Чао Аа Зара ато Вы 2) а 

а’ я а числомь Ё большимъ, чёыь а’, слЁдовательно, и болыпимъ, чВмъ а, 

тогда мы получим: 

атле«це-вни У 
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и естя мы притомъ изберемь а и а’ такими, что будеть 

что веегда возможно [$ 199], то будеть 

а", 

тдф = означаеть произвольно заданное абеожютное рашоенальное Число, 

которое можеть быть и произвольно малымъ. Но изъ послФдняго свойства 
степеней а” и 0” сдфдовало бы, по теорем, доказанной въ $206, что 

аатЕР. 

Сльдовательно, допущене наше невозможно, и сФчешемь, опредфляю- 

щимь а”, опредвляется именно #, такъ что 

'Такъ какъ 

то теорема справедлива и въ томъ случай, когда н-=--1. 

Если же п отрицательное цьлое чиело, то одфлаемъ это явнымь, по- 
лагая 

в=- У. 

Вь такомь елучав было бы 

тд$ У положительное число. 

3 
Если 5 назовемь а, то будеть 

в 

Но мы уже доказали, что есть еБчене, которымь опредвляется такое 

число а, котораго цфлая положительняя, слёдовательно и у-вя степень 
равна данному абсолютному веществениому числу 2. Раныше же, въ $ 234 
было доказано, что всегда есть сЪчеше, ноторымь опредьляется число 

обратное даниому, 

Слфдовалельно, есть и такое оБчене, ноторымь опредфляется число 8. 

Тавъ теорема доказана для всякато ифлаго показателя п, 38 исключе- 
щемъ случая п=0, иизющаго особый смыелъ и требующаго особаго изелв- 

дованфя. 



— 263 — 

Сяждетые. Всетда есть абсолютное ращональное пли можегь быть 

создано сфчешемъ абсолютное иррашональное чиело, которато п-ая степень 

равна данному абеозютному вещественному числу а. 

Короче послёдиюю истину можно выразить тах! 

Сяйдетые, Всегда можетъ быть найдено абсолют- 

ное вещественное число, котораго п-ая степень 

равна данному эбеолютному вещественному 
числу а. 

Поэтому, каково бы ни было абсолютное или положительное веществен- 

ное число ви какое бы я ни было цфлое число (исключенъ только случай я=0), 

мы сохраняемъ опредфлеше 96, т.е., во ве хъ названныхь 
„ 

случаяхь мы обозначаемъ символомъ Уд число, 
которое, будучи возвышено въ иую степень, 
дасть а. . 

На овновави правиль о знавахь, установленныхь въ $ 132, это опред$- 

ден{е можеть быть распространено и на тоть случай, котда поиззатель в 
‹цьлое нечетное число и основаяуе а отрицательное вещественное число. 

Сл довательно, и вт томъ случа, когда а или 

Уз пррац!ональное число (при цбломъ еще пока 

п), остаются въ сил® равенства: 

. 
д Им =в 

на которыхь должны быть основавы доказательства вефхъ теоремъ о дВй- 

стыяхь надъ кориями. 

$ 240. Дробный показатель. Предполатая пока ыы числомъ, 

“ 

возвысимь а" въ 4-ую степень. По теорем 94 мы ири этомь получаемъ: 

|. 
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“ 

То есть, оказывается, что а’ есть число, которое, будучи возвытено въ 4-ую 
степень, даеть в’, другими словами, число, которое обозначается символомъ 
* 
Уч. По аналоми производившихся нами постоянно расширешй нонятй 

о джйотвяхь, согласимся и теперь и въ томъ случа, когда ? дробное число, 
4 

й 2 
обозначать У’ а? символомъ д’. 

р 

Опредьаеню: а’ = 

'Уславливаясь ввести такое обозначене, мы вибетВ съ этимь раеши- 

ряемъ понят/е о степени и вводимъ возвышеве въ дробную схенень. 

Что такое расширене понямя о возвышени въ степень допустимо и 

даже желательно, объ этомъ подробно будеть говориться въ 88 269 и 270. 

Здфсь же намь пужно познакомиться съ этимъ расширевшемь названиаго 
понямя для введенёя степеней также и съ ирращюнальными показателями. 

Введя абеолютныхь дробныхь показателей, естественио ввести и отно- 
сительныхь дробныхъ показателей, для чего достаточио опредфлить смысль 

отривательныхь дробныхь показателей. Онъ выясняется слёдующимь ра- 

венствомъ: 

—2 
4 Опредёхене: а 

Вь $ 270 будеть разъяснено, что теорема 94 остается въ силф и для 
дробиыхъ показателей. Поэтому 

На обнонаыи этото равенства можеть быть введено также ноняче 

® корн съ дробнымъ показателемь: 

Фпредълене: зи -у и. 

ы 
Если же мы Е обозначимь буквою и, то будеть 

и иоэтому изъ равенства, давшато послфднее онредвлеше. видно. что и для 
дробнаго показателя остаются въ сил равенства: 
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Опредёленте: (7:у- в. 

Сябдетье: Уи- - 

$ 241. Степени еъ иррашюнальными показателями, Это расшарене 

повяця о ‘степени можеть быть произведено на осповани сафдующаго 
нредложеня: 

Теорема. Всегда возможно ефчене, опредёляющее число большее, чыь 
каждая етепень и”, и меньшее, ч$мъ каждая степень и”, если в положитель- 
ное вещественное число, не равное ни 9, ни 1, и если а п а’ суть числа нижней 

и верхней области сБченн, опредфляющаго число а=(А.А’). 

Док. Раземотримъ отдфльно случаи, когда #>>1, и когда в<С1, и дока- 
жемъ сначала для перваго изъ нихъ, что разность в при услонахь, 

упоминаемыхь въ теоремЪ, можеть быть произвольно малою [$ 206]. 

На основав этихъ условй 

в’>а 

и потому о теоремЪ 2 въ $ 180, которая выетЁ съ остальными теоремами 

названнахо параграфа остается, какъ доказывается въ $ 278, справедливою 
для возхъ вообще рашщовальныхь показателей, 

>, 
Слвдовательно, разность и”— в” положительна. Преобразовавь ее 

слёдующимь образомъ: 

пи", 

мы зам Вили ее произведешемь, въ которомъ второй сомножитель будеть 

твмь меньше, чёмъ меньше будеть а’—а. Но по теорем% въ $ 199 для в’и 

а могуть быть выбраны всегда тавёя значетя, что разность а’—в можеть ока- 
заться отличающеюся оть © таку мало, что р”—* будеть только на произвольно 
малую величину больше 1, и выфотВ съ этимт, будуть п р’ 1 и 1) 
произвольно малыми числами. 

Наглядно ноказать это относительно поелфдняго выражешя можно 
слёдующимь образомъ: 

Такъ какъ здфсь интересь предетавляють только очень малыя значетя 
разности а—в, то мы можемь отраничиться раземотр5емъ случая, когда 
на правиньная дробь, которая притомь можеть быть предиоложена имфю- 

нею въ числителВ 1 и вь знаменателя цфлое число, ибо всегда имзкиея 

такого внда произвольно малыя дроби [$ 206]. Если разность а’—& на оено- 

+ 
зави этого назовемъ - и буквою %} обозначимъ ыфкоторое произвольно ва- 

п 
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данное абсолютное или положительное ращональное число. ть всегда а и а” 
могуть быть выбраны такь, что будеть 

1) 
Е ей «<». 

Умиоживь это неравенство ча у, мы, по чеоремф + въ $ 63 узнаемъ, 
что при услови, выраженномъ имъ, будеть 

верт 
Раздёливь послЪдиее неравенство на 14" мы, по теоремВ 1 въ 8 79, 

узнаемъ, что при томъ же условш будеть 

р 
—<—. 

ы ыы 

отсюда, прибавивъ кь об%имъ частямь неравенства по 1, но теорем 1 въ 

$ 49, что будеть 

ин - и 

отсюда по теоремф, доказаниой на этой етраник% внизу подь чертою *), 

что будеть и подавно 

т < 
ы # 

у Вепомогательная теорема. 
Преди. п>1 и цулое число; 8>0. 

Утв. (1-8 я, 

Док. а" =1+25 4 
Слъдовательно, 

аи. 
9-581-588-3811 214-384-843 4-5). 

Олдовательно, 
{1 4+6)8>1 4-38. 

Допустивъ, что и для п 
"тя, 

умножимъ это неравенство на 1--5, тогда получимь: 
Еву 1-18 ий. 

Сяфдовалельно, и подавно 
ааа. <. 

Сравнивая нераненства Ти П, мы видимъ, что утверждена справедливо для 

показателя (и--1), если оно справедливо для показайеля я. Но оно справедливо 

ля показателя 2; елфховательно, оно должно быть еправедливымьъ для показа» 
теля 8, что уже доназано было выше и помимо этого заключен!я, Будучи справед- 
ливымгь для показателя 3, утвержден!е должно быть справедливо для показалеля 4 
1. д., т.е. вообше для веякаго уЪлаго положительного показателя. А 910 и 
требовалось доказать. 

[о 
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а отсюда на основан такихь же, какъ выше, заключен, что будетъ. 

та. 1 
й и 

Е т "1х Ч 
р | 

(1) <. 
1 

Замфнивъ онять дробь - разностью а——а н произведеще ии" —®—1} 
п 

пять разностью р“-—р”, мы видимъ, что есть тавя отепеви в” и 1“, 
разность между которыми будеть по абсолютной величин своей меньше 

всякато заданнаго абсолютнаго или положительнаго раптюнальнаго числа 1. 

Изъ этого же далёе можетт быть заключено, что существують тая 
`раптональныячиела сл с’, из, которыхъ первое меныше р”, а второе большер”. 
разность между которыми будеть но абсолютной величин® своей меньше 

веякато произвольно заданнато рашопальнаго числа =, какъ бы мало и это 
поел днее ни было но абсолютной величин своей, 

. ДЬйствительно, на оснонани понятя о оВчен (° и р” мы преднола- 
таемъ опредфленными побредствомь рашональныхь или ирращональныхь 
офчен!) мы знаемъ, что существують тавЁя числа сис’, что развости и"—с 
я с в* могуть быть произвольно малы. Потому, полагая прамфрно 

кы имфемъ: 

5" —е <5 

<“. < 

ср < 

Сложивъ же ихь, 

мы и получаемъ: 

<= 

Поэтому, сравнивая в6ф ращональныя числа со стененями и и Го и 

причисляя ихь къ одной совокупности или къ другой, смотря по тому, 

будуть ли они меньше * вля больше 2", мы по теоремв, приведенной въ 

$ 211 какъ сябдетве н производимь офчене. 

Въ томъ случа, когда < 1, по теорем 3 въ $130 будеть 

< 
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и потому разность и’ р” отридательна, слФдовательно, разность рр” 

положительна. Положимъ въ этомъ случаь 

тогда будеть 

>; 

и разность р*’--р* положительна, разность же р’—у°’ можеть быть при- 
зедена къ слфдующему виду: 

Въ послфднемь выражени знаменатель больше 1, такь какъ р> т, 

числитель же при т®хь же условяхь, можеть стать, какъ и въ первомъ 

раземотрЬнномт, случа, произвольно малымь, такъ что разность в“ и” 

и подавно можегь стать произвольно малою. 

Сравнивая и при услови 

в<: 

36$ разрональныя числа со степенями “и р” и причиелая ихь къ одной 
<овокунности иди къ друтой, смотря ко тому, будуть ли они меньше 1” или 
больше ^°, мы по теорем, приведенной въ $ 211 накь слдетые, и разсу- 
эждая такъ же, какь вь первомъ случа, заключаемь, что также производимь 
сфчене. 

Если бы при этомъ (т. е., когда производится сфчеше, соотв тотвующее 

условНо в > 1 или условию р, < 1) оказалось нЪкоторое разйональное число, 
которое бы не нашло себЪ мфста ни эъ нижней области, ни въ верхней, то 

сфчене было бы рашокально и м” рашональное число. А если бы такого 

ращональнаго числа не оказалось, то сфчешемь опредфлялось бы ирращ1о- 
нальное число. 

Фпредълеше. Предполатая 

а=(А, А’) 

иррац1ональнымь числомт, подъ стеленью 1“ 
будемъ понимать число, которое больше, чЁмъ 
каждая степень в" и меньше, чих каждая стенень 

в”, если 

в>ь 

и число, которое больше, чё мъ каждая степень в” 
и меньше, ч$мъ каждая степень р", еели 

<< 1. 
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СуБдетые. И въ томъ случаЪ, когда а пррашональное число, изъ не- 

равенстна 
аЗа<: 

сяфдуеть 

и р”, воли и>1, 
я 

вии", ели в < 1. 

'Изь поелфдиято же предложеня и понятя о неравенств% иррацональ- 

ныхь чисель легко заключается, что вс$ теоремы о неравен- 
ств степеней, доказанныя въ $180, остаются въ сил 
для веякихъ вещественныхь показателей и 
основан1й. 

8 242. Законъ непрерывноети въ примфнели къ возвышению въ. 

степень . 

Теорема. Кь иррановальной (или вообще вещественной) стенени ирра- 

шональнаго (или вообще вещественнахо) числа можно приблизиться на 

сколько угодно, потенцируя приближениыя значеня оснонандя на прибля- 

женныя значеня показателя. 

Док. Пользуясь обозначевями, введенными въ $ 203, и полатая 

а—(А, 4’) 

и 
в—(м, М’), 

мы имфемъ 
а За <а 
зн «р «я, откуда 

ти“ (1 

по теоремв, приведениой въ предыдущемь паратраф® какъ слфдеть. 

Вь предыдущемь же нараграфЪ было доказано. что разность т””—ву” 
можеть быть сдёлана произвольно мазою, а ВЪ $ 939 то же самое отноеи- 

тельно разности т’”^—т*. 

Полагая на этомь основави 

= „< п°--т <5 

= шо < т — т <. 

мы получлемъ: т" Е {2) 

по теорем 2 въ $ 49, если сложимъ стояния надь чертою неравенства. 
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ели бы мы, наконець, въ етепеняхь т“ м” одно изъ основан за- 

мфнили другимъ или одного изь показателей друтимъ, то получили бы въ 
каждомь изъ этихь случаевз стенень, заключенную между эй и пу“. 

А изъ этого и изъ иеравенствь (1) и (2) и сл$дуеть, что степень * можно 

вычислить съ точностью до = чрезъ нотенцироваще приближекнаго значеня 

основаня в на приближевное значен!е показателя а, доведя эти прибли- 

женныя значеня до достаточиой точности. 

$ 248. ДБяетвя издъ степенями съ иррацональными показателями. 
Для распространевя правиль о дёйствяхъ надь стеленями и на тВ случаи, 

когда показатели этихь степеней ирращюнальны, не требуетея внедея 

новыхь понямй. Пояенимъ это на прииёр умножешя другь на друга 

степеней съ одинаковыми основатями. 
Если в вещественное число иаи В числа иррашональных (06а или же 

и только одно изъ них}, то Га и МЫ будуть иррашюнальныя или вообще 

вещественныя числа. Умиожеше же такого рода чисель уже опредфлено. 

Въ степени 22 сумма есть опредёленное уже понязе, но и выражене 

рН не предетавляеть понят новаго, будучи иррашональною (или вообще 

вещественною) степенью вещественнаго числа. Поэтому для раепростра- 
неня правила, выраженнато теоремою 1, которая была доказана въ 
$ 121 'ы обобщена вь $ 288, и на разсматриваеный случай доетаточио 

дополнить доказательство этой теоремы, доказавъ ее и ил: 

когда показатели сомножителей иррацональны (или вообще вещественны). 

Это доказательство мы можемь облечь въ такую форму: 

Теорема. И въ томъ случа, когда числа аи В, оба или одно изъ вихъ, 
иррацюнальны, остается въ силв, что 

в. ве. 

Док. Пользуясь обозначенями, введенными въ 6 203, и полагая 

а=—{А.4’) 
и 8=(В,В.), 
мы имфемъ 

«<< (1) 
ь<в<р 2) 

®ткуда а Зав < е-ь 
к иерей +" ® 

на основаши теоремъ, приведенныхь какъ сл®дотвея въ 8$ 215 и 241. 

На оснований носл6дней изъ этихь теоремь мы изъ тёхь же нера- 

венствъ (1} и (2) заключаемь, что 

< 
я чт 

откуда Ч ОО 
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по чеорем$, приведениой въ $ 226 какъ послфднее слёлетв!е. Но 

Поэтому мы неравенству (4) можемъь придать видъ: 

А ы ©). 

При еравнев4и неравенствь (3) н (5) видно, что какъ нижнЁя, такъ и верх- 

в1я области ефчевй, которыми опредфляютсн числа р” . 58 и рев, ть- 

ждественны и что потому [$ 204] 

з | 9+8. 

Подобнымь же образомь могуть быть донолневы также доказалельства, 

‘теоремъ 89 и 34 *), посл чего встунають въ силу также для вевхъ вообще 
вещественныхъ показателей и вс% остальныя теоремы © степевяхь въ 
глав ХЕХ, такь какъ доказательства этихь поелёднихь теоремъ основы- 

заются па теоремахь 16. 89 и 94. 

$ 244. Теорема. И въ томъ случа, когда & иррашональное числе 

12 

Док. Степень 1° можно представить въ слёдующемь вид: 

Послфднее же частное равняется 1 по опредёлентю 53, остающемуея въ 

сил и для пррашональныхь чисель, какъ это разъяснено было въ $ 236. 
Ол»довательно, и въ самомъ дёлЬ, и въ случав пррашональности 

показателя 

1°=1. 

$ 245. 0" пры мроашональномь показатель. Опредфлене степени съ 
иррашональнымь показателемъ, данное въ $ 241, непримёнямо къ разъ- 

ясненто смысла выраженя 0°. Оставлен е же его безъ смысла предетавило бы 

болышя неудобетва. 
Примемт во внимане, что если я цфлое нололунтельное число, то 

0"—=0, 

2} Мы предоставаяемь это сдВлать самнмъ учащимся въ видь упражнешя. 
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хакъ это уже разъяснено было въ $ 119, если же п положительная дробь, 

наир. 2, о 
Е 

о 
0" = 

на основан опредфленя 96 (см. $ 131). Усматривая изъ этого, что всякая 

положительная рашональная степень нуля есть 0, естественно ожидать, 
что только, если считать 

9—0 

и при ирравюнальномь показатель, не произойдеть противорфй пра при- 

ыфнени доказаиныхь теоремъ. 

Допустимь, напр., что 0* означаеть нфкоторое чиело, но не равняется 0, 
слдовательно, равняется нфкоторому положительному или отридательному 
вещественному числу, которое назовемъ &, 

Въ такомъ случа мы, предиоложивъ в положительнымь вещественвымь 
числомь, притомь не равнымь 1, имфли бы; 

Е. 0". ре. в) 0° =, 

что невозможно, такь какъ и” не равняется 1, и что станеть возможнымь 
только, если мы долустимъ, что 

#=0. 

Кь зому же результату им бы пришли, которую бы теорему о степенахь 

мы ни попробовали примфнить къ выраженю 0°. 
Сь другой же стороны «-ая степень положительной правильной дроби и 

будеть тёмъ меньше, чБиъ мельше и, и можеть ири этомъ быть приближена, 

къ 0, на сколько угодио, такъ что и? было бы приближеннымь съ избыткомь 

значенемъ 0°, которое могло бы быть вычислено съ какою угодно точиостью. 

На основан этого мы должны придать выражентю 0° слдующий смыслъ: 

Фпредфлене. И при иррашональномь показателв должно очитать 

0" —0. 

Иримчаню. Изь этого слёдуеть, что есни а отрицательное иррацо- 

зальное число, то выражене 0” должно понимать иъ смысшЪ, разъяененномь 
ВЪ $ 120 въ примбчани. 

ДБИствительно, при нномъ пониман#и его получаются противор®зя. 

$246. Поняття © нервыть няти ариеометическигь дъйстыяхть в 

теоремы, отноеннуяся къ нииъ, распространены теперь на ве вещеетвея- 

выя чыеха. Вь $ 111 разъяснено и указано было, что недоставало еще 
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только изслФдорашя относительно возможности введеня дробныхь и ирра- 
цюнальныхь показателей степеней, чтобы теоремы, локазанныя зъ первыхь 

девятнадцати тдавахь этой книги, иртобрёли силу для вефхъ вообще веще- 

ственныхь чисель. 

Произведя эти изсл®дованя, введя недостававиня еще повятя и 
дополнявь прежшя доказательства, мы обобщили вс® понямя о первыхь 

пяти ариеметическихь дйствьяхъ и теоремы, касающёяся ихъ, настолько, 

что вездв модъ чиеломъ можеть пониматься ввякое вещественное число. 

НЪкоторое отраничене осталось только для основашй степеней: къ поло- 
жительнымь вещественнымь основан!ямь относятся вс произведенныя 

обобщения, къ отрицательнымь же только, если показатели степеней цёлыя 

числа или дроби съ нечетнымъ числомь въ начеств® знаменкалеля. Если же 

знаменатель показателя степени окажется четнымъ числомъ, то ограни- 

чей1е необходимо потому, что такая степень есть корень четной степени 

изъ отрицатёльнаго числа, сзфдовательно, уже не вещественное чиезо, 

а мнимое. По такой же причин уномянутыя обобщеяя не относятся также 

къ слепенямь съ отрицалельнымь основашемь и иррэвональнымь пока- 

зателемъ. 

$ 247. Корень еъ иррантональнымь показателемъ. Въ 8 234 было 

разъяенено, какой смысль имфеть выражене : если а ирращональное 

число. На основаши этихЪъ разъяснен и на основан достигнутых нами 
обобщен должно быть: 

= 

е =. 

Такь мы видимъ, что ин въ случа иррацйональности 

числа а всегда имфется число, котораго я-ая сте- 

нень равна данному положительному веществен- 

ному числу р. Естественно его обозначить символомъ 

", 

Ув 

и выфетБ съ тБиь ввести понят о кори съ иррашональнымь показа- 

телемъ, сохраняя и для него опредфлеще 96. 

Такъ въ коннё концовъ оказывается, что для веЪхь вообще 

веществевныхь чиселъ остаются въ снл% ра 
венства: 

Фтроббзнии: (72) 
а 

СхБдетие: Ун=ь. 

Варлок. Бужомодетво алгебры. 18 
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Признавая же силу ихъ только въ области вещественныхь чиселъ. 
в 

мы тБмъ самымь ноключаемь пока упомянутые выше случаи, котда Ув 
означасть мнимое число. 

На основанти достигнутаго нами обобщен1я 

посл днихъ равенствъ ве% теоремы о корвяхь 

и о д детвзяхъ надъ ними будуть еоправеднивы 

для всфхъ вещественныхь чиселт, танкъ какъ 
доказательства ихъ основываются на опред - 
лен{и корня. 

$ 248. Законъ непрерывности въ примфиены къ извлеченно корня. 

Теорема. К» корню ирращональной (или вообще вещественной) степени 

изъ ирращюнальнаго (или вообще вещественнаго) числа можно прибли- 

зиться, на сколько угодно, извлекая корни прибляженныхь къ данному 
показателю стененей изъ приближенныхь значетй подкоренного числа. 

Док. Такъ какъ 
1 

а 
“Уве”, 

те утверждаемая истина оказывастся доказаниою уже выфетв съ теоремою 

въ $ 242. 

$ 249. Иррацювальные логариемы. Уже въ $ 190 было объяснено, 

что логариемомъ числа р по основаню м называется показатель, на ко- 

тораго яужно потеннировать ть, чтобы получить р; и тамъ же уже сообщено 
было, что такой показатель обозначается символомъ 102, р. Приведенное 

тамъ и повторенное здвеь опредфлете лотариома можеть быть выражено 
также слёдующимь равенствомъ; 

Опредфлене: м1” р. 

Легко уббдиться, что только въ исключительныхь случаяхь логариомы 
будуть ращональныя числа. Напр., логариемомь чиела 3 по основанию р 

должно было бы быть названо чиело т, удовлетворянищее условыю: 

228. 
Но 29 =1, 210, 22.54. 

Еели х будегь цёлое число большее, чмъ 2, то 3 будегь больше 4. 

Жоли х будеть цфлое отрицательное число, то 2° будеть правильною дробью. 

Взавъ х дробнымь числомъ, капр., «=, мы имфли бы: 



хо.ееть, мы долучили бы при такомъ возвынени 2 въ 2-ую степень. корень 

изъ нвкоторой цфлой степени 2-хъ. Но такь какъ у не цфлое число, то 
# 

гакой корень быль бы иррапюнельнымь‘чинеломъ, но ве 3. 

Слфдовательно, н®тъ ни цлаго числа, ни дробнаю, при потенниро- 
наи на которое 9-хь получилось бы 8. 

Но возможно сФчен!е, опредфлающее число х, удовлетворяющее условю 

2—8. 

Это съчене должно быть произведено слёдующимъ образомъ: къ одной 

совокупности нужно причислить всф разкональныя числа, при потенциро- 
ваши на которыя чясла 2 получается меньше 3, къ другой вс ращональ- 

ныя числа, при потеннировави на которыя числа 2 получзется больше 3. 

Схемою для образовавя описанныхь совокупностей мотло бы служить 
керавеяство: 

2°<3< 2”. 

На какое бы ращональное чиело мы ни потенцировали 2, получится 

вовершенно опредёленно въ результат или больше 3 или меныше 3, такъ 

какъ неравныя степени одното и того же числа не бывають равными (исклю- 

чая, конечно, основан!я 1 и 0). А такъ какъ при этомъ разность &^—а можеть 

сталь произвольно малою ($ 206] (въ зависимости оть этого тавже раз- 
ность 3"—2", кактъ это доказано было въ $ 241), то по теорем% , приведенной 
вь $ 21 какъ слфдетые. образованныя нами совокупности состааляють 
нижнюю и верхиюю области сфчешя. Назваяь опредёляемое имъ ирра- 

зценальное чнёло а, мы и ныЗемь: 

о 

какь это будеть доказано въ общемь видф въ слфдующень нараграфЕ. 

Потому мы число, опредфленное описаннымь сфчешемь, и имфемъ право 

обозначить символом 102, 3. 

$ 250. Теорема. Всетда возможно сфчеше, опредбляющее тахое веще- 

ственное число, при потенцировашя ка которое даннато положительнаго 
вещественнаго числа д (не равиаго ни 0, ни 1} получается данное воложи- 
тельное вещественное чиехо Х (не раваое 0). 

Док. Предиолаган ‹ сначала вещественнымь числомь, большимъ, 
чЬмь 1, образуемь дв® совокунности рацовальныхь чисель сидукинимъ 

образомь: къ одной причиелимъ вс рашональныя числе, нри. потемщиро- 

зави на которыя чиела р получается меньше А, къ другой—во® рацюналь- 

ныя чиела, при потеёнцировани ка который числа р получается больше А. 

Охемою для обравованя описанныхь совокунноетей мотло бы служить 

‘неравенство: 
< \1). 

18* 
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На какое бы ращюнальное число мы ни потенцировали р, получится 
совершенно опредъленно въ результат или меньше Х или больше А, 
такъ какь ‘при возвышевм одного и того же числа (исключая, конечно, 

числа 1 и 0). въ. неодинаковыя степени никогда не. получается одного и 
того же резульгата [8 130 и 6 241]. 

Такь каждому рашональному числу указываетея. мФето въ одной 

изъ образовавныхь нами совокупностей или вь другой. 
При этомь въ нихъ есть тажя числа а и а’, что разность а’—а можеть 

оказаться произвольно малою 6 206}, & въ зависимости оть этого произ- 

вольно малою и разность “в”, какъ это выяснено было при локаза- 
тельстВ® теоремы въ $ 841. 

Слфдовательно, эти совокупности ооразують нижнюю и верхнюю 
облаети сфчентя. 

Назвазъ а число, опредбляемое имь, возвысимъ № въ а-ую стелень. 
Если а окажетея рашональнымь чиеломъ, то, на‘основани понямя 

© ращональномъ ефчеши, а доджно быть какъь раз тВмъ числом, при 

потенцировани на которое получается Х, такъ что для этого случая мы 
‘уже доказали, что 

Если же а иррашональное число, то возвышен!е р въ а-ую стенень. 

произведемъ но правилу, содержащемуся въ опредфлеши въ.5 241. Такь 

какъ 
а а«и, 

то по теорем, приведенной въ томь же параграф какъ. слёдетв!е, 

гор”. {2 

При этомь, какь это разъяснено было при доказательств теоремы 
въ $ 241, разность 2-м” можеть етать проиавольно малою, а при этомь 
уелови, какъ разъяснено было тамъ же, должны имфться такого свойства 
`ращональныя числа си с’, изъ которыхь си“, с”>*, что и разноеть с’-—© 
булегь произвольно малою. 

Поэтому, сравнивая неравенства (1) и (2) между собою, мы по творем®. 
вЪ $ 206 заключаемь, что дфйствительне 

з Е 

Танъ же теорема съ соохвфтотвенными незначительными взыненяыи 
доказывается и для того случая, когда орт. 

СяЪдетею. Всегда есть рашональное яли можеть быть создано свче- 

емь иррашюнальное число. при нотенцировани на которое положитель- 
ваго вещественнаго числа №. получится положительное вещественное число Х. 



Короче, повлфдиюю истину можно выразить твкъ; 

Сибдетвю. Всётда можеть быть найдено веще 
ственное чнело, при нотенцирован1и на которое 
ноложитедьнаго вещественнато числа # полу 

зится положительное вещественное чиело ^ 

Поэтому, каковы бы ни были абсолютныя, ‚или положительныя веще- 

<ственныя числа \ и №. число, обозначаемое симооломъ 

о, Х, 

будеть имфть всегда смысль и означать вещественное число; и только 
случай в—1 иметь нзкоторый особый смыслъ, требующий особаго изел%- 

дованя и разъяененя. 

Особенно важно отм%тить;, что для восфхЪ во- 

обще положительныхъь или абеолютныхъ веще- 

ственныхъ чисел Хи # остается въ сил равен- 

ство: 

Опредфлене: АА. 

На неиъ основываются доказательства вовхь 

теоремъ о логариомахъ и дЪйствтяхъ надъ ними. 

Потому посл весякаго такого доказательства 

необходимо будеть’ ‘доказанную тефрему ^при- 

знать справедливою для в %хъ вообще положи 

тельныхь или абеолютныхь веществеиныхь чи- 
селъ, при чемъ каждый логариомъ самъ можеть 
быть вообще вещественнымь числомъ. 

$ 251. Третье раетиреше зваченя бужьъ. Цослф вебхь едвланныхь 

нами въ этой глав обобщен, при помощи которыхь мы доетягли. того, 

чтю безъ карушеня основныхь законовъ вефхь ееми арнометическихь 

ДВйстый эти дЭйствЁя моруть производиться надь всбми вообще веще- 

ственными числами, буквы во вофхь алтебраическихь выраженяхь мотуть 
означать и иррацюнальныя числа. Только надъ тВми степенями, корняин 
и логариемами, которыя не означають веществениыхь чисель и о которыхь 
мы упоминали, тд олфдуеть, мы еще не имфемъ права производить дёй- 

стыя, такь какъ возможность введеня понят! о дёйстяхь надъ мнимыми 

чисками нами еще не изслёдована, 

$ 252. Ваконъ непрерывнюсти въ прим нени къ вычиеленно погариома. 

Теорема. Кь лотариому прращюовальнаго (или вообще вещественнахе) 

числа пе ирращональному (или вообще вещеетвенному} осповаяю можно 
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приблизиться, на сколько угодно, вычисяяя логариемы приближенинхь 
значен!й этого числа по приближеннымь зкачендамь основаня. 

Док. Еели мы, полагая 

#=(4; 49 

вм, М’, 

будемъ пользоваться обозначеннми, введенными въ $ 203, и если Хниа 

имфють емыель, указываемый слФдующими равевствами: 

то безъ дальнёйшихь объясненй на основаши довазанныхь до сихъ поръ 
теоремъ будуть понатвы смыель и справедливость непавенствъ: 

ит 
аЗа<т 

в’—а< г. 

Но но опредбленю лотариема изъ приведенныхь выше равенствъ 

слфлуеть, что 

а=рю, 1 
а—1ю8, № 

&=Ю„ Г. 

Подетавивъ эти выражен1я вмЪето а, а и а’ въ послёдая два нера- 

венства, мы видимъ, что 

То, 1 < 100, А < 10 Г 

ор, Г ов, <=. 

Легко можеть быть также доказано, что и разности 105„. Лок». 1. 

9 и о: могуть быть одЁланы произвольно малыми. 

А изь этото и иаь посафднихь лвухь неравенствь и сяфдуеть, что 

10юд; Х можегь быть вычислень съ точностью до & чрезь нычисленае ‘нота 

риема приближениаго значешя Х по основан, которое есть приближениое 
значене №, если только эти приблажетя будуть взаты съ достаточюю 

точностью. 

$ 253. Заключене. Если требуется произвести нъеколько различ- 

ныхь д®йств! надь ирращюнальными или вообще вещественными числами, 

10 порадокь ихь можеть быть указань соохвфтствующею формулою, 

саныя же дЬйствя должно веегда производить такимъ образомъ, что сна- 

зала производится одно дфйстве, затБмь, согласно указанно, надъ пелу- 
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ченнымь результатомь и другимъ или другими данными чнелами другое 
дъйстые и т. д. Поэтому и къ вычиеленю веякой сложной формулы отно- 

ситея заковъ ненрерывноети. На немъ и на достигнутыхъ вами обобщеняхь 

зиждется слЪдуюнИий важный законъ, являющийся результатомь изелФдо- 

вавй этой главы: 

Слвдетв!е. Всякое равенство м неравенство, которато справедли. 
воеть`доказана для ращональвыхь чиселъ, сираведдико также для чиседлъ 
иррацональныхь и вообще вещественныхь. 

ГЛАВА ХЖУ. 

Дъйетыя надъ корнями. 

$ 254. Важных предварительных замбчан я. Оадмо собою разумЪетен, 
что доказательства теоремъ о дЪйствяхъ надъ какими бы то ни было выра- 
жевями должны основываться на опредёленяхь этихь выраженй и на 

опредфлетнхь отихъ дЪйств. Вь предыдущей главё мы понят о корнЪ 

обобщили настолько, что въ немъ и полкоренное число и показатель могуть 
быть всякимъ вещественнымь чиеломъ при единственномь услови, чтобы 
и самый корень при этомъ быль вещественнымъ чиеломъ. ВелФдстве этого. 

какъ тамъ же было выяснено, выражене Уа для насъ еще не иметь воли 

опредфленнаго смысла только. если при отрипательномь а показатель з 

или четное число, или дробь еъ чегнымъ числителемъ, или ирранюнальное 

число, а также еще, если н—0 при любомъ значения а. Возможноеть обобще- 

НЙ; воотв®тетвующихь первымъ тремъ изъ перечислевныхь елучаевъ, 

будеть разематриваться въ слздующей глав, а поелВди!Й случай въ конце 

этой. Вообще же въ этой глав мы будемь оставаться въ области веще- 

ственныхь чисель. 

Давъ въ предыдущей глаз опредленёя вефхъ дфйстьЙ надъ веще- 

ственными чнелами, мы вмёстВ съ тЁмЪ доказали возможность производить 

ихъ надь всякими вещественными числами и вложили смысль во веякое 
азтебраическое выражене, каюя бы вещественныя числа ни означали 

веё ветрчающяся въ немь буквы и оно само. 

Не менфе важно предноелать прелстоящимь доказательетвамь, что 
опредёнене 96° и сивдетве наъ него 96*, какь это разъяенено было въ 

той же глав, остаются въ сил для воБхь вещественныхь значеви нока- 

зателя и подкоренвого числа, при которыхъ и самый корень остается веше- 
ственнымъ. 

Но такъ какъ иногда бываеть необходимо отказаться оть изучения по- 

дробной теор ирращональныхь чиеель, то мы въ этой главф кратко уно- 

миваемъ еще разъ о введеши ирращональныхь показателей, выедеше же 
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дробныхь показателей, о которыхь говорилось уже въ предыдущей главЪ. 

мы здФсь разсматриваемь ‘подробно. 

$ 255. Умноженю корней съ одинаковыми показателями и извнечен!о 

корня изь производеня. 

Теорема. Корни съ одинаковыми показателями 
умвожають умножая ихъ подкоренныя числа"). 

яя в 
Утв. Уа. Уъ-Уз. 

„ „ 
Док. Обозвачивъ \« буквою х, ИЪ буквою у, мы изъ равенствъ 

„ 
Уз = 

\-— 
на основани опредфленя корня [96*] имфемъ: 

^=в 
"= 

Умноживь эти равенства, мы, 
`` що теорем% УЦ, получаемъ: 
2*. у"=аЬ, а отеюда, по теорем .89, 
(гу) "=. Такъь мы видимъ, что ту есть 

число, которое, будучи возвы- 

шено въ и-ую степень, даеть а; 

во это можеть быть выражено 

и такь: 

Подетавивь въ это равенство 
„_ ",_ 

О У выбото ги УЪ выжето у, 
мы убЪждаемся, что и вь самомъь 

Вл 
«я 
У . У 

Тань же теорема доказывается и для всяка большато. числа сомно- 
жителей. 

*} Менфе удобно для ззпоминзмайя, но зато вполнЪ точно, эту теорему можно 

быхо бы формулировать такъ: 

Проивидены хорней съ одинаковыми показателями равнязтея хорню съ ттьмь мее поа- 

затележь $ зодкоренныме числомь, равныкь произетденю подхоренныть чиеель сомномечтелей. 
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Если мы доказанное равенство напишемь (теорема У) такимъ образомъ: 

ув-=Иа.Уь 
то получаемъ: 

бябдетые. Изъ произведен: я извленаютъ корень, 

извлекая его изъ каждаго сомно жителя. 
„ *,- 

$.366. © знакахъ корней. Если п четное число, то в у и У мотугь 

быть каждый и положительнымь и отрицательнымь чнеломъ, елфдова- 
тельно, лФная часть доказаннаго только что равенетва 

„я 
ИБ=\У 4 

можеть быть и положительная и отрицательная величина. Но вЪ такоиъ, . 
случа и правая часть есть корень съ четнымъ показателемь и потому 

тоже или положительная или отрицательная величина, такъ что равенетво 
во веякомъ случа® справедливо. 

Налр.. 

И =+3, 

У 25 = +5. 

СлЪдовательно, 

У. ИБ). ити; 

нои Уз. 5 =У28 

Вносл5детьи же мы увидимъ, что корни могуть имфть и болфе двухь 

значенй, но вежественныхь всегда только ве болфе двужь, о которыхь 
потому въ этой главь (на оснокаши остающатося еще пока въ сил® согла- 
шеня въ $ 182) только и можеть быть рёчь. Такъ же легко, какъ въ раз- 
емотрниомь случа, и въ теоремахь, имвющихь еще быть доказанными, 

распространить справедливость теоремь на оба вещественныя значеня 
корней съ четными ноказателими. Поэтому мы ради удобства и остальныя 

теоремы въ этой главЪф будемъ доказывать, не упомивая о. возможности 
двухь знаковъ вь значешяхь корней. 

=+Ь, 

$ 857. Вынесен множителей изъ-нодь знакя радиказя. При при- 

мзнен и нослёдней теоремы (99) можеть вотртиться случай, что корни 

изъ сомиожителей будуть отчасти ращюнальны. Такъ, изнр., 

з 
И125 27. 2-5*. 3. Из. 

Въ такомъь случаф говорять, что еомножители 5 и $ вынесены 

изъ-цодъ знака корня. Такое преобразоваше бываеть часто 

необходимое для упрощевя формуль, и чтобы ето сдлать, разлатають 
выражене подъ знакомъ корня подхолящимь обравомъ на сомиожителен. 
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Приифры. 

1) Иэв=У зе 2=Из. Уз-т.У>. 
В 5 5 

2) Ум Уз. аз. 
. СИИ  . 

3) И10в0=И 28.38. 5=2.8.И5-=6У5. 

- 4) Из0+3И45У605-+3У 195 = 

УЕ. 5439 -5-Уы ‚543/25 .5= 

ЗИ5-+8 .зЗИ5—пИв-2 .5У5= 

27549 5—цИ5--10У5-=10/5- 

Выносить сомножителей изъ-нодъ знака кория приходится и можно, 

конечно, и въ буквенныхь выражетяхъ, какъ мы это показываемь въ сл- 

дующихь стровахь: 

Примры. 

р р 
1) Илвабюа=И 2. 

* 

—2аёЗУ ЗаЬ%?. 

з ’_ ОЕ ИИ ._ 
4) ИУ выбе ЕУ элаья-аИ абе—2ЪУ афо-- 34 абс 

В 
(а э6зоУ ао. 

$ 258. Шедведене множителей подъ знакь радикала. Иногда при- 

ходится производить преобразоване обратное тому, которое было объяснено 

въ предылущемъ караграф®. Оно можеть быть всегда сдфлано при посред- 
ствЪ теоремы 98 посл предварительнаго примфненя слфдетья 96“ и 

поясняется приведенвыми ниже примфрами, въ которыхь показывается, 

какь сомножители, стоящте передъ знаком хория, 

могутъ быть подведены подъ него. ° 

ШПримЕры. 

вв в в 
33 ИУБ=И 8. И5-Уз°_5=И3645. 

. 1 т т т В 
22) зазьзеУ зас? -У ат албан, У за эзатьяый У аббат. 
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$ 259, Преобразован!е суммы и разности двухъ нвадратныхтъ 
корней. Продотавиръ суиму и разность корней Уа + У $ по теорень 96" въ видЪ а ` 
У@’: + УБЕ. раскрывъ подъ энакомъ корня скобки и получивъ ири этомь 

Ув У5-Иаьт 2, 
мы убъждаемся, что твкимъ иремомь суммы или разность двух» нводратныхь 
корней воегда можеть быть предетавлени въ ридЪ одноте кория. При изнъстныхь. 
увлошяхь такимъ преобразоващемъ достигается упрошене лаииаго выраженя. 

Примбры: 

1 УБ+У8-И5+3+2у1Е-Из+2уй 

‚в Иа-у7-Из-Ут-Изу +4 У ув 1-Иуз-у8. 

$ 260. Греобразоване обратное предыдущему. Паписавь равен- 
ство, полученное нъ предыдушемь паоаграфЪ, въ такомъ видЬ: 

Иан тУу-уа+Уь, 
мы занлючаемъ, что корень вядь 

Ук-уя 
можеть быть замфнень суммою или разностью двухь корней. Ясно, что ква. 
дратный корень изъ бинома т-- Уп будеть Уё + ИБ, всли 

т-а+ь 
и и —4а6. 

Оти условя будуть выполнены, если 

тожъ какъ дЪИствительно сумма этихь выражен равна т, в учетверенное ихъ 
произведен1е равно п, (Накъ можно найти ан Б, учить $ 561). 

СлЪдовательно, 
т т; СО Е = РЗ 2 

и равнымъ образомь 
Уя | ту в 172 Ут и уй= пои 2 2 

Въ справедливости послёднихь двухь равенсть мы хожемь также убЪ- 
диться, возвыснаъ правыя части ихъ въ квадрать. Тань какъ прн этомъ полу- 
чается в + Узи т— Ия, то по опредъленню норыя и должно быть: 

Е] 

Разомотринымь преобразоващемъ достигается упрощен даннаго выраже- 
ща, если разность тА—ж есть квадрать рыдональнаго числь или апгебраическое 
выражене, изъ котораго извлекается корень. 
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примъры: 

о 41—У зв 720 _ р — 1) Иа2у5 ИУ = И=э ве 

81 6+8. 41+31 4 

И + у: Е 
2) Уват 25 аут ЕЯ) = Утфуя 

т — вай 4.25 
= вацая 20) --2ва* вать 

= (во*—25*)*. 

"- 
та =ваа‹ {824258 44 
пива Чат ав 

Саъд., 
за ВЕ ара 3-25 

узерыньузитя- ры + т 2 -И= р а 

4+ Иа: 

$ 261. ДБлене корней съ одинаковыми покзезтелями и извлечене 

корня изъ частнаго. 

Теорема. Корни съ одинаковыми показателями 
—— дфляттъ другъ на друга, для другъ на друга ихъ 

подкоренныя числа *) 

И 
У , 

Док. Обозначивъ и буквою 2, , буквою у, мы изъ равенетвъ 

Уз 
УЪ- 

на основаши опредфленя корня [96*] имъемь 

Раздвливь эти равенства другь 
на друга, мы, но теоремЕ УН, 

получаемь: 

—, а отсюда, но теорем 91, 
“_@ 

теорему можно было бы вполнБ точной эту ы) 
вырзаить такъ: 

этъмь же показгателемь и поднореннымь числом, равнымь частному отьь дъленёя 

Вь формулировкв 

Частное дзухь корней св одинакогыми показатедями равняется корню сз 

поджоренного числа дълимаго ма тидкоренное число дъдителя. 
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=" а 2 
5) =ь- Такъ мы видимъ, что — есть чиело, 

у 
которое, будучи возвышево въ 

в 
з-ую степень, даоть „; но это 

можеть быть выражено и такъ: 

` 
Подставивь въ это равенство Уаз 

» 
° вместо =, ИБ выфото у, мы убв- 

‚зклаемся, что и въ самомъ дёлЬ 

Читая доказанное равенство въ обратномъ порядк®: 

и: 
У 

мы получаемъ: 

Сл5детые. Изъь частнатго извлекають корень, 

извлекая его изъ дфлимаго и изъ д литеяя, 

$ 262. Унизтожен ирранюнальноети въ знаменатель. Вычислеше 

приближенныхь значенй частнаго, въ которо дВлитель есть ирращональ- 
ный коревь, или выражен!е, содержащее иррапональные корни, въ общемъ 
не такъ удобно, канъ вычислен!е такихь значен:й частнаго, если дфлитель 

его рацюнальное чиело. Поэтому часто отъ знака корня въ длителВ изба- 
вляются, раситиряя частное подходящимь образомъ. 

в х 
Такъ, въ частномь вида -„— корень вь дфлител исчезнеть, ееля 

у 

это частное расширить на У $*"?, такь вакъ при такомъ преобразокани 

получается: 

а _ в/м? аут вия 

У# УИ? 
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Иримфры, 

3 _ 3/15 _3И15 _1 
Вуз 5 ПВ -5 И1. 

=-5.- 57 _ 81 ут 
у р 

ели же дфлитель частнаго есть цвучленъ, содержащий ирращональные 

корни (многочленъ можеть быть всегда также разсматриваемь какъ дву- 
членъ), то подходящихь множитеней для такого расширеня, при которыхь 

эти корни исчезнуть, можно найти на основана теоремъ 5%, 90, 91. 

2) - 

Нрииры. 

1278 _ 128 0/Т+И) 1 (14-8) _ 
1 УТУ (т Убт- уэ_ $ з/-+-). 

э 5+Узтуз 5+И2-- ИЗ 
5+У2 Из (5+У2-УзСб-+-уз+уз) +720 

+У2+Из _ (6+ У2+Уз) (2—3) 
_ з@2+5Уз)(2-5у3) 

__ ИИ _ БУ: 
^ 25-+0У2+ 2-8  мчюУз 

‚80—13 Из У 3 —5У6 

а (ние. изу »)' 
у и УВ У: + ИЕ. ИЗь (5). 

) Уз+ уя 

` а—ь. 

_ Иа.Уз+Уз ИВЕИЬ. И 

6." 
$ 263. Извлечене корня изъ степени и зозвышеню кория вь отешень. 

корень, зе Теорема. Изъ степени можно извлечь 

извлекая его нзъ оспован!я 

2. 

Ута. Им 
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Док. ух Ио (опред. 96%] 

У [геор. 95] 

=) [по теор. 96]. 

Заключая, по теорем У, изъ доказаннаго равенства, что должию 
быть также: 

(И: Уд. 
мы получаемъ: 

Ствдетье. Корень можно возвысить въ какую- 

либо стенень, возвышая въ эту стенень его пол 
коренное число. 

$ 264. Поелбдовательное извлечене кормей изъ корней. 

Теорема. Корень изъ корня равенъ корню съ’ 1о- 

казателемъ равнымъ произведен! ю показателей 

этихъ корней. 

| И 
Док. Обозначивь Уз буквою х, мы изъ равенства 

ы 

== х, но опредЪлению 96* ‚ заключаемъ, 
что должно быть: 

у: - ?,а отеюда но тому же опредёле- 
рю, что должно быть: 

а=(а’! 

=а“ [теор. 84. 

Танъ мы видимъ, что хесть число, 

‘которое, будучи розжБлнюно въ 

фе-ую степевь, даеть в; но это 
можеть быть выражено и чакъ: 
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ра 

—— {| Сяё., но теор. УГ 

Уу.-7- 

Но доказанной теорем 

м НИ —_ *_ + __ жим ГУУ, ИИ. 
Слфдовательно, по теорем У, 

„ии 

УТУ Иа. 
Выражаемая этимъ равенствомь истина, справедливая для всякаго 

чиела сомножителей въ показателЪ корня, можеть быть формулирована 

такь: 

: 

495 Стфцетве. Воли нужно изь числа нзвлечь корень степени, указанной 

произведещемь, то можно извлечь изъ него сначала корень степени, ука- 
занной однимъ сомножителемъ, изъ результата корень степени, указан- 

ной другимь сомножителемь, и т, д. до послёдияго. 

$ 265. Теорема. Отъ порядка, въ которомъ извле 

кается корень изъ корня, величина результата 
не зависить. 

ум. Ууз-У ус 

Док. Уу:-7: 

ом 
Уз=И в 

— {Сэвд., по теор. УГ: 

И;:-Иу. 
Зибдетые. Если корень нужно извлечь изъ порня, 

та его можно извлечь изъ подворенного чисча 

нося днятго. 
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$ 266. Важное преобразован корня. 

Теорема. Величина корня не измфнится, осели 

мы показателя корняи показателя подкорепного 
числа на одно и то же число умнажимт или ина 
одно и то же число разд лимт. 

м 

1. утв. Ия=И а”. 

Док. Обозначивь У а? буквою х, мы по опредЪлевию корня изъ равенетва 

Ю 
заключаемь, что 

Возвыенвь это равенство вт 

п-ую степень (теор. УП), мы па 

теоремВ 94 получаемъ: 
и видимъ такимъ образомъ, что х 

ееть чиело, которое, будучи воз- 

вънено въ фи-ую степень, даегь 
а". Но ото можеть быть выра- 

жено и такъ: 

—-—{Сл®д., но теор. УЕ 
› м. 
Им ия. 

р: „ 
И. утв. Уй= Им. 

? 
‚ Док. При условн, что т содержится въ р ив а, мы вырежеще У а' при 

помощи доказанной только-что первой части теофемы можемъ веегдз пред- 
ставить полузенвымъ чрезь такое преобразован: 

в: м зна р 
ут” "Ущетн Уи. 

‘изъ чего и слёдуегь справедливость И утвержден!я. 

Но введеви дробныхь показателей увомиване приведеннаго здёеь 

условя сдВлаетея излишнимъ. 

Нрим $ чанте. 

При преобразоватяхь корня; о которыхь говоритея въ доказанной 

теорем, измБняется число зиаченай его, какъ это будеть подробио раземо- 
трфно въ елЪдующей глав. Имя нока возможность показать это только 

`Барховт. Руковолотво элтебры. 19 

105 
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21 з 
на вещественныхь значеняхь, сравнимь для примфра корни И 28 и У 2°2 
О 
У="; первый изъ нихъ иметь только одно вещественное значеню 4. 

з второй два, ан —4., 

$ 267. Приведеше корней къ общему ноказателю. Пользунсь но- 

‹лфднею теоремою, можно корни съ различными показателями преобразо- 
вать такъ, что посл этото у нихь окажется одинь. и тоть же показатель 
Этоть новый показатель будетъ кратнымъ вебхъ данных». Такое преобра- 

зован!е будеть достигнуто въ паименьшихь возможныхь числахъ, если о б- 
щимъ показателемъ преобразованныхь корней будеть ‘избрано 

общее паименьшяе кратное показателей данныхь, 
корней. 

Приводить корни къ общему цовазатьлю приходится преимущественно 
въ ТЕХЪ случаяхь, когда требуется произведенге нли частное корней ст. 

различными показателями замфнить однимь корнемъ. 

рим ры. 

з 5 5 15 5 15 

„ИЗ=И. Уз =. 33=И 864. 
18 и о мою 380 зао 0 __ 

э Ут.Уй. ИИ Узи У У рьивиь. 
в м 

[О 

14 ай 1 

= ул. 

$ 268. Другая возможность извжечешя корня изь стенены. 

Теорема. Мы можеиъ извлечь корель изъ стенени, 
дня или показателя степени на поцазателя 
корня или же показателя коряя на показатеня 
зтенешци. 

1. Предп. р содержатся въ д. 

Ы 2. 

Уте. Им 

2. 

Док, уз == у; 
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5. Предп. { содержитсн въ р. 

Ри: 
Утв. Ум -Из 

р у 
'Док. Ус*.- | с) Нор. 0] 

ее 
я 

-( ] Таир. 588 | 

*,- 

( ,.) фтень. 105] 
р р 

Уч [опре 968 | 

$ 269. Введене возвышешя въ пробную отенепь. Шо первоначаль- 

ному опредфленю возвышеня въ стеневь [$ 16] показателемт, ея может. 
быть только абеолютное иблое число, притомтъ не меньшее, чвмь 2. Первое 

расширене поняя о степени состояло во ввелени возвышешя яъ 1-ую 

«тепень [$ 21]. Зат6мъ оно было вновь расширено: были введены показа- 

тель 9 инёлые отрицательные показатели [$ 120]. Послдияя жетеорема (109) 
водержить указаше, въ какомь смысл слфдовале бы расширить понятй 
) степени введешемь дробныхь показателей, есля это только вообще ока- 

жется возможнымь. Такъ какъ таке показатели чи въ какомъ смыел® еще 
?. 4 

не примфняливь, те можно быле бы согласиться понимать Уи подъ #. 

30 оть такого соглашеня получится нольза только въ томь случаЪ, если 
примфнев!е кь степевямь съ дробными показателями теоремъ © степеняхь 

будеть давать вфрные результаты: в потому изелдовае этого вопроса 

должнр предшествовать осуществленно проектируемаго нонато раенеире- 
ая пойяыя о степени. Но такому изслФдоваюню будеть равносильне допол- 

нениё доказательствъ теоремъ о степеняхь доказательствами справедли- 
воети ихь и вь случа дробныхъ показателей. Возможиостью этихь донол- 

ненй и будеть доказака допустимость введенёя степеней съ дробныни по- 

казателями. Избирая нослфдзй способъ разсужденй. мы должны будемл, 

начать съ опредфлешя вводимаго вновь понятя. 

Фпредвлене: Возвысить число въ дробную степень 
{ли потенцировать его на дробь) значить воз- 

высить его въ степень указанную числителему 
2я, и изъ результата извлечь корень етецени. 
указанной знаменатенемъ ея. 

Короче. въ знакахъ: 

=. 
Фпредалене: а" Иа 

19* 

20" 
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Упоминаемыя же выше дополнен: къ доказательствами, Могут 

быть даны въ савдующемь вид: 

$ 270. Второе дополнене въ доказательству теоремы 16*). 

в в вр 
Утв. Гы а" ‘. 

ва з. 
Док. м. Иа“. Ув Юпредвл, 116] 

меор. 108] 

теор. 98] 

теор. 16] 

Сь друтой стороны 

{опредва. 119], 

-(Сяд., потеор. УТ: 

Такимь же образомъ могуть быть дополнены доказательства и веёхь 

остальныхь теоремъ, довазанныхь въ глав ХТХ и этой, вь которыхь 
встрёчаются степени. Но во избЪжане длиннота, предоставляемъ самим, 

учащимся дать эти донолненя въ вид упражнетя. 
„ 

$ 211. Корня еъ. пробными показателями. Если возвысить 90° ВЪ (= 

отепень, то нолучается: 
„ в 

(Е 
Танимь образомъь оказывается. что &” есть число, которое, будучи 

® 
зозвышево въ (> степень, даеть а, и которое потому 'на лЕНВАИТЯ 

* 

опредёлевя корня ножеть быть обозначено символомь Уа. „Изь сиззан- 

наго слфлуеть, что будеть только нослФдовательно, еели мы, введя 
возвышене въ дробиую степень, введемь также нонате © кориё а. 

дробнымъ показателемъ, оиредёляя его такъ: 

%) Первое дополнен е дано э% 8 121. 
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= 
я 

Онредвленю: Уи. 

$ 272. Степени и корни еъ иррацональными показателями. Посл 
введеня дробныхь показателей степеней и корней естественно пойти еще 

далфе и ввести для нихь и иррашональныхь показателей. Достажене 
этого расширевя понямя о степени и корнф сопряжено съ нфеколько 
ббльшими трудностями, велфдетв!е чето оно и раземотр®но нами, хотя 

и нфеколько внф очереди, въ предыдущей глав, которая знакомить съ 

однимъ изъ способовъ ввеленя понят о дЪйствЁяхъ надъ иррашовальными 

числами вообще. 
Вь той же глав® доказано, что, по достижен и указаннаго въ этомъ 

наратрафВ расширентя понатй с дЪйстНяхь, во вобхь выражетяхь, въ 

которыхъ ветрчаютея знаки дфйетвЙ сложетя, вычиташя, умиожевшя, 

дфлензя, возвышешя въ степень и извлеченя корня, буквы могуть овна- 

чать какых угодно вещественныя числа прн соблюден и единетвеннато усло- 
в1я, чтобы ни эти выражешя, ни части ихъ не означали мнимыхъ величииъ. 

$ 273. Извлечеще корней изъ неравенетвъ. 

Теорема №. При равныхь положительныхь показателяхь корень изъ 
большаго положительнаго числа больше. 

Предп. а>Ъ. при чемъ 6 > 0 (слд., па> 0): 

в>0. 

Утв. Уз >05. 

Док. (отъ противнаго) *}. 

ДДонустимъ, что 

пли 

и < й. 

Тотда, визвысивъ донущениое равенство вх л-ую степень, мы по тео- 
рем УП имбли бы 

в=5; 

а возвысявъ допущениое неравенство въ э-ую степень, мы по теоремВ 1 въ 

$180 имВли бы 
а<ь. 

*) См. стр. 226. 
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Но то и другое противорВчить предположенв». 

Олбдовательно. оба попущены вевозможны. я снраведлине узнер- 

ждеше, что 

у >%. 

Сябдетью Е При ноложительнохь ве изм аню- 

щемея показатель корень изъ положительнагь 
числа изм наетея въ томъ же емысз%. въ кото- 
рохъ изм няетея это лиело. 

СяЁдетве 2. При положиетельномъ показателв веящй корень изз. 

правильной дроби есть также правильная дробь и всяк корень изъ непра- 

вильной дроби есть также неправильная дробь. 

Теорема 3. При извлечени кория изъ равныхъ положительныхь чиселт. 

ябльшихь 1 получается больше тамъ. тдЪ показатель меньше. 

ии: Предп. а=Ъ. при чем и>1 (еяЪл.. 
т >в. 

= . 
Утв. Уа<УЬ. 

Док. (оть прогавнато}. 

Допустим». чт 

Иа УЕ 
нли 

И >ИЬ. 

Тогда, возвысивъ первую часть допущеннато равенства въ и-уЮ вте- 
пень, а вторую зъ я-ую, мы по теоремЪ 2 вь $ 130 имфли бы 

а>ь 

А ВОЗВЫСИВЪ БЪ ТЬ же степени первую н вторую чаегь допущеннате неравен- 
ства, мы по теорем 4 въ томъ же $ 130 имвли бы 

„в>Ь. 

Но эго протяворёчить предположению. 

Олфдовательно, оба допущеня невозможны. а спранеллино учвер> 
ждете. что 

Уз <УЪ. 
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СжЪдетве. Корень изъ числа большато 1 измВняется въ смысл протино- 

положномь тому, въ’ которомь изменяется ноказатель. 

Теорема 3. При извлечени корня язъ раввыхь положительныха. 

чисель меньших 1 получается больше тамъ. гдё`Иоказатель больше. 

Док. Теорема эта можеть’ быть доказана оть противнаге совершенно 
такъ же, какь предыдущая, 

бабдетне.. Корень изь положительнаго числа. меньшате У измВьзетея 

въ томь же смыюль, въ которомъ измЪняется показатель. 

Теорема 4. При извлеченйг корней положительныхт степеней нзь 

положительныхь чисель ббльшихъ 1 нолучается бальше тамт. гд® оеноваи!е- 

большее и притомъ ноказатень меньшй. 

Предп. «>, Р>1 (сдвд., наз: 
тп. при чемь т» й (елбд.. ин 0). 

Утв. Уа>ИЬ. 

Док. (оть противнато). 

ели бы мм допустили. что 

7 7 
или чз 

Уа<Ууь 

то, возвысивъ УБвыя части этого равенства и неравенства въ ш-ую стенень. 
а правыя въ м-ую, ны бы на основаши' предположенйя въ первомъ случа® 
по теорем® 2. а во второмъ по теорем 4 въ $ 130 получили 

«<, 

что протнворёчить предиоложеню. 

Ол довательно. оба сд®ланиыя допущеня невозможны, я справедлий» 

утверждене, что 
„ В 
Ув>уь. 

Теорвиа Б. Прн извлечени коряей положительныхь стененый изъ но- 

ложительныхь чисель меньшихь 1 получается больше тамъ. гл аеноваве 
большее я притому показатель большуй, 

Док. Теорема эта можеть быть доказана оть противнать совершение 
танъ же, какь прелыдущая. 



— 296 — 

Изь вобхь доказанныхь въ этомь параграф теоремь и елВдетай 

нихь легко выводится слфдующее важное заключене: 

блёдетвю. Ве предложенял в потенцироваяин перавенствь ($ 130) 

остаются въ сил и для дробныхъ показателей. 

На основан же праведеннато въ $ 268 слёдотйя мы заключаемъ. 

что упомянутыя предложешя остаются въ сил и для иррашопальных», 

показателей. А потому мы имфемъ: 

Сявдетые. Степени измфняются въ зависимости 

отъ изм ненуя ихъ основан1Й и показателей оди- 

наковымъ образомъ для вефхъ вещественныхт 

чисель. 

$ 974. ПредЪльныя знзченя степени. 

Теорема 1. Если 

а>1, 

+ 
8 

чо 
+ о 

в °=0. 

Док. Что «> 1, мы можемъ выразить, полатая 

а=1+8, 

и8 нёкоторымъ положительнымь числомь`По вспомогательной же тсоремЪ. 

доказанной настр. 266, 

ан. 
Но какъ бы мало ни было погозвительное число 8, веегда при безтранич- 

иомъ возрастанш п произведеще пё въ концЪ новдовъ можеть стать больше 
всякаго заданнаго числа. Слфдовательно, и подавно степень (1-18” при 

безграничномь возраетан1и показателя безгранично увеличивается, ибо хотя 

примфиенная здесь вспомогательная теорема доказака была нами толька 
для того случая, что * псложительное уълое число, но ка осиовани 
теоремы, приведенной въ конц® предыдущаго параграфа какъ сл®детве, 

сказанное объ увеличеши степени д” должно остаться сираведливымъ` 
и въ томь случаф, если бы показатель н принималь при увеличена 
своемъ и дробныял или’ пррацюнальныя значеня, 

Получивиийся фрезультать нашего разсуждещя прижято выражать 
такъ: 

в*® — + оо. 

Доказалельетво же второго утверждевя освовывается на равенстве 
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. 1 
При безераничномь увеличеши числа ш знаменатель дроби ›„. вакл, 

в 
мы уббдились въ первой чаети этого доказательства, безтранично увеличи- 
вается, слёдовательно, дробь безгранично уменьшается, приближаясь къ 0 

(см. 8 ИУ). А эт к принято выражать символами: 

Ро. 
Теорема 3. Если 

оЗа< и. 

в =0 
ао. 

Док. Число а будегь удовлетворять условямъ 

0о<а<ь 

эоли мы, предположивь 5 положительнымь числомъ большимъ 1, положимь 

з 
а=-. 

ь 

Въ такомь случа будеть 

По послфдней же теорем будеть 

ь"—= со при п= -- © 

5" —=0 при = — 00: 

олвдовательно, и въ самомъ дёлЪ [$ 117] 

= =6 въ первомь случа 

во второмь случа. 

$ 275. Еще вфкоторые винды неопредфленноетей. Къ неопредвленно- 

отямъ, разсмотраннымь въ $ 118, мы должны теперь добавить выраженя 

°_ 
09, оо", 1 нут, 

которыя также пеопредфленны,‘какъ видно изъ олВлующихь разъяененй. 

1) Вь равенства 
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© 
яввая часть при а«—0 иревращается %Ъ правая же иъ 0®. Поэтому, раз- 

"уждая такимъ же образоиъ. какъ въ $ 118. мы заключаемъ, что выражен! 

о 
9° такь же. какъ и о пеопрелжленно. т. е. можеть означать всякое число. 

я : 

2) Въ равенств® и 

5 

эЪвая часть при в-=0 и 5—0 превращается вз. 20°, правая эке въ выра- 

от . 
жене —5 которое волфистые неопредфленноети знаменателя и само 

о . : 

должно быть неопред$ленвымь. Слдовательно, веяков выражене. которое 

при какиху-либо зназешяхь буквъ принимаеть видъ оо”, длается при 
эихь.вначеняхь пеопредвленнымь. Другими словами, и 00° есть один 
изъ видовъ неопрехёленности. 

3) Вь равенетвЪ, 

л%вая часть. равпая всегда 1". при н--со преврашается въ 1° „ правая 
5 оо 

же въ > если а«ь ивь —, ви в>1, т. е. въ обоихь слу- ы 5 й 
чаяхъ въ выражен, означаюлия неопредфленность. Сл®довательно. и 

1 есть одинъ изъ видовь веопредфлепности” 

+) Въ равенства 
и 1 
Иа а" 

° 
лёвая чаеть при а-=Ё ин я=0 превращается въ И1, правая же въ вы- о 18 
раженше 1”. означающее, какъ мы только-что разъяснили. неспредвлея- 

, з 
ность. Сяфдовательно. и Ут есть одинъ изъ видовъ неопредёлеяноетв. 

ТЛАВА хХхУ. 

Комплекеныя чиела. 

$ 275. ЩБль введенйя мнимыхгь чисель. Въ. $ 138 в 139 быль уна- 
” 

зано па то, чзо символъ Уз будеть июЁть мысль при вост. значантихь, 

в только ис иведени двухь новыхь родоръ мисель, чисехь мррашомажьныя» _ 
и миимыхь. Нодробному изучению первыхь быха пооватдена ХС Х1ЗТ глава. 



— 299 — 

‘Теперь же намъ предетонтъ и но отношению къ мвимымь чиеслямь занаться 

изелдованемь аналогичнымь вефмъ тФмъ, которыя мы уже производили. 

хотдв расширяли поняе о числ (ем. тлавы У, ХГ, ХХ, ХХИТ. 

Нриломнимъ, что разность в—$ прюбрфла не ограниченный ничёиъь 

омысль поел введешя отрицательныхь чисель вифеть съ 0, что частному 

а :. : 
5 быль приданъ емыель для веякихь значенй ан в (только дълене на 0 

„ 
не было довущево) введещемь дробей, и что смысль корня Уз быль 0606- 

щенъ введенемь прращональвыхь чисель. но что этого оказалось яедо- 
етаточно для того, чтобы онт, имфль смысль веегда. Ясно, что обнаружив- 

пшиея уже въ достаточной стенени обиый нланъ, по которому возводитея 

зланй общей арпеметики. оказалея бы нарушеннымъ. если бы не достиг 

путо было придаше емыюла символу’ И н вь томь единственномь слу9а%, 

который осталел эъ сущности еще сововмь почти нами ме вынененнымь я 
именно, въ елуча®, когла в отрицательное, а м четное чаело. На этомь 

основаши введеше мнимыхь чисел должно быть признапо экелательнымь. 
Но оно было бы по меньшей м6рф пзииннимь, если бы природа ихь 

оказалась такою, что надъ ними нельзя было бы производить ариеметиче- 

скихь действЕй по правиламь. не нарушающимъ установленныхь уже нами 
обинхь законовъ, которымъ эти дёйстигя подчиняются. Однако, въ посл- 

дуощемь будуть доказаны не только возможность расиространеня и нз 
мнимыя числа понят! о дёйетвяхь, но и польза оть такахъ обобщенй для 

теорти п даже извфстный реальный емыелъ, который можеть быть придавтъ 
какъ миимымъ чиеламъ. такъ и дЪйстыямь надъ пими. 

$ 277. Мвиная единица. Простфйпий видь мнимаго чнела есть ква- 

дратный корень изъ отрицательнаге чнела, папр.. Изи х 25 в 

т.к. Сабетвенно ибеколько преждевременно называть чнелаил символы 

зы родь тёхь, ногорые мы только-что привели какъ примфры, такь 

какъ пока наип выхенена только желательность введещя еще чисела. 
новаго рода. Но допустивъ, что въ та символы можеть быть вложен. 

эмысль и позволивь себ на основаши этого преобразоваыя ихъ но пра- 

виламъ, установленнымъ для веществениыхъ чиселъ. мы можемъ предета- 

нить приведенныя выраженя въ такомъ вид: 

4 
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Общее же правиле этихъ преобразовали мы можемт выравить ‘гадимч, 

образомтъ: 

И а. Исп. УИ т 

ИУ СОЕУВ.ИлЬВИ 1. 

А если мы вс полученные результаты возвысимъ въ нвадрать по 
правиламь, установленнымь въ главз ХТХ для возвышеня выражешй 

в» степень. полатая при этомъ ` 

И. 
4 ; 

то получимь —9, —5, == —в и —?, чВмь по общему опредёленю 

корня [96] модтверждается, что произведенныя нами преобразоващя до- 

пустимы и для тёхь чисель (мнимыхь), которыя мы собираемся теперь 

ввести. 

Изъ этихь преобразовай мы видимь, что квадратный корень изъ вся- 

като отрицательнаго числа можеть быть представленъ въ вид произведе- 

я выраженя У на нёкоторое вещественное число. Мы постепенно уб$- 

димся, что вс корни четныхь степеней изъ отрицательныхь чиселъ и всВ 

рЕитительно выражетя, въ которыхь встрЁчаются таке корни, могуть быть 

преобразованы въ выражешя, въ которыхь единственнымь не веществен- 

вымь числомь окажется У —1, вотрёчающся веего только одинъ разъ. 

Потому символь Ут нолучиль особое назваше, знаменитымъ же мате- 

матикомь Гауссомь для него введено и особое обозначеще: У—1 назы- 
ваютъ мнимою единицею и обозпачають бую 

вою + 

Съ введешемь этихь назваю соединяется введен!е новато нонятзя: 

создается число новаго рода, которому присваивается свойство, что квадрат 

его раветь —1. 

Сказанное можеть быть выражено саЗдующими очень важными равен- 
этвами: 

Опредвавию: И 1. 

Сябдетые: Р= 

$ 278. Геометрическое изображуне мнимой единины и вообще мик. 

маго квадратнаго корня. ВБь геометр1и доказывается, ато квадрать чисиа, 
выражающато длину нернендикуляра, возставленнаго ть нолукруг8 къ 
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Маметру, равняетея произведению чисель, выражающихь (въ той же 
линейной иЪфрз) длину обоихь отрёзковь этого маметра, на которые он 

двлится осповашемъ отого нперпендикуляра. 

ели мы на прямой чнеель [$ 192] изъ точки О опишемь нолукру!. 
радтусомь равинымъ разстоянйо оть 0 до точки, соотвфтетрующей чаелу +1. 
й возетавимъ къ этой прямой въ О пернендикуляръ, то квадрать числа. 
выражающаго длину его, долженъ равняться произведению чиселъ, выря- 
жающихь длину отрёзковъ лламетра оть 0 до полукруга, т. е. произведение 
{+0 .(С-1). А такъ какь это произведеве равно —1, то относительно пи- 
‹троеннаго периендикуляра можно будеть сказать, что окь содержить 

И 1 такихь отрьзковь т, которые откладынаются на прямой чисел. 
для изображена цфлыхь чисеть, другими словами, что длина этого пер- 

лендикуляра ОА выражается числомъ #. 

Если бы мы на пря- 

мой чисеть изъ точки 
0 описали полукруг 
радгусомъ, равнымт. 

Зт, то онъ пересФкъ 

В бы продолжеше пер- 

пендикуляра ОА въ 

А точк® В, которой раз- 

[в - а вая [рр +а +2 +4 +5 +8 стояне отъ 0 ва осно- 

ван!и такихъ же, какъ, 

въ первомь случа, 

разсужденй нужно 

было ‘бы^ выразить 

числомъ, — котораг’ 
квадратъ равенъ про- 

изведенио(--3) . (—3). 

друтими словами чис- 

ломь У—$ или 35. А 
это вноля$ согласно 

Ъ ТЬмъ,чтб отр$зокь ОВ въ 3 раза больше отр®зка ОЛ. 

Чтобы изобразить геометрически число У можно на прямой чнеелт, 

молукругь описать радусомъ Зт изъ точки, соотвтствующей числу —2_ 

Въ такомъ случаВ отрёзки даметра, на которые онъ дёлитея` возста- 

вленнымь уже перненликуляромь, нужно будегь выразить числами. --} 

и —5, слдовательно длину отрёзка, отевкаемато полукругомъ отъ перпев- 

двкуляра, чиоломь И 5 =И5 +, причемь не трудно убфдиться, что онъ въ 

и; разь болыне отрёзка ОА. являющагоея пзображещемь мнимой 

эднивцы. . 
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Таве же нерцендикуляры, как мы построили, возможны и на другой 

еторонф прямой. чисель, и чтобы отличить первые оть вторыхт, логичие 

пел я- длину первыхь выразить числами 4. 37 и + И5 длипу ке 

нихъ числами —. —3и -У5.+. 

Представивь же себ построенный нами церпендикулнуь продол- 
женнымь въ 06% стороны безгранично, мы могли бы ето назвать 
прямою мнимыхъ чисельъ, которая бы изображала полу- 
чающеся новый запаеъ чиеелъ: положительныхь мнимыхь п отрина- 

ТЕЛЬНЫХЬ МНИМЫХЬ. 

$ 279. Комнлевевых числа. При описанныхь въ $ 277 нреобразови- 

нряхь тьхъ особыхь выражен й, о которыхъ тамъ была рёчь, получающеея 
результаты только въ исключительныхъ елучаяхь будуть произведен1ями $ 
на какое-либо вещественное число. Обыкновенно же посл% такихъ преобра- 
зовай будуть получаться выраженя вида 4-- В, тд Ан В какя-либо 
вещественныя числа. Предетоящими разсуждещями будегь постепенно 
доказываться, что на выраженя такого рода могутт, быть распространены 
понятя объ арнеметическихь дВйствяхъ съ сохранещемъ основныхь за- 

коновъ, касающихся этихь дфйствй. Въ слФдующемь же параграфВ бу- 
деть показано, что такого рода выражещямь можеть быть также дане 
геометрическое толкован!е. 

Въ виду всего этого мы ‘такимь выраженямь присваиваемъ назван» 

чиселъ и опредвляемъ ихъ такъ: 

Опредфлеше. Выражен:е чт, въ котороньаиь 
кактялибо вещественныя числа, а # мнимая еди- 
ница, называется комплекснымь числомт. 

Въ немъ а называется его вещественною 
частью, М ето инимою частью. Ь коэффициентом 
РДИНИЦЫ +. 

Это опредълеше необходимо дополнить нриводимыми ниже ‘разъяене- 
ями иъкоторыхь частныхь случаевъ, при чемь удобно уже туть ввести 
цоняте объ умножещи мнимахо числа на 0, 

Эяредьжеые. Комплексное число называется чи 
итимЬ мнимымь числом. когда его вошественная ч20%+ 
равиа ©. 

Фиредьланю. Пролзведен:е мнимако чысла ша © 
должно считать равны мъ 0. 
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фяфдетые. Комнлексное чиело, въ котором коэф 

фицтенть мнимой единицы равенъ 0. есть веще 

етвенное число. 

ОпредЪлеше. Числа вида в и а №. то есть ком 
нлексныя чиела, отличающЕянся другъ отъ друга 

только знакомъ переду мнимою чаетлью. называ- 
ютоя сопряокенными. 

Опредвлеще, Числа вида а+М и --а М, то веть 

номплекеныя числа отличающуянея другъ отъ 
друта только знаками предъь вещественною и 
мнимою частью. называются ровными и  противото- 
доеными. 

Важное замфчате. Комплексное чпеле а--М можеть быть каждымь 

вещественнымь чиеломъ, если Ь=0, и каждымь мнимымь квадратнымт. 
кориемт,, если. а-=0. Потому комплекеныя чиела, обнимая и вс числа, 
которыя нами ввелены были до сихт, норъ. предетавляють еобою самый обний 

вядЪ чнелв- —" 

`$ 280. Ижоекоеть чиеель. Наглядное  ‘гезметричеекое изображеше 

имфющагоея у пасъ запаса чисель при помощи прямой чиселъ, 
нь которой въ $ 273 прибавилась прямая чистыхъ мнимыхт 

чиевелт, полезно теперь дополнить геометрическим изе- 
бражентлемтъ комплекеныхь чисел, чтобы имЪть пред- 

ставленю о’томъ, въ какой нёр% возрастаеть запасъ чисель съ введен 6м, 
послфднихь, и чтобы провфрить геометрически емысль введеня действ 

надъ ними. Указаше же относительно возможности и способа такого изо- 
браженя можеть быть почерпвуто изъ разсуждей въ названнокь зара- 

графз, и изображаются комилекеныя числа теометрически танъ: 

Въ конц отрёзка, изображающаго веществен- 

ную часть комплекснаго числа, возетавляется 
кф прямой чиселъ периендикуляръ, изображаю- 

щ1й его мнимую часть. Ломаная лишя, состоящая изь упо- 
мянутыхь отр$зка и иерцендикуляра, и служить изображешемь комплекс- 

нато числа, конец же иерпендикуляра называется 
точкою. соотв тоетвующею этому числу. 

Во явбежане недоразум Й упомянемъ, хотя на это и’указывается 
уже въ 8 978, что нернейликуляры, изображаюнйе миныныя части комилеес- 
ныхь чибель, должны быть возставляемы къ прямой чиеель взерхь или 

внизъ оть нея, смотря по тому. положительна ли эта часть комплевенате 

яисла или отринательиа . 

216 

#15 



— 304 — 

Цостроивъ прямую чисель ХХ, и перпендикулярную къ нен ирямую 

чистыхь мнимыхь чисель УУ., мы видимь. что вея плоскость ами дфяится 
на четыре части, ко- 
торыя называются 
четвертямя первой (1). 

второй (1), третьей 

{ТГ и четвертой (ТУ) 

вь томъ порядкБ, ко- 

торый ‘указать въ 

чертеж. Въ немъ же 

ны приводимь при- 
мёры — изображен 

комилексныхь  Чи- 
сель: точка `А ВвЪ 
первой четверти изо- 

бражаеть число 8-45. 

точка В во второй 

четверти число—2+5%, 

точка С въ третьей 

четверти число 

у 

1 . 
четвертой четверти числе 5—2 

Изь приведенныхь примфровь видно, чте оть знаковь предъь веше- 
ственной и мнимой частями комплекенаго числа зависить, въ которой чет- 

верти находится точна, еоотвфтетвующая ему. 

Такъ какь изъ каждой точки плоскости возможень на прямую чисель 
нериендикуляръ, то ясно, чо каждая точка плоскости .60- 
отв тствуетъь какомулибо комплекеному числу. 
Вся же плоскость со всё ми ея точками явияется 

изображен1емь всего запаса вефхъ вообще суще 

ствующихъ чисель, и есши ею пользуются для 

этой цфхи, то ее называютт плоскостью чисель. 

$ 281. Двйетя падъ мнимьыми числами. Вводл дЪйстья надъ ком- 
влексвыми числами, мы напередь должны ожидать, что при этомь не ©0- 
знастся противорЙ и несообразностей только въ томъ случа, если мы 
даднмъ так опредёлешя этихъ дЬйствьй, что преобразованя. надъ-выра- 
жетямн; содержащими комплекеныя чнола, можно будеть производить 
30 установленнымъь уже нами для вещественныхь чисежь иравизаыь, чела- 

тая, комечие, при этомъ 
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"Только будучи введены въ лакомъ смысл, дЪйств!я вадъ комплекс- 

ными числами войдуть стройно въ систему общей ариеметики и заполнять 
оставипеся еще пока пробфлы. 

Выполненными зе считаются обыкковенно предписаниыя как!я-либо 

дВйетыя надъ комплесными чпелами по получеши результата также въ 

вид® комилекснаго числа. 

$ 283. Сложен вомилекеныхь чисель. На основанш разсужденй 
въ предыдущемь нараграфЪ мы вводимь сложеше двухъ и нзеколькихь 

комплекеныхь чисель въ смыслЪ, выражаемомь елёдующими двумя равел- 
ствами: 

ФпредВлен:е: 

{а-- 6 + (ей — (ав) - фам. 

Опредлен1е: 

(--Бд Е (5-Е 60 4-65 г... т (@в-е вый) = 
(в, -разра:-- ... +а,) + ФН ом. № 

Изъ.этихь же опредфлен!й вытекаютъ слдуюнйя истины; 

Слфдетвйе 1. Комплексное число можеть быть названо суммою его 

вещественной и его мнимой части. 

Сяфдетые 2. Сумма лвухь сопряженныхь комплекеныхь чисель есть 

число вещественное . 

бСяфдетые 3. Сумма двухъ равныхь и противоположныхь комплекс- 

ныхь чисеть равна 0 (ср. 88 н 99). 

$ 288. ФРавенетно вомилексныхь чисеть. Сложивь равенство 

а-ы=е+# 

«ъ равенствомь 
Ще =—еШ— М. 

мы получаемь равенство: 
=(а— 5). в— 

Но такь какъ вещественное число не можеть равняться мвимому, 

такъ же, какъ по природ% своей не мотуть раввяться пррапональное число 

*) Изь этого опредфлен!я ‘слБдуеть, 90 и для комплененыхь чн- 
хелъ остаются въ сил% перем стительный и сочетательный 

законы сложен! я. 

Бархат. Рувозодетье вагебри. 59 
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рашональному, дробное чнело илому, отрицательное положительному. 

то поелфдиее равенство возможно только при условри, чт и 

а—е=0 

4—Ь=0, 

друтими словами. только при услови, что 

а=е 

4=Ъ. 

Этимь разсуждешемь указываетея, что поняце о равенств® комплекс- 

ныхъ чисель можеть быть введено только въ такомъ емыслВ: 

Опредфлен. Два комплексныхъ числа называются 

и могуть считаться равными только, если ихъ 
вещественныя части равны между собою и ихъ 
мнимыя части равны между собою (другими еловеми. 

если въ нихь равны также коэффищенты мнимыхь единицу). 

Слёдетые. Равенство 
«-+и=0 

возможно только при услови. что и 

ь=0. 

Ирныфчане. Понят!я «больше» и «меньше» на комплексныя числа не 
раенространены, 

$ 284. Вычитаве комплекеныхь чиеедъ. Преобразовать въ соот- 
веть съ высказанными въ $ 281 положенфями выражен {а--5)-—4{4-#), 
мы находимъ: 

(вые) {@—3)-+6—9. 

Сложивъ же полученное комплексное число (а—е)-{- (5—4); вь е--4ь, 
мы получаемъ «--№: и убЪждаемся такимъ образом», что воетда можеть быть 
найдено число, которое, будучи сложено съ с-Н4&, дветь в-Н&. Изь уют же 
мы заключаемь, что безъ вакихь бы то ни было пренизетв можеть быть 

введено вычитаве комнлекеныхь чисель, съ сохрёнещемь общато опред$- 
левёя этого дйствЕя: 

Фпредулеще, Вычесть комплекеное число с--Физь коминекснаго числа. 
вЫ значить найти чигао. козорое, будучи. еложено съ. с-Ы&, даеть «-. 
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ВелВустве того, что опредвлешя сложеня и вычнтавя комплекеныхь 

чисель вполн$ согласованы съ понятными о т6хъ же дъйствгяхь надь вецке- 

ственными чиелами, вс теоремы, относящуяся къ сло- 
жен!ю ин вычитан!ю пртобрётаютъ силу и для 

комнлененыхь чисел. 
Между прочимъ на основани этого всякая разность двухь комплеке- 

ныхъ чисель можеть разсматриваться канъ сумма уменьшаемаго и комплекс- 
нато числа, равиато и противоположнаго вычитаемому; всяк! же много- 

членъ, имфюний членами комнлексныя чиела, веегда можеть быть пред- 

ставлень нъ вид суммы комплексныхь чисель или разсматриваемъ какъ 
тановой. 

$285. Умножене комплекеныхь чиеелъь. Опредёлешя умиожешя 

на абсолютное цфлое число, на дробь и па относительныя рашональныя 
числа безъ какихь бы то ви было препятств!Й остаются примзнимыми и 

въ томь случаж, когда множимое комилекеное число. 
Теорема о томъ, что раснредёлительный заковь умножешя остаетея 

въ сил и для ирращональнаго множителя, и посяёднее слёдств1е въ глав 

объ пррацюнальныхь числах содержать указан!е, что умиожене комплекс- 
нато числа и на ирразшональное число (и) должно быть опредфлено равен- 

«твомъ: 

#(а-Ни)==ра-Ни. 

Что же касается умножетя на комплексное число, то положевяни, 
высказанными въ $ 281, указывается, чго оно должно быть введено въ сл%- 

дующемъ емыслВ: 

Фнредфлене. Подъ произведентемъ комплексныхъ 

чисель а-- мис другъ на друга должно понимать 

комплексное число, нолучающееея чрезъ пре 
образован1е выражен!я (24+М)-) по правилу 
умножен1я многочленовъ другъ на друга съ со- 
блюденемт уеловуя, что #—=1. 

Это опредблеше можеть быть выражено также слфдующимь равен- 
ствомъ: 

Олред лен: 

{НЫ =воный ав стас — 59) (аа-Нюз *). 

Ясно, что произведене дзухь комплексныхь чисель можеть быть 

умножено по тому же опред®ленно на третье комплексное число и т. д., 
м что данное опредфлене умножетя можеть быть распространено и ва 
произвольное количество комплексныхь сомножителей, 

*) Произведя согласно данному опредфлевю умножению (-+-@Ха-+-И). мы 

убъждается, что и для комилексныхь чисел ъ остается въ си2% 

перем встительный законъ умножентя. 

20” 
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Примфры. 

1) 8-56 == в:—в +3:—8й = 1—8 

зИ— И --иь, такъ какь 

Из. И5=ю+И3.9 ©+Уз.9=Ишв.в= Ив 

3) @+-И 5) И = @-+И5. 0-8. 95-25. 

$ 286. Звакъ произведешя двухъ чистыхъ мнимыхь чисель. Если 

бы мы позволили себз въ послёднемъь прим®р% считать: У. Ив = 

ИСУС 5) = И--35 = 5, то получили бы невфрный результать =*—5. 
ибе 

2—5 =(@+И 8) «-ИЪ. 

Вь пояонене же того, что должно считать 

У. И = Ив. 

нроизведехь сллующее преобразован; 

УЗИ <. -Из из.) 

= Уз. У:--и= - т Ух 

Если бы мы себф позволили считать И—8.И—5 =И(-3)(-5) = 

И15, то получилась бы несообразность, что У 15 Уз. 

Тавйя несообразноети устраняются только, если при умножещя чистыхь 
ынимыхь чисель другь на друга будеть соблюдаться правило. удобиве 

всего выражаемое слфдующимъ равенетвомъ: 

иИз.И- 

сябдетью: У. И-Ь=— И. 

Въ соотв тствйи съ этимъ необходимо считать: 

СафретвЕя: 

(У) (и =-а 
(+7 —) (У 2—5) =+Ив 

(И) (+3) =+И% 
у) (УЗ) --иа 05. 
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Нрим$ чан!е. Приведенныя правила необходимо соблюдать и въ 
уЁхь елучаяхь, когда в и Б относительныя числа. 

$ 287. Умножеше суимы комплевеныхь чиеелъ- 

Теорема. И въ томъ случа®, когда Ё, 21, 25, 23, ... 2, КОМПЛеКОвыЫЯ 
числа, 

Же + в +... +5.) = Ва: + а 0. + *) 

Преди. & = т + м 
да, +5 

=: + 

2. =» + В. 

Утв. Ка Га +... +) = ва + ва, +... + в, 

Док. Для произведеня суммы двухь комплексныхь слагаемыхь на 
комвлвсное число мы па основаши опредбленй сложенщя и умноженя 

комплексвыхь чисель иыфемъ: - 

Яга | га) = (т -- па) Каз + 9) - (в, +553} 
= (п + пд) [(@, + аз) + & 
= (аз - аз) — "(В + 6) -- Би, + в} + а (а, + в) 
= та; -- таз— 6, — в, -- (ль, -- ть; - па: + зад 

<ъ другой стороны: 

Ка + Виа == (т - 09) (а, + 9) + (т 19 (а: +59 
— та, — яВ, -- пай Е тв -- таз-— ть Е пал -+- та 

== та: + таз — пы, — пб» -- ть, - тб, -- па, + паз). 

Сл девательно, и въ самомъ д%2%, по теорем УТ. оказываетея, что 

а + 25) = ва | Ка», 

то есть, что теорема справедлива для укгзаннаго выше случая. 

Чтебы доказать справедливость ея для трехь комплекеныхь слагае- 

мыхь, назовемь комплексное число равное 2-2, буквою х. Тогда основы 

ваясь ка доказанномъ уже случа теоремы, мы нмфемъ: 

Ща а: +) = +) 
о: 
= ал - 22) + №2 
= ва -- Каз | №2. 

*) Д утими словами, и дяя комплексных чивелъ оствется 
въ сил® распредфлительный законъ умножен! я. 
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Такимъ же образомъ можно перейти оть случая умноженя суммы трехъ 

комилексныхь слатаемыхь къ случаю, когда слатаемыхъ четыре, и т. д., 

азъ чего сифдуеть, что утвержден1е справедливо для произведешя суммы 

ксякаго чнела комплекеныхь слатаемыхь на комилененое число. 

$ 288. Разложеню суммы цвугь квадратевь на двучленныхь мно- 

жителей - По введени понят; я объ умножени на комплексное чиело дфлаетея 

возможнымь невыполнямое безъ этого разложеше суммы двухъ квадратовъ 

на двучленныхь соипожителей: безь дальн®йшихь объясненй понятно, что 

На Хо— м). 

Савдетые. Произведене двухь сопряженныхь комплеконыхь чисель 

сть веществениое число. 

$289. Дьлеше компяекеныхь чисень. Преобразовавь выражен 

аи 
аа при посредетвв расширенфя его ка с—%, мы получаемъ: 

|. 

а- и (@--)е—4) _ ве фе- вах ае 4  &е—а4 

сё сне о Ч" Фу `* 

Умноживь же полученное выражене ва с--4, мы находимъ: 

Е а } Кезад— ЗН ево НЫ веб 
ана Гай о 
ака ыаай-кочьея — це-еутыФ-НЕу | 
= ве а и 

Такъ мы убёждаемся, что всегда можеть быть найдено комплексное 

число, которое, будуче умпожено ва с--4&, дать а--№. 

Слфдовательно, ничто не препятетвуеть тому, чтобы введено было и 

двлеве комплексныхь чисель другъь на друга, притомъ еъ сохранешемъ 

общехо опредёлевя этого действ! я: 

Опредфлеве. Раздёлить комплексное число «+ на комплексное 
число с--& значить найти число, которое, будучи умножево ва с-Ый, дасть 

а-- В. 

Прим чан1е, Какъ прежде быль призван недопустимымь одинт слу- 

чай двлен1я [$ 116], такь и туть должно считать иедонустимымь дёдене. 
ва с--& въ томь случаф, когда и 

с=0 

4=0. 



— 311 — 

Посл® введетя унпоженя компленсныхь чисель, вполнЪ еогласован- 

нато съ полямемъ обь умножеши вещественныхь чнселъ другь на друта, 
я ноел распространеня общато опредёлен{я дфлешя и на комилексныя 

чиела вс№ теоремы объ умножен!и и дфлен!и и о 
д йств1яхъ надъ частными пргобр®%таютъь силу 

и для этого последняго рода чиселъ. 

ПрамБры. 

Преобразоваже частнаго съ комплекенымь дВлителемъ въ комплексное 

число удобнже всего произвести чрезь расширене на комплексное чнело 
сопряжевяое ст дфлителемт,. 

р. _ И) 95) _@-и—5) 

э+И-ь @чиИ—)6-У) ты з 
=2- ИУ 5=2-Иб. а - 

г @ба-но аченый пера 
' _ ба Е о 

У у 
уъ ПУ: У ъ 

Формулиронать обнаруживающуюся послднимъ преобразовашемь 

истину! 

$ 290. Возвышее комплевеныхь чысеть въ степень. Безь ка- 
кихъ бы то ни быхо трудностей понят © возвышенм въ ц®лую положитель- 

ную степень, въ томь чиса® и въ первую, можеть быть распространено и ка 
тоть случай, когда основаюе стенени комнлексное число. Равнымъ образомъ 

не вызываеть ни противорфн!, ни несообразностей распространее на 
тоть же случай понят о степеняхь съ показателемъ 0 и отрицательными 
показателями. 

Введеше этихъь понят опредфляется слёдующими равействамя, въ 

которыхь буква п означаеть абсолютное излое число: 

Опредблени: 

ое ида-- аи 
з сомножителей 

(ана. 
(ан =1. 

(в-&). 

(«-) " т 
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$ 283. Щалыя степени мнимой еднияцы. оли возвысимъ мнимуь 

единицу въ 1-ую, 2-ую, 8-ю и т. д. стенени. то получаемъ: 

И такъ какъ для всякаго цфлаго я 

=. 

то должно быть: 

Не рН. 
аи" Васы выс 
Ня в) = 

Всякое же цёлое число есть непремВнно ищи кратное 4-хъ или на 1 или 

на 8 или на 3 больше такого кратнаго. Поэтому всякая цфлая степень мни- 
мой единицы только и можеть равняться или 4-1, или $, иди —1, или —4, 

а которому ниенло изъ этихь значенй ‚ это въ общемъ видё выразжалеть сл®- 

дующуя доназанныя выше равенства, въ которыхь а можеть означать и 
отрицательное ифлое число: * 

А. 

Прамвры. 

1) 7—4, тавь какь зрезъ дёленуе 75 на 4 иы узнаемъ, что 75=4.18--3. 

р, 

$ 292. Извлечене корня изъ комилеконато числа. Наже будеть 
показано, что веть епособъ всегда найти комплекеное число, которое, бу- 

дучи роавышено въ я-ую степень, дасть любое данное комнлексное чнело. 
Поэтому общее опредфлене корня и-ой степени можеть быть раснростра- 
нено и на тоть случай, что подкорениая величина есть комлдекенове число: 

Опредьлене. Извлечь корень п-ой степенм изъ а- значить нафти 

число, которое, будучи возвьншено въ п-ую степень, дасть а--55. 



— 313 — 

Поел зе согласовая поняй`о возвышеви въ степень комплеке- 
чаго числа и извлечешя корня изъ компленснаго числа съ таковыми же 
понянями въ области вещественныхь чисель и вс теоремы о сте- 
пеняхъ и ворняхъ пргобр$тають силу и дия т хъ 

случазевт, когда основан1я стененей и подкорен- 
ныя величины суть комплексвыя числа. 

Изображеве же корня изъ комплекснаго числа въ видф комплекснаго 

числа алгебраически возможно только въ исключительныхь случаяхъ. 

Такъ, напр., Уа-Ы можеть быть приведенъ кь этому виду при помощи 

формулы, выведенной въ $ 260 для преобравовав!я корня изъ двучлена 

въ сумму и разность лвухь коркей. При помоши ея мы получаемъ: 

Ия НИ. Узы 
= = р 2 

_ и= Иа и =. 
2 1} а 

Узи = Узы 

ин -ИТУьы 
итд. 

Такь какъ 

то носяФдовательнымь примфнешемъ указаниахо енособа можно было бы 
преобразовать въ комплексное число корни 4-ой, 8-0й и т. д. стемени изъ 

комилексваго числа, вообще корни, имфюлуе показателями какую-либо 

етецень 2-хь. 
Но рышене задачи, состоящей въ такомъ преобразован, въ енльной 

стецени уврощаехся и притомь дфлается возможнымь въ общемь вид®, 

если прибфтнуть нь помощи трегонометри. Приифнеше триговометриче- 
скихь функц! оказалось вообще восьма удобвымъ вспомогательным еред- 

етвомъ при выполиени дЪбете:й второго {умножеще и дёлене) и третьято 

{возвышеше въ стенень и извлечен!е корня) разряда надь комплексными 
чиелами. 

$ 293. Свздьыя, которыя необходимо предположеть изьфетными 
изъ триговометри. Для предстолщехь еще въ этой глав разсуждешй 

мы должны предноложить пзвфетными. изъ тритонометр:и опредфленя 

тритонометрическихь функ, обычай писать вии, с08а и т.д. вмВото 

{па)1, (сова) и т. д. и велЗдующя теоремы и формулы: 

1) зах -- с08 == 1. 
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3) Значеше любой тригонометряческой функщи не изивняется, если 

кь углу прибавляется или оть него отнимается произвольное кратное 360°. 

закъ что, напр., 

ва а = зщ (Е. 360°), 
©08 а== 608 (а +. 860°), 

пря услови, что Ё плое число. 

4) ©05 (180°—а) = —сова. 
5) ит («-- 8-91 а с08 В -- 608 аз В. 
8) мт («— В) = 1 ас0з В — воза 8. 
7) сов (и + В) == 08 а с08 В —вта ве В. 
8) соз ав —=008а с 38 та ов 

3) з1 (—а) = -ява. 

10) с08 (— а) = св а. 

11) По даннымъ двумь еторонамъ (и 6). и заключенному между ними 

углу (@) третья сторона треугольника, вычисляется по формул: 

= И? + 6 — 26е60ва. 

$ 294. Трагонометричеек! видъ комилекенаго числа. Какь разу- 
яснено было въ $ 280, дла геометричеекаго изображенёя числа а-|-68 откла- 

дывается на прямой чисель ОХ оть точки 0, ‘соотЕВтствующей числу 0, 
отрёзокь ОА, содержа- 

щ#  провавольно из- 
браиную линейную ивру 

а разъ, и возставляется 

кь.ОА периенднкулярь 

АР, содержайий эту 

вру $ разъ, получаю- 
щаяся же такамь обра» 
зомъ точиа Р называется 
ТочкоюЮ, соотв 

ствующею числу 
аи. ‘Нели мы число, 
показывающее, . сколько 

разь упомянутая  ли- 
нейная ифра содержится 

въ тнцотеяузь ОР тре 
утельнина ОДР, обе 

значныь буквою т, уголь 

же РОД вазовемь $, те 
ва освонаши опредёленй тритонометрическихь фувкый, называемыхь 
еннусомь и косинусомъ. 

а-т 608? 
=" 5, 
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а потому . 

а ых созф тг тр 
или 

ых (008ф $ вт $). 

Посл®днее выражене называется тригонометрическимь видомъ ком-. 

плекснаго числа а--Ы. 

Въ немъ х выражаеть разстояне точки Р, соотвфтетвующей числу а-НИ 

или г (08 ф--# в $), оть 0, а фесть уголь, образуемый отрёзкомь ОР съ 

прямою чисель ОХ. 

Такь вообще триговометрическимь видомъ 

комплекснаго числа указывается въ плоскости 
чиселъ положен! е точки, соотв В тствующей этому 
числу, разстоян1емъ ея отъ точки, соотв $ тбтвую- 
щей чиелуо, и утломъ, образуемымъ отр&зкомт, 

выражающимь это разстоянте, съ прямою чиселъ. 

Если мы въ комилексномъь числ$ «-- представямь себ» а и Б измфняю-. 
щимися такъ, что въ тригонометрическомь вид этого числа ф останется 
безь изм®нешя, а будеть измфвяться только + *), то вс точки, соотвЪт- 

ствующия получающимся такимъ образомъ компленснымь числамь, будуть 

находиться на одной и той же прямой, образующей съ прямою чиселъ уголъ $. 

Если же мы а и Ь представимь себф измняющимися такь, что въ тригоно-.. 
метрическомь видф этого числа г остается безъ измвнешя *), а будеть 

изифняться только ф. то точки, соотвтетвующя цолучакищимся заклиъ 
образомъ комалекснымь числамь, будуть вс$ отстоять на одиомь н томь же 
разетояв!и оть 0 и потому находиться на одиой и той же окружноетя. Такъ 

мы видимъ, что г и фвизотВ указывають направдене, въ которомъ нужно, 
исхода изъ О, искать точку соотвфтотвующую числу (сов ф-|-2 81 $), и раз- 
стояк этой точки оть О. Такимь образомь комплексныя числа въ тригоно- 

метрическомъ видё являются числами, выражающими и длину изкотораго 
отрёзка и его направлеше, и составляють потому нфкоторымь образомъ 

обобщен полящя объ относительныхь числахь, выражающихь также я 

длину и направлен отрёзковъ, но только иа прямой чисель. Въ чистВ 

"(08 9-4 п $) длину выражаеть г, направлен1е же указываются выраже- 
жЧемь с08 ф--5 9 $. Напримврь, числу 6 (608200° 1 вв 200°) соотвётствуеть 

точна, лежащая въ Е четверти, разстояые ея оть 0 выражается чисномъ 6. 

и чтобы достигнуть ея, нужно изъ О пройти путь, равный этому разстояню.. 

по наиравленйо, образующему съ прямою ОХ утоль въ 200° или, что те 

же самое, съ продолженемь ея влЪво уголь въ 20°, 

3) ГеометрЁя учить, что это произойдеть тогдь, когда а и Ъ будуть, изыфияясь. 
увеличиваться или умевьшаться всегда лъ орннаковое число разъ. 

3) Гвометр!я учить. что для этого достаточно, чтобы оставалось 
пары. 
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Если мы въ числ › (с08 ф-- эл ф) возьмемь ф-0. то «ие превратится 

въ г. такь какъ 
608 0°= 

и эт 0°=0; 

а если мы въ немь возьшемт 9=180°, то оно превратится въ --г, такъ кахь 

603 180°=— 
и эт 180°—0. 

Тажимь образожь положительныя и отрицательных числа являются 
частными случаями общаго вида чисель, зыражающихь въ плоскости чи- 
сель и дливу и направлеще. 

Изъ сказаннаго дфлается яснымъ, почему множитель т получиль 
назваше абеолютнаго значеняя  комилекснаго числа 
т (608 о за $) или же модуля его. Уголь же ‹ф пазывается 

зыплитудою или фазою этого числа. 
Это же касается нахождещя модуля и амплитуды при преобразования 

даннаго комилекенаго числа а--м въ тригонометричесый видъ, то ихъ 

вычисляють стВдующимь образомъ: 

Какъ разъяснено было въ $ 263, равенехво 

а =сов ф-Е в $) 

возможно только ири уеловн, что 

в=т 008 Ф 
$=г ие ф. 

Если мы эти послёдшя два равенства возвысимь въ квадрать и посль 

этого сложимь ихь. то получится: 

2 = #2508 ф 
фе = ия 

в* ба = тез" +- 02$) 
=”. 

такь кажъ 

608? Раф =1. 
СлЪдовательно, 

Уи. 
ПоетВ подстановки этого выражешя вмфето г въ выраженые дя в и Ь, 

иы для опредфленн угла ф получаемь равенства 

оной 
Иаы 

= 

Из 
изъ которыхь тригонометр!я учить находить уголь $. 
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Важно замётить, что модуль 

= а 

всегда разсматривается изкь абеолютное число. 
Амплитуда же можеть быть и положительнымь и отрицательнымъ 

угломъ, смотря потому, будеть ли онъ получень чрезь вращен!е прямой 
изъ положешя ОХ до положетя ОР въ каправлевни противоположном» 
движению стр®локь часовъ, или же въ томъ же направлении, въ которомъ 

движутся эти стр®лки. 

$ 295. Геометрическое толковане сложены комплекевыхь чивезь. 
Суммою чисель а-Ы и с & названо было [$ 282] комплексное числе 

{4+0 --Ф--&). Чтобы изобразить поел8днее въ плоскости чисель, нужно 

на прямой чиселъ отложить отр$зокъ, изображающий число а-Ёе, и возста- 
вить вт конц этого отрФзка перпендикуляръ, соотв тетвующй числу 5-14. 

Такь получится точка, которую бы мы могли тажже получить, отло- 
кнвъ оть точки, соотвфтетвующей чиелу в-Н №, отрфзокь с, параллельный 

прямой чисель, и возставивъ кь нему въ кони его отр$зокь 4, другими 

словами, изобразивъ геометрически число с-- 4, исходя изъ, точки, еоотвт- 

стяующей первому слатаемому, какъ будто бы она была изображешемь © 

въ плоскости чисель. Такое геометрическое толковане сложендя комилеко- 

ныхь чисель впольЁ соотвфтотвуеть изображенйо этого дьйстыя надъ 

веществеявыми чиеламн на прямой чисель. 

Везъ дальнёйшихь объяснен1й легко себф представить, какъ изложев- 

нымъ снособомъ можеть быть изображена геометрически сумма и трехъ я 

четырехь н т. д. комплексныхь чисель. 
‘Остается пров$- 

рить, примфнимо ли 

описанное” изображе- 

ще сложеня  ком- 
илексныхь чисель и 
къ  тригонометриче- 
скому виду ихь. На- 
звавъ буквами А, В, С 

и Е точки, соотвфт- 
етвуюния числамъ а. 

а- 5, ае и 

& ОФ, и 
буквою Ш основаше 
нерпендикутяра, опу- 
щеннаго изъ В на ЕС 
(или, что то же самое, конещь отр®зка, нроведенваг» изь В па- 

ралпельно кь прямой чисеть и равиато АС), и попатая 

а-+-М=х, ©0861: 1 51 $1) 

с ф=ета (6030, -- + 51 $). 

Е 



— 818 — 

сл®довательно. имфя [опредфлене 119] 

ам со 
Б-г, Эф 

е=га 608 93 
= 1, 

мы легко изъ чертежа убфждаемся, что ф, и ф» суть углы ВОА и ЕВЬ, в 

что отрёзки ОВ и ВЕ изображають модули т: и 7%- 

Если мы обозназимъ буквамн К и ф модуль и амплитуду суммы чисель 

21608 фу 8 ф,) и 7(с08 фа фз), друтимн основами, если мы положимъ 

из (608 ФАН В Фа) (609 фа: в фа) =В (6084-44 в: ф) 

или 
6 608 фуга 608 фо) (т вл Фа --г, 8 <= (608 ф--5 аш $), 

то по онредфлению 119 должно быть: 

та 608 физ 608 фа Е ©08ф а) 

та Зи фата т фз В зи ф. {2) 

Везвысивь послБдшя два равенства въ квадрать и своживъ ихь, мы 

получаемь; 

тов + Этризбояф, с08Фа -- гадов, -- 
229? ф, -- Эзра + 23 Шо, == софт) 

или 

теор; + вийф) -- та Цоозф - зн) 
Эизи(соЕф: софа -- Зф:8тф:) = 28 

или 

В: 
а отсюда 

в=Ут ти Эитасов(фа —+). 

выбото чего можно было бы также писать: 

В = Ут ты — 2708 80° (6. — 0). 

Продолжинь прямую ОВ, мы видимь, что уголь смежный съ ОБЕ ра-. 
венъ фз—Фь, и что. слФдовательмо, 

ОБЕ = 180° — (91 фу. 

Такимь образомъ оказывается, что модушь Е выражается тою же фор- 
мулою, которою должна быть выражена сторона ОЁ въ треугольник ОВЕ. 
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Разддиюь же равенство (2) на равенство (1), мы получаемъ 

зав: +- ут» _ 

т1605фл + табоЕф» 8$. 

Но чертежь показываеть, что числичель въ лФвой части этого равенства 
выразжаеть длину отрЁзна ЕС, а знаменатель длину отрЁзка ОС’. такъ какъ 

СВ =АВ 

я ВР = АС. 

И изъ чертежа же видно, что 

СЕ 
вов“. 16 ЕОС сб 

Олфдовательно, уголь ЕОС есть амплитуда ф суммы комилевеныхь 

чисежь т (с05ф, +- $81041) и г» (605$. +- +86ф). 
Такь оказывается, что, изобразивь теометричееки сумму двухь ком- 

плексныхь чисель въ алгебраическомь видф, мы получаемь въ то же время 
Е изображене зтриговометрическаго вида суммы этихь чиселъ. 

Произведеннымь нами изслфдованщемь указывается сл$дующее правило 

для геометрическаго изображеня суммы иЪеколькихь комилеконыхь чв- 
сеть, данныхь въ тригонометрическомь вид: 

Нужно построить амилитуду и модуль одпого слагаемаго; исходя изъ 
точки, соотвфтетвующей этому числу, какь будто бы она была изображе- 

нюмь 0, нужно построить амилитуду и модуль второго слагаемаго (считая 

амплитуду оть прямой, параллельной прямой чисел); ноходя изъ точки, 
соохвфтетвующей изображенной уже сумм двухъ слатаемыхь, нужно 
построить амплитуду м модуль третьяго слагаемаго н`т. д. 

$-206. Геотетрическое толжьраще вычиташя комилекенькь чиеель. 
Зь. $ 284 было разъяевено, ято вычесть комплексное число можно, 

прибавляя чнело равное н противоположное ему. И танъ какъ велвдетве 

жиого каждое вычитаще комплеконыхь чисель можеть быть сведено къ 
сложен ю такого рола чисель, то нЪть надобности въ особомъ пракян для 
теометрическаго эзображешя вычитаня ихъ. 

Факъ, валр., разность комплекеныхь чиселъ ч—ы * —5 ++ бу- 

деть изображена геометрически, если мы; выВото 

(ан) з —ы т 

=}+ (4-3 7 1574, 

изобразимъ 
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1 й 
т. е., если мы въ зочкВ, соответствующей чвслу 4 > кь прямой часель 

построимь внизъ оть нея перпевдикулярь длиною въ 2 отр®зна, раввыхь 
мер, избранной для изображен числа 1, если мы зат®мъ оть конца 

этого перпевдикуляра проведемъ вораво параллельно прямой чиселъ отр%- 

з 
зовъ дяяною въ 5 танвхь мфры и, наконець, ваизь оть последняго 

отр№зка построимь къ нему въ конц его перпендикуляръ длиною въ 1 

такую ифру. Конець послфдняго периендикуляра-и будеть точка, соотвфт- 

ствующая изображенной разности комплеконыхь чиселъ. Выфотв же съ нею 
будуть опредфиевы геометрически и модуль и амилитуда этой разноети. 

$ 297. Тригонометрическ!й видъ пронаведеня комплекеныхь чиселъ. 

Умножене комплекеныхь чисель дёлается въ высшей стопени удобнымъ 

при примёнеши сяфдующаго предложешя: 

Тоореиа. Модуль произведен:я комилексныхь 

чиселъ равенъ произведен1ю модулей сомножи- 
телей, амплитуда же зго—-суми$ зиплитудь ©0- 
множителей. 

Уте. у; (с05 фи 8 $1) - 72 (606 фа 38 03)... .7, (608 о, 9 фь) 

та. --. 9, [608 (фа-Нфа-.. Ноь-Н? (Ноа... Нр)]- 

Док. Перемножая постепенно данныхь сомножителей между собою. 

мы при умкожен:н первыхъ двухь другь на друга получаемъ: 

21 (608 ф--Е 3 фу) - 7 (608 фа вт ф= 

та тв (008 фл 608 фв-- в 9: ВИА ф»-- 1 в ф; 608 фа 608 1 В с) = 
г, 7з [608 ф; 608 ог р, Эт ф2-(5# 9: 608 ф-608 ф, т фу = 

та та [008 (фенов эт (1-93). 

Доказавъ такимъ образомь справедливость теоремы дяя нроизведеня 
двухь комилексныхь чнеелъ, мы можемь продолжать перемножеше, поль- 
зуясь уже ею. Такъ мы получаемь: 

т: (608 9-4 аш $). тебсов Фь--1 Вт $2). гз (608 Фа--6 вш Ф,) 

==и: 7з [608 ($.4-Ф)-7 вт ($:+-$)] .тз (08 $.--# за 95) 
эта ть хз [608 (фа ва (фа). 

й Ясно, что умножая тахимъ же образомь это произведеше на та (совфи-- 
г эп фа}, новое на т; (с08 Фё Е 8 ф;) и т. д., мы, наконець, получимь: 

7: (608 фа--Е85ЕФ)) . та (608 фа- Ев ф,). ... т, (с0вф,„--5 8 ф,) 
==: тать [608 (фе... ФР а (Ф.Ф, +... НФЛ, 

что я требовалось доказать *). 

+} Ивъ этой теоремы слдуеть, между прочимь, что м дли комплеке- 

ныхь чиысевъ остзетея въ сил№ сочетатедьный законы 
умножея и. 
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$ 298. Геометрическое толковане умножен!я вомилекеныхь чиеелт, 

друг на’ друга. По теорем, доказанной въ предыдущемь паратрафЪ, 

модуль произведевя двухъ комплексныхь чисель а(с08 а-- вй о) и Ь (08 | 
++: я В) есть а5. Чтобы изобразить его теометричееки, мы откладываемъ 
на прямой чисель от- 

рёзокь ОА, равный 

линейной мфрВ, слу- 

жащей для изображе- 

ня числа 3, строимъ 

уголь ВОА-а и от- 

кладываемь на его 

сторон отр&зокъ ОВ, 

раввый а такимъь мЪ- 

рамь. ЗатЪиъ мы стро- 

имъ уголь СОА 8 
и уголь РОб-=а, от- 
кладываемь на сто- 

ров поелфдиято от- 

рфзокь 00, равный В 
упомянутымь выше 
мврамь и строимь 

еще, наконець, уголь 

СР равный утлу 

оАВ. 

Тогда, какь это доказывается въ геометри, получивицеея треуголь- 

кики ОАВ и ОСР будуть подобны и велёдетве этого будеть, еслимы бук 
вою с обозначимь содержащееся въ ОР число отрЁзковъ, равныхъ мЕрЪ, 

избранной нами для изображещя 3, 

с в 

Изь поелфдняго же равенства слфдуегь, что 

е=а5, 

т. е., что ОБ есть изображене модуля произведетя комплексныхь чисеть 
а (608 2-45 т &) иЪ (<05 В вт В). 

А такъ канъ отрзокь ОР образуегь съ прямою чисель уголъ а-8, 

то Р и есть точка, соотвЪтствуюнщиая этому произведеню. 

$ 399. Тритонометрическы видъ частнаго двугь коминженыхь 

` чвеежь. ДФлеще двухь комплеконыхь чисель въ значительной мёрф упро- 

щается, если эти числа предетавлевы въ тритонометрическомь видф, такъ 

какъ въ такомь случа къ выполиеню этого дьйствя можеть быть ирям®- 

нено елёдующее предлозжеве: 

Бкрковт, Румозодетво эжгбри. 21 



— 322 — 

Теорема. Модуль частнаго двухъ хомплеконыхь 

чиселъ равентъ частному отъ двлентя модуля дф- 

лимаго на модуль д лителя, амплитуда же его 

равна разности амнлитудъ этихъ чнселт. 

в, а(еов а-ЕЕ зш а} 4 

^ Беоз Ве зт В) 6 
. [сиё (а— ВУ п 

а, . 
Док. Расширяя чаетное ^ т на 6088 — 

мы -получаемъ: 

«В. 

эт В, 

а(сова + 11а) _ а(сова {т эта) (с05В — Е 31 8 

ВеозВ Е езтВ) — БоозВ г эт) (6058 — тэ В) 
_ абоова 0088 — Раша зтВ -- $ па с088 — $ сова 18) 

Ь (60828 — Раша [2] 

_ а(еова созВ -- за эт -- (ша с08в —- соза зу 

(с0978 + зн") 

что и требовалось доказать. 

> 608 (я — 8) + («— В, 

$ 300. Геометрическое "толвоване долешя двухь комилевеныхь чиоель 

другь из друга. Со- 
гласно съ теоремою, 
доказанною въ преды- 
дущемь  параграфЪ, 

частное оть дфлешя 
ДВУХЬ комилекеныхь 
чиселъ (6087 -- $817) 
и а(с03а --х ша) мо- 

жеть быть геомегри- 

чески изображеносл®- 

дующимь образом: 

Отложивъь ва пря- 
мой чисель отрЁзокъ 

Ол, равный ливейной 

иВрь, избранной для 
изображеня чисна 1, 

прощиь рта ПОЛ рашыв 1 и ОО раша аа в 
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отрфзокь ОР, равный с такамь же м5рамь, в строимъ уголь ОДС, равный 

углу ОВА. Тогда, какь извфетво изъ геометрии, треугольники ОБС и ОВА 

должны быть подобны, а вохЪфдотве этого. должно быть. если мы буквою Ь 

обозначимъ число уломянавшихоя выше мЪфръ, содержащееся въ ОС, 

т. е., что ОС есть изображене модуля частнаго названныхъ выше компленс- 

ныхь чисель. А такъ какъ отр8зокь ОС образуеть еъ прямою чиселъ уголь 
1-1, то С и должна быть точка, соотв тетвующая чуеху 

6(с05 1 + 1511) 

а(сова ата) 

Въ описанномъ нами только-что построен и нами избраны тая обозна- 

чензя буквами, чтобы пря сравнени этого чертежа съ тёмъ, которымъ тео- 

метрически пояснялось умножен!е комплексныхь чисеть, видно было, 

что дьлеве есть дЬйстве обратное умноженю. 

$ 301. 'Тригенометричеекй видт, цфлой положительной степени ком- 

паекснаРо чиейа. Изь теоремы объ умножени между собою комалекс- 

ныхь чисель въ тригонометрическомь видВ вытекаеть слёдующее весьма 
важное предложене, здЪсь пока еще разсматриваемое только для случая, 

что показатель дфлое положительное число: 

Теорема. [(созф + #803)" == 7*(овто + 81$). 

Док. Въ $ 297 было доказано, что 

(60818) . 7(603фа-НВ# ря). ... т.(08ф, НШ) = 

ага - -.- т ов(фу-Е фа -- =. Ро фа-+ 9%). 

Если мы положимъ 

то и получаемь: ‚ 
сов + автор = (оао -- тя). 

Примфчаию 1. 

Въ частномъь случа», когда х=1, изь иослВднаго равенства получается 

такъ называемая формула Музвра: 

(<08ф + это)" = 609 "ф + т =ф- 

2: 
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Примфчзню 2. 

Чрезь подстановку въ выражене т” (608 иф-- 51 яф) звазенй 1 и о 

вывсто п весьма легко убфдиться, что ириведенныя въ $ 290 опред$лешя 
возвышещя комплекеныхь чисель въ степени 1-ую и 0-ую могуть безъ на- 

кихь-либо протизорфий разсматряваться какъ частные случаи доказанной 

здвсь теоремы. 

$ 302. Тригонометричесый видъ корня изъ комплевенаго чиела. 

Преобразование корня изь комплеконаго чиела зъ комилекеное число мо- 

жеть быть произведено иря помощи теоремы, доказанной въ предыдущемь 
паратраф®. Преднолагая  цлымъ положительнымь числомъ и обозначивь 

буквами х и модуль и амилитуду комилекеваго числа равнато 

И (соз ф-1 1$), мы это число можемъ найти слёдующимь образомъ: 

Мы возвышаемь равенство 

Иксов ФЕ эт фу (608 Е--5 эт ©) (п 

въ п-ую степень, иримфняя при этомь упомннутую теорему: 

(сов ф--Е вии фу=“(сов и аа т). 

По онпредёленио 319 послёднее равенство возможно только при усло- 
ви, чю 

х с08 =” 605 иё {2} 

у ма ф—=2”° вщ =. (3) 

Возвысивъ ноетздыя два равенства въ квадрать и сложивъ ихь, мы 
получаемъ: 

Асов? --втефуна" (созйиЁ 5 иЕ) 
или 

а отеюда 

> ` 
2-Й =У: 

Подетавивъ это выражене выЪсто г въ равенства (2) и (3) и раздвлнвъ 
важдов изъ нихь а х, мы для опредълешя угла 6 получаешь раномотра: 

608 ф==008 я 
аш фа же. 

Бели ве и еинусы и косинусы двухь углове ревны между сооою, то 
эти углы или равны или отначьжютоя другь-оть друга на произвольное крат- 
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ное 360”. Сказанное можеть быть выражено сяфдующимъ равенствомъ: 

я =ф--1.860°. 

въ которомъ Е можеть означать любое положительное или отрицательное 

цВлое число. А изъ него мы узнаемь, что 

$ к. 30%, 
т в 

Подставляя полученныя для хи & выраженя въ равенство (1), мы я 

находимь: 

у Я (2 +в. "”. 7 (- + - г] 4) 
% 

Такъь какъ & можеть быть любое положительное или отрицательное 

цлое число, то полученный результать замЪчателень тфиь, что въ най- 
денномь комплекеномъ числ амплитуда можеть имфть безконечио большое 
чисхо различныхь значений. Но при == и при вовхь значешяхь ® крат- 

ныхь.и косинусы и синусы этихь амплитудь будуть соотвЪтетвенио равны 

$ 508-—— и Э® 3. во вофхь елучаяхъ, когда Ё будеть на 1 болыше назван- 
п 

чыхь значенй, косивусы и синусы въ найденномь комнлексномъ чиел® 

. 360° 3607 
будуть соотоблотвовыо равны со ( 1: в (2 +}. ): =о 

п п ъ 
вевхь же случаяхь, когда й булеть на 2 больше названныхь значенй, 36 

360 
же тригонометричесв:я функщи будуть равны с08 (+ +8 ‚9 и 

1 е 360° . 
эт =. +2 "> ит. д. Такъ въ кони концовь оказывается, что, навя 

бы иблыя змаченя ни принимало Ё выражене 

у ве + песн (2 к. 
п 

можегь имжть только я различныхь значенй, все тв же, которыя полу- 

чаются при & равномь 0, 1, З ит.д. до Ё-=п—1, и притомъ все въ одномъ 

и томь же порядкВ, если звачешя # будуть увеличиваться все ва 1. 

При номощи теоремы, доказанной въ предыдущемь нараграфЪ, и 3-й 

изъ теоремъ, пряведенныхь въ $ 298, легко убёдитьея, что каждое изъ в 

значеный разематраваемаго выраженя, будучи возвышено въ п-ую стевень, 

дасть +08 $ эт $}, и потому съ одинаковымь правомь можеть быть 

названо. корнемъ п-ой степени изъ {608 ф-|-е эт 9). 
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Важно привести еще здфеь слёдующее завлюлеше, вытекающее изъ 

`разоужденй этото параграфа: всф и зналемй Усов ф--: зи 9) могли бы 

быть также получены, если бы мы въ выражен 

з = р. 9 
т я 

взяля сначала # равяымъ любому цфлому числу и затёмь увеличили (я } 

разь К на 1. 

А изъ этого далфе сл$дуеть, что въ послёднемь выражеши мы подъ 3 
п 

могли бы понимать любую изъ амилятудъ, удовлетворяющихь равенству (4). 

$ 303. Чнело значен\ корня. При ф--0 (а также при ф Равномъ лю- 

бому кратному 360°) выражеще 2(с09 ф--ё эт ф> превращается въ #, т. е.. 

оно означаеть нфкоторое абеолютное или положительное число. Если же 
ф=180° {или же если эта амплитуда равна какому-либо печетному кратному 
180°), то {е08 + зи: о), означаеть, слдовательно, нфкоторое отрица- 

тельное число. Легко также опредёлить, при какихь значеняхь ф это 

выражен е будегь означать чистое мнимое чиело. Убёжлаяеь здВеь та- 

кимъ образомь вновь, что комилексное число есть еамый общий видъ числа 

[$ 279], мы изъ разсужденй предыдущего паратрафа заключаемь, что 
корень д-0й етенени изъ веякаго чиела иметь п различныхь зиаченй. 

* 
Только У 0 иметь одно аначене, а именно только значене 0. 

$ 304. Корень изъ веществеянаго числа. Если а есть положительное 
” 

вещественное число. то написавъ для отыскавя модуля и амплитуды Иа 
равенство: 

Ул=-ео8 ЕН за 

мы способомъ, описаннымь вт $ 309, находимь 

а для опредфлевя амилитуды получаемь равенства: 

603 ЕЕ 
`вйа чё =0, 

изъ которыхь елбдуеть, ято 

360° 
о°-ЕК - 



или проще 

При #=1-1 

360` _ 360 5 
603 - ==60$ (#—1) - =сав(360 

п т 

и 

360° 360° 860 
эт -— = (и-- И) ст эащ(вв0°- - ) 

в т в 
_ 360° Е . 60° 

= в —360' ут 1. — 
п 

Такимь же образомь оказывается. что 

360° 360° 
608 (и—2) - — =е08 2. . 

п ® 

. 60° 360° 
эт (пШ— 2). = 502. — 

п Ю 

чтй 

360° 360° 
608 (1—3) - — = 3. . 

т 
50° ° . 360 в 

за (и— 3). =. — 
я ® 

ит. д. 

То есть, оказывается, что 2-е п п-0е, 3-еи(п—1)-е, 4-е и (и_9)-ое ит.д 
й 

значеня в суть ноиарно сопряженныя комплекеныя числа. 

в * 
И если л четное чиело, то, дойдя до &= з' мы получаемъ для Иа зваче- 

ве 2(с03 180°--5 а 180°)=—=. 
.» 

Такь мы убЪждаемся, что, если и четное число, то Уа нифеть два. 

. ка 
вещественныхь значенёя (первое и (+). которыя притомъ равны в 

противоположны друРь другу. При нечетномь же я разсматриваемый 
корень иметь вещественныхь значешй только одне, з именно первое, 
получающееся при #0. 

При извлечени кория я-0й степени изъ отрицательнаго чиела, напр., 

изь—\. мы полагая 

У-+=у (оз 1+ эт р 
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находимь т5мь же изложениымь въ $ 802 епособомъ 

ИБ 

и 

608 п =--1 

зш 2-0, 

откуда 
° ° 

== 180 в. 360' . 

Подвергая это выражев!е такому же изол8дованшю, какому мы выше 

подвергли выражено для е мы приходимь къ заключению, чго если я чет- 

ное число, И — выбеть ̂  з паръ сопраженныхь комвленсныхь значений и 

ни одного вещественнаго , и что если я нечетное число, то этотъ корень имфеть. 

парь сопряженныхь компленсныхь значевй и одно вещественное, 

®-—1 
нолучающееся при &= . Давотвительно, подставляя въ равенстве 

и 180° 360` 180° ‚3607 
Уъ -Иь ен. м в Р й 

1 вивето Е, мы получаемъ: 

= 180° м1 360% . . /180° -—1 360 т ны абеня =] 2 | 2 ® 
_ ж [№ 180°-(и—1)180° аш пи 

в ® 

И 180°--5 5. 1805) 

-й(- +. о) 

У. 

$305. Поняще объ общемъ корн®. Чтобы указать, что подъ корнемъ 
-ой степени изъ н®котораго числа 2 желають понимать вё® м значе, 
которыя, будучи возвышены въ п-ую степевь, дадуть а, анакъ радикала 

” 
свабжають внутри зиздочкою и нишуть такъ: ИЯ. 

„ 
СимволъУ*: называется общимъ корнемъ я-ей 

степени изъ чиста 2. 
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Какь разъяснено было въ предыдущихь паратрафахь. всякое чиело- 

можеть быть представлено въ тригопометряческомь вид®, и потому мы мо- 
жемь положите: 

ия ф-т эт ф= 

У {== {-ь-- 96 зщ (+=. "| 

сохраняя 8 г, фи Ё все тоть же смыслъ, въ которомъ эти буквы нами уже 
примБяялись. Изъ веФхь и значенй, выражаемыхь послёднею формулою 

то, которое получается лри &=0, называеся главиымъ значе- 
н1емьъ корня я-ой степени изъ =. И его мы и будемъ обыкновенно обозна- 

чать и обозначали уже символомь Уз во вовхь случаяхь, кром одного, 
когда при нечетномь п подкоренкая величина 2 есть вещественное отрица- 

„ 
тельное число. Въ этомь ноелфдиемь случа У: означаетъ единственное 

вещественное значен!е, удовлетворяющее опредфленю корня. Такъ, нанр.. 

тогда какъ 
р 
Ув 

означаеть`и 2, и --2, и Я, и — 2, 

В 
И 15-5, 

тотда какь у *—125 означаетьи 5 (с08 60° -+-5 811 60°), и Б (609 180° = 810 180°),. 

и5 (08 60° ва 60°) или, что то же еамое, яз Уз), и—5,и- 56-975. 

$ 306. Общий корень п-ой степёни изъ единицы. Если мы указан- 
„ 

нымь въ $ 303 снособомъ преобразуемь У *1 въ тригонометричеекЕй комнлекс- 

ный видь, то получимъ: 

” 360° ... зв0° 
Уч =еоз К. и ША. ыы 

По теорем же, доказанной въ $ 297, выражеше 
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можеть быть представлено въ таномъ вилё: 

м о: 360° 360% 
Убе зо (сов ош А- =): 

*. в и 

Поэтому общий корень изъ любого числа можеть быть пзобразмену, также 

слздующимь образомъ: 

щи а 360. 360° 
И ев фт 9-У в? --: эп? (сов к. => Езт Е —— }. 

т п 

я, $ 
А такъ какь [см. $ 302} поль зыражещемьу (ве тн зи мы имфемъ 

право понимать любое изъ » чиселъ, которыя, будучи возвыщены въ п-ую 
степень, даютъ +(605 ф-Е1 ва $), то для получения вофхь п значен1й общато 

корня и-ой степени изъ какого-либо числа мы выводимъ слёдующее указа- 
ше, представляющее большое удобство при вычислетяхъ: 

[зе Правило. Чтобы получить вс$ п значен!й общаге 

— _ корня яой стенени изъ н$котораго числа, доста- 
точно одинъ которыйнибудь изъ нихъ умножить 

на во значен1я общего кория я-ой степени изъ 

единицы. 

$ 307. Геометрическое топковаве возвынтешя комплекенаго чиежв 
въ стенень. Если мы точку на прямой чиселъ, соотвфтетвующую чиелу 

1, обозначимь цыфрою 1 „точку же, соотвётетвующую числу 7(с03 9-21 $). 
назовемъ А, то согласен 

правилу. данному въ 
$ 298 для изображеня 

произведеня двухъ ком- 

плекеныхь чисель, 10ч- 
кою, соотв тетвующею 

2-ой степени этого ком- 

плекенаго числа, должиа 
быть вершина В тре- 

угольника ОВА, подоб- 
наго треугольнику ОА1. 

По тому же  правиау 

точкою, соотв тетвую- 

щею 3-ей стешени числа 
208 Ф+ эп $), будеть 

вершина С'треугольника 

ОСВ, также подобнаго 

041. Продолжая таниыь 
жеобразомъ строить треугольники ОРС, ОЕРит, д. подобные ОЯТ, сибдове- 
тельно, и вовыъ предыдущимъ, мы получимъ точки, соотвЪтствуниийя 4-ой, 
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5-0й и т. д. степенямь того же комилекенаго числа. Точка же А должва 

соотв тетвовать 1-0й степени его, & точка 1 его нулевой степени. въ поз- 

номъ воотвБтетьЁи съ опредвлешями, данными въ $ 290. 

Въ частномъ случа, когда модуль г комплекснато числа окажется рав- 
нымь 1, вс® точки, соотвётотвующыя цфлымъ положитезьнымь (а также 

нулевой) степенямъ этого числа, будуть лежать на, одной и той же окруж- 

ности, ииющей 0 центромъ и отрфзокъ, избрачный для изобразкения числа, 1. 
раллусомь. 

$ 308. Геометрическое толкован!е извлечены корня изъ комилекснаго 

чиелз. Въ $ 306 было доказано , что обийй корень и-ой степени изъ комилекс- 

наго числа можеть быть представлень въ таком видъ: 

И *соз фа р)= 

Ио 4 зо? (гов Г 30; вт =”) 
ео п, ® % 

Для геометрическаго изображеня главнаго аначеня этого корня, 

должно поетроить треутольникъ ОД1. имЗющуй уголь до1=? ” сторону 01 
в 

равную отрзку, нзбран- 

ному для  изображешя 
чиела 1, и сторону ОА рав- 

” 
ную У; такимъ отрзкамъ. 

Эстальныя же ("—1) зна- 

чей общаго корня я-ой 

степени изъ 7(608 ф--Е 31 9) 
должны быть изображены 

геометричеени сл5дующимь 

образемъ: нужно онисать 

изь 0, какъь центра, рад- 
усомь ОА окружность и 
раздфлить ее, начиная оть 
А, на п раввыхь частей; 

точки дВлевя вифот съ А 
и будуть соотвётствовать 

везмъь п значешямь раз- 

ематриваемаго общато корня. 

Въ частномъ случа, когда ф=0, выражене (еоз ФН Е $) будеть озна- 

чать положительное веществениое число, и точка А совнадеть съ прямою 
чисель, расположене же точекь лёлешя на окружности подтвердить все 
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сказанное объ общемъ корнВ изъ положительнаго числа в» $ 304. Равнымъ 

образомь распредвлене точекъ дфлетля на окружности въ частномь слу- 

зав, когда ф=180°, подтвердить все сказанное тамъ объ общемъ корнЪ изь 

отрицательнатго числа. 

Прим чанте. Для насъ здфсь безразлично, могуть ли углы ? 
в 

60 
и —— быть построены при помощи циркуля и линейки, или ихь нужно 

п 
строить при помощи какихь-либо другихь инструментовъ, напр., хранс- 
цортира. 

$ 309. Фбобщеше теоремы Музвра. Слздуя общему плану, но ко- 

торому возводится здан!е общей ариеметики, мы и относительно теоремы, 
доказанной въ $ 301, должны убздитьея, не можеть ли она быть обобщена 

такь, что окажется справедливою не только для цёлыхь положительныхь 
показателей и ноназателя 0, но и для всякихъ другихь показателей. 

1) Вь томь случаВ, когда л дробное число, можио это сделать явнымъ, 

полагая 

о та 
Въ такомъ случаЪ будеть: 

. 
сов Ф--Е эт фо ЕЕ вт 8). 

И если мы положимь 

‚ 
[сов Ф-- зш ФИ =аеов 8-Е вш @), 

то должно быть: 

В(соз ф- эт фр [еов 9 за В: 

Отсюда же по теорем$, доказанной въ $ 301 для ивлыхь показателей, сл#- 
дуеть, что должно быть: 

1?(608 ф-- аш рф)-=21(с08 42-5 зна 48). 

Изь этого равенства опредёляются х и & способомъ, указавнымь вт, $ 808, 
такъ: 

17608 р-на с03 4 
эезт рф- эт 42 

совр -- вый рф) = (с094Е -- 870948) 
или 

= 

и 4—2. 
х=У Ут. 
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и 

ЧЕ--АФ-+Е . 360°, 
сад, 

360 
ЕР . ф-+Е . . 

4 4 

Изъ этого сл$дуеть, что во всякомъ случа (при Ё==0) 

п 3 
В(соз ФЕ вт $)" == (сов а * Фа р . $), 

хотя кром значевя, приведеннаго въ правой части этого равенства, есть 
еще (4—1) значевйЙ, которыя также равны [+003 Ф-Е& зш $)]". 

А такь какъ и 

ни ри .:, 2 
#*(©08 пф--+ зш иф)=7 (608 1 > ФЕ ма а $), 

то, по теоремВ УТ, оказывается, что и въ томъ случа, когда в положитель- 

ное дробное число, 

сов фз вт ф)* ==” (608 иф-Е Ш я). 

2) Если в пррашональное число, напрямфръ у, то, кавъ бы мало оно 

Ни отличалось оть нкоторой дроби, всегда останутся въ сил веф приве- 

денныя въ п. 1 этого наратрафа равенства. Потому мы въ полномъ согла- 
и съ примфнявшимся нами способомъ перехода оть дЪйстьЙ надъ рацю- 

нальнымя числами къ тЬмь же дёйстьямъ надъ числами пррацюнальными 

(гл. ХХИШ, можемь обобщить теорему Муавра, допуская и пррацювань- 

наго показателя: 

Опуедваене. [сов Ф--5 вш $Ф)]*=1"(608 иф --а ЗШ яф) и въ томъ 
случа, когда ® иррадюнальное число. 

3) Если, наконець, я какое-либо отрицательное вещеслвенное число, 
напр.--р, то 

Сбсов орал фу 608 фе ви ФТ 
О ЗОО (по опредфленю, данному 

Асов фр вт ФР в» $ 200) 
1. 209 и аш рф 

ыы ео ро-Н ви рф) #708? вфф—Р в? рф) 

08 рр за ф _1 

(сов? вф-ран рф) 9 
. (608 рф ша и). 
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Вон 

и\еов вф НЕ зи пруг Чеов-ыру-ыт вии —вф)] 

1 с: 
== —- (608 вф—@ вт 19$). 

ие 

Такимъ образомъ и для этого случая, по теорем® УТ, сл$дуеть, что 

оз ФЕ ми фт =” (08 иф-ЕЕ в пФ). 

Слёдовательно, вообще: * 

Чеорема. [и(е0з 3-[: 5 3)" "ов яеЫ в п). 

Прим чанте. Обобщить эту теорему и для комплекенато пона- 

зателя здФеь ие представляется возможнымь потому, что тритонометр:я 
разематриваеть только тригонометрическы функщи угловъ или дуть, 
которыя не могуть быть комплексными. 

$ 310. Чыело значеы степени н корня съ иррацональнымь пока- 
зателемъ. Если 8 ирражщональное число, то, полагая 

8 НИИ 
Усов фа зт фу-а{еов Е-НЕ эт Е}, 

`мы, какь въ $ 302, находимъ 

шавИ т 

ТЕ. 60°. 
ВВ 

к 
Такъ какъ вь послЗднемь выражени въ частномъ — В дълимое Е цвлое 

= 

число, двлитель же В число ирращональное, то это частное никотла ве мо- 

жегь оказаться ни излымъ чиеломъ, ни дробью. Слфдовательно, ни при 
одномъ изъ значенай ® не можеть получиться такого значеня &, при кото- 

ромь бы повторилоеь которое-либо изъ значевй сов Ё и зщ &. А изь этого 
мы должны заключить, что 

В . й Е 
Укеов фз 9-е ы +8 . „ ии . зо} 

имфеть безконечное чвело значенй. Но корень у фа ф) сеть ее 

1 
мень [{с08 $ ва 5 тво в есть также иррацюназьное число, которое бы. 

мы мохли обозначить буквею а. Изъ этого слвдуетуь, 9то и веякая стенень. 

съ иррашюначьнымь локазателемь имферь бевкоречное число звачений. 
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Все изложенное мы можемъ резюмировать такъ: 

Теорема. Въ случа иррашональнато показателя какъ степень веякато 
числа, такъ и корень изъ любого числа (исключая 0) имфють безконечиое 

число эначенй. 

$ 311. Моняте о еовершенномъ равенетв®. Въ $ 266 доказана была, 

теорема: 

Если подъ радикалами, встрчеющимися въ этомъ равенствф, понимать 

обще корни, подь р, ди ® цфлыя числа, подь а же любое число (номилеконое, 

вещественное иля имяимое), то лфвая часть равенства имфеть р различныхь 

значен]й, правая же нхъ иметь ри, при чемъ каждое изъ р значенй лЪвой 

части встр%чается и въ правой, но въ нравой имюлся еще тая значеня 

(ихь всего, конечно, ун—р), которыхь въ л$вой части нфть. Поэтому при- 

веденное равенство называется  песовершеннымт. Понятно, что 

и равенство ‘ 
р рав, 
Ук Иж: 

должно быть несовершенпымь- 

Если же каждое изъ значен1й лфвой части ка- 

кого-либо равенства встр Ьчается н въ правой 

его части и наоборотъ, то равенство называется 
совершеннымъ. 

Такъ, налпр., 

равенетво совершенное. 

Изь сказаннаго здЪсь слздуеть, что при преобразования корня по 

теорем 108 число значен!й его измфняется, и что, сяфдовательно, теорема 

эта безусловно справедлива только для ариеметическихь корней, для об- 

щих же условно въ указанномь выше смысл. 

ГЛАВА ХХУ!. 

Поняте о логарнемъ. 
$ 312. © чел обратныхь дЕМетвй *). Нреоисхождене вычитана 

оть сложешя можеть быть наглядно цояснено слёдующими равенстизми- 

> фазе 
а-1Ь= 

фев. 

*) Рекомендуемь составлять ©ъ учащимнся при объяснеши пронехожденя 
догариема таблицу вс®жь дЬйствй [$ 851]. 
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Отыскаве какъ одного, такъ и другого слагаемаго по даннымъ сумыь 

и одному изъ слагаемыхь приводить къ одному ® тому же обратному дзй- 

стыю. Причина этому заключается въ теорем» з. 

Прфисхождеще дёлешя оть умноженя поясняется схфдующими ра- 

зенствами 
И 

а5-=6 

с 

ъ 
с 
а 

И здесь отыскав!е какъ одного, такъ и другого сомножителя по данным 

произведению и одкому изъ сомчожителей приводить къ одному и тому же 
обратвому дЪйствио. Объясняется же это теоремою 4. 

Но не всегда множитель и множимое могуть быть замбнены другь 

другомъ. При умноженщи именованнаго числа послднее можеть быть только 

множимымъ, множителемь же можеть быть только отвлеченное чнело. 

Переходъь оть такого умноженя къ обратному дйстваю мы можемъ пояснить 

такого рода примромъ: 

15 дюймонъ: 8=5 дюймамъ 
3. Имовь== 15 

© доймовь док дюймовъ: 5 дюймовъ--8. 

Мы туть видимъ два различныхь обратныхь дйствя; первое есть х- 

лен именованнаго числа на отвлеченное, второе дёлене имеяованнаго 

‘числа йа именованное. Какъ извфстно изъ ариеметики, оба эти дфлешя 

производятся не одинаково. Первое изъ этихь ДЬЙСТЬй можно назвать 
двленемъ на части, второе опредёленемь, сколько разъ одно именованное 

число содержится въ друтомъ, или опредфлевемъ отношен{я этихъь имено- 

ванныхь чиеель другь кь другу. Причина, почему теперь получается оть 
‘умножен1я два обратныхь дйствйя, заключается въ томъ, что теперь недо- 

пустима замфна множимаго мчожитедемь, а множителя миожимымъ. 

Переходя къ разомотрёнло дЬЙстваЙ обратныхь возвышеню въ оте- 
пень, необходимо принать во внимане, что 23 не равняется 83, `3° ие рав- 
зняется 5%, и вообще 4^ въ общемь не равняется 5*, т. в., что основаше 
степени и ея показатель ве могуть быть замВневы другь другомь. На оеко- 
ван предыдущихь разсужденй мы изъ этого дозжиы заключить, что оть 
возвышетя эъ степень сафдуегь ожидать происхожденя двужь обратныхь 
дЪйствай, смотря по тому, будеть ли отыскиваться основахие-ея но ея велй- 
чин н ея показателю или зе вл ноказатель-но ей зеличнай и вл основанию. 
„ДЬйств:е, полузающееся въ первом елучаф, веть, какь мы знаемъ, извле» 
чеке корня (см. главу ХХ). Нанисауь равенства: 

2-8 
#48. 
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и тому подобныя, легко убёдиться, что показатель степени не можеть быть 

найденъ по даннымъ величин ея и ея основано чрезъ извлечене корня. 
Задача, состоящая въ такого рода отыскани показателя степени, приводить 
къ новому дЪйств!ю, также обратному возвышеню въ етепень,-—-къ лога- 

риемировант ю. 

$ 313. Опредвженя вводимыхь повят. 

Опредзлене. Логариеомкровать число & по оено- 

ван1ю в значить найти показателя, указываю- 
щаго, въ которую стешень нужно возвысить а, 
чтобы получить В. 

Задачу: члотариемировать чиело 5 по основано аз пяшутъ тахъ: 

108. Ь или 108 Ъ или 105° $ или 

„№ *. д. 

Такъ же пишется и результать этого дайств!я. 

Число а вь этомь выражени называется основан1емъ лога- 

риема, число $--погариемируемымф числом, резуль- 
тать же погариомнрованёя-—лотариемомъ. Поэтому и выражен1е 105, 5 иа- 
зываетел зогарномомть (лотариономъ числа $ но основан! а или при оено- 

ван в). 

Опредвлене. 105, $ означает показателя, указы- 
вающаго, въ которую степень нужно возвыснть 
а, чтобы получить В. 

Это опредёлене логариема выражается сяфдующимъ равенствомъ: 

*} ПосльднЙ анакъ, оамый удобный изъ вобхъ, образованъ изъ латинской 

буквы Ы н примфняется въ слфдующижь изъ извфетныхь намъ кннгъ; 

А. Рац\зов. ебкьись Чег РАаривейче. 1876. 

А. Е. Ч. Тв. бъовв. 0 Наир+з5 те 4ег Еетегтвтиа нота Е. 1-08 изд. 

1878 г., 2-06 изд. 1885 г. 

ПН. И. МатковехяЕй. Начала алгебры. 1890 г. 

Р. Сгапьх. Аг глейк цл8 Азребта ват Зепуулииенуоне. 1908 г. 

Бари. Рувеволотзо элгефры. 22 
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Опроедвлеше: а 5’ в или .“ э. 

Какъ слёдетые изъ опредвленя лотгариема получается слёдующая 

теорема: 

О 

Сяьдетье: 105, (0')-=6 или 4 -ь 

такъ кавъ снмволомъ 107, (*) обозначается показателе, указываюний въ 

которую степень нужно возвысать а, чтобы получить в°, нофи есть показа- 

тель такого свойства. 

'Изъ поел днихь двухь равенствь мы видимь, что если мы число $ сна- 

чала логарнемируемъ по основанзю а, а зат мъ на результатъ вотенцируемъ 
число а, нли если мы сначала на Ь потенцируемъ число а, а полученный ре- 
зультать зат®мь лотариемируемъ но основан!ю а, то эти два дВйствя взаимио 

уничтожаются, т. е., получается число 5. 

Происхожден!е оть возвышеня въ стенень обратныхь дьйств!й—извле- 
чен!я корня и погарнемированя—можеть быть выражено сибдующими 
равенствами: 

«= УЪ 
=ь 

‚№ или пюре, Ь. 
а . 

$ 314. Логариомт, основан и логариемъ числа 1. 

Теорема 1. При всякомъ основан1и лотарномъ 
основантя равент 1. 

Док. |0, а=1, 

закь какъ при всякомъ эначени в 

ав. 

Теерена ? При всякомъ основай1а порарвомт 
1 равенъ 0. 
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Док. ов, 1=0, 

чакъ какъ при воякомъ значения а 

в°=1. 

Прим $ чанле. 

© случаВ, котда а--0, будеть особо рЁчь позди®е. 

Примфры, 

1) Ю5:8=8, такъ какь 238. 

- 
8) о-в, такъ какъ |9) = 

5 : ь 
3) ЮБ,» 3125-2., тавь казь 686 =( 255) = 5*—= 3195. 

4) 10 2193 такъ шк) (8 Е % 1-0 81) ив г т 16 

5) 1051 =0&, 1-ю, 1=0. 

$ 315, Теорема. Степень числа логариомирують по 

стелени того же чисна, для показателя первой 
ва показателя второй. 

Утв. Зоб » (0")*) = т. 

Док. Спразедликость утвержден слёдуеть изь того, что и въ 

вамомъ дёлВ 

Приифръ. 

21*) =) 
т =ювь' 6) = 

$326. 106, $ только въ иеключительныхь ‘случаякь можеть быть 

ралдональнымь чиеломъ. `В премфрахь, приведенныхь въ концф предыду- 

*) Несравзенио удобыфе былобы здиеь пользоваться’ шиакомь А 

32 
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щато параграфа, лохариемы—ращональныя числа. Легко убфдиться, что 

вь нихь во вобхь основан1е лотариема и лотариомируемое число мотуть 

быть при помощи рацюнальныхь локазателей представлены нанъ степени 

одвото и того же числа. Но это можеть быть сдёлено только въ исключи- 

тельныхь случаяхь и, напр., въ выращени 10, 5 этого намъ достигнуть 

не удастся. Лотариемы какихъ чиселъ при основан 3 будутъ рашональны, 

это можно усмогрёть изъ слбдующей таблички; 

108, 1—0, 

08, 3 =1 ; 16, 

108, 9 =2 ; 18, 

Е 
в, 27=8°; Ю8, = =—8 

ь 1 
Тод, (3*)=п ; №8, = =1юх, (8 =—я. 

Сотласно опредвленю лотариема я на основан и теоремы, приведенной 

въ $ 180 какъ слёдствйе изъ теоремы а, число, обозначаемое символомъ 105, 5 
должно быть больше 1, но меньше 8. Но дробью оно быть не можеть, такъ 

какь всякая дробная степень 3-хъ будеть нвизбфжно числомъ иррайю- 

нальнымъ. 

Вь паратрафЪ же 250 было доказано, что, еели а и $ вещественныя 

числа, Лод, всегда означаеть нзкоторое вещественное число. И такь какь 

иВть ни одного ни цвлаго ни дробнаго числа, лри иотениироваяи на ко- 

торое получилось бы 5,то символъ №0, 5 означаеть н®которое вполи® опре- 

дблениое иррашональное число, которое могло бы быть вычиелено пря- 
ближенно во всякою желательною стененью точиости, между прочимъ 
также способомъ, изложенныиь 5Ъ $ 307. 

$ з17. Иришбрь вычисленя приблюженныхь значен яррацональ- 
наго погариома. Тань какъ при с10собЕ такого вычиеленя, упомявутомь 

въ конц предыдущего параграфа, знаменатели приближенныхь значевй 
будуть степени 2-хъ, то иримфиене его можеть быть облегчено предвари- 
тельнымь вычисдономь таблицы корней 3-ой, 4-0й, 8-ой м т. л. степеней 
изъ основаныя лохариома. При составлен ея придется посл®доваледьию 
извлекать все только квадратные корня: жоревь изъ осповаы, наъ 5797 
резуньтата корень, изъ новаго результета опять коздратный здующь и д. 
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Если мы, напр., пожелаемъ вычислить приближенныя значеня 108, 5, 

то ончсанная вепомотательная табличка будеть содержать слфдующея 

числа: 

И3=1,1880508 

У 3=Ит 80506 1 .3160740 

Уз-Итввота0-—1 1418 

й:- 1147908 =1.071075 

Из=Итотов =1,084928 

ИЗ Утовщев анти. 

ит. д. 

Какь уже упомянуто было выше, первыя приближенныя значеня ю8,5 

з . 
суть Ён 2, слВдующее же Р. есть приближенное значен!е этого чиела съ из- 

Фбыткомъ, такъ какъ 

84-8. 33-35-5196... 

3 
Ра 

Ол®дующее приближене Е еь приближенное значене этото чиела 

<ъ недостаткомъ, такь какь 

ро 
= также меньше юр, 5, такъ СлЗдующее приближенное значен!е 

квкь 

8 я г 3 =3,948....1,147—4,591... 

Такимъ же образомъ должны быть вычиеляемы и сяЪдуюлия прибли- 
женныя значев!я 102,5, другими словами, и слВдующуе показатени степеней 

числа 8, приближающихся равоматриваемымъь снособомъ мъ 5 то СЪ одной, то 

съ другой стороны. Для болфе удобнаго обозрфя хода эеихь вычисненй 

мы помфщаемъ ниже табличку, составленную`по образду таблички въ $207, 
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съ -прибавлевемь трафы для указавя, накииъ епособемь орредфляетея 

классь вычисленнаго. приближеннахо зпазетн. 

Триближенныя значе- 

ня 106. 5. Ариеметическя Опредвленю класса 

6 недостат | бь избыт- едйя приблиаиияго зиь- 
комъ: комъ: ы Ня. 

1 классь. | М класел. | 1 й и _ 

1 2 13 
РИС 

8 3 
—_ С 
3 5+ _5 

2 4 

5 5,3 
з Чан 5 

7-8 =8*. ИЗ =4,629 

п 

2 28.3 

16 1618 м шо жа жом 
= 39" 8". Уз 5,090... 

47 4128 Й 

32 16 _93 зай 3“ 43 
2 > 64 ва 

Уз 

33 
64 

Этою табличкою уже сь достаточной наглядностью указывается, ири 
помощи какихъ пруемовъ она могла бы быть продолжена до получена иря- 
бляженнаго значеня. 105,5 съ такою точиостью; какая будеть желательна. 

Существують способы и бол%е удобнаго и быстраго вычислена ирибли- 

жениыхь значенЯ ирращональныхь Зотариемовъ, но оми разсматрийвютоя 

на боле высокой стунени матёматики. 

$ 318. Логаримоы, которыю къ эмоментарлюй митемитиеь шоб разени- 
тривыится. Спызоль №05, (—75) должень быль бы означать новлзлтеля 



— 348 — 

степени числа 5, равной—95. Но всякая цфлая степень положытельнаго 

чиела есть число положительное. Но нфть и дроби, ить и иррацональвато 

числа, при потенцирован!н на которыя числа 5 получилось бы—95. Только 
если принать въ соображене, что квадратный корень изъ положительнаго 

чиела можеть быть и положительнымъ и отрицательным, числомъ, и что 

согласно съ этимь 

5 Иня 5, 

то можно было бы сказать, что 

4 
108, (—85) = 5105425), 

4 
не имфя, однако, права сократить частное 5’ такъ какъ 5* имБегь только 

одно значене, а # два. Но теор1я такихь вещественныхь знамен! лога- 

риемовь огрицательныхь чисель при положительномъ основан и нодоб- 
ныхь ще лотариемовъ положительныхь чисель при отрицательномъ оено- 
ванйи пока еще не разработзна, ни мы не считаемъ. себя въ правф знакомить 

съ нею впервые въ этой именно книгё. Высшею же математикою доказы- 
вается, Что всявй логариемь положительнато числа по положительному 
осповав1ю кромВ одного вещественнаго значеня иметь еще безконечисе 
число мнимыхь зпачен, и что равнымь образомъ имфеть безконечиое 

чиело мнимыхь значенй и всяюЙ лотариемь отрицательнаго числа по 
положительному основаню и всявый логариемъ по отрицательному оеио- 

ван. Ограничиваясь этимъ указашемъ, приведемъ только еще изекольно 
примфровъ вещественныхь лотариемовь, у которыхь основаше и лотарие- 
мируемая величина разнозначныя числа, и пояснимъ примбрами, что также 
хотариемы мнимыхь и комнлеконыхь чисель при вещественномь осповени 
могуть быть вещественными. ` 

Такь какь 
1 - 

9=УИэ=з 

+ кии 

и в —4 пли 
256 =Я 256= 4-4 или 

—, 

дов =И 12 
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[ем. 6 805], 

(9-И9-+н 

то, по опредфленио логариома, должно быть 

вене), 
ны 44) =ю08:5(-— 4) =ЮЕви (9) 

ювы-49=. 

НО ‚тыУс® = 

108.5 —— =5` 

О О) = . 

Такъ какь ножно считать вполв8 изслФдованными только логаряемы 

положительныхь чиселъь цо положительному основанию, то и мы посл- 

дуемъ обычаю принимать въ логариемахь н основашя н логариемируемыя 

величины положительными и вещественными во воВхь случаяхь, когда 

нами не будеть особо оговорено, что они могуть быть н отрицательными 

или комплексными. 

Переходя же кь раземотр® ню дВйств! надъ логариемами, мы должиы 

предпослать, что о допустимости производетва такихь дфйств!Й вее ска- 

зано уже въ главё ХХНИЕи кратко упомянуто еще въ коннё $ 254. 

ГЛАВА ХХУИ. 

Логариемирован!е выражен! и дъйстыя 
надъ логариемами. 

$ 319. Теорема. Лотариомъ произведен1я равенв 

сумм8 логариемовь сомножителей. 

Утв. 105, (5) 108, 6-10, с. 

Док. Обозначивъ 10, $ буквою ги 105, с буквою у, мы изъ равенствь 

105, =г 

№08, с=у 
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на основанш онредфлевя лотариема [122] имфемъ: 

в 
в —е 

__{} Умноживь эти равенства, мы, по 

теор. УП, получаемъь: 

4*.а’=ю, а отсюда по теоремЪ 16 
0" =. Тэкь мы види®ь, чо х-Ну веть 

показатель, указывающий, вь ко- 

торую степень нужно возвысить &, 

чтобы получить $; но это можеть 

быть выражено и такъ: 

10, (ю)=-у. 

Подставивъ въ нослёднее равенство 
105,5 выфето х, 10, с вифсто у, мы 

УбЪждаемся, что и въ самомъ дёлВ 

105, (Бе)--1ов, 5-Н1ов, с. 

Такъ же теорема доказывается и для веякато болынаго числа сомио- 
жителей. 

Если мы доказанное равенство напишемъ {теорема У] такныь образомъ: 

105, 65-5108, е=1ю5, (55), 
то получаемъ: 

СяЁдетые. Сумма логариемовь съ одинаковыми 

основан1ями равняется логариему съ тфмъ же 

основан1емъ и логарномируемымъ чнсломт, рав- 
нымЪъ произведен1ю яогариэзмируемыхъ чиселъ 

слагаемых. 

$ 320. Теорема. Логариомт частнаго равняется ло- 

гариему д лимаго безъ погариома д лителя. 

Утв. чик. =ю, 506, с. 

Док. Обозначизъ 102, Ъ буквою 2 и 108, с буквою у, мы изъ равенствь 

108, 5=2 

108, <= 
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на основаши опредфлешя лотариома нмЪемъ: 

Раздливъ эти равенства другь на 
друга, мы, но теор. УН, получаемъ: 

0": в-—В.а отоюда, по теорем 68, 
с 

ь 
2“*=-. Такь мы видимь, что 2—у есть 

[а 

показатель, указывающ, въ ко- 

торую степель нужно возвысить а, 
чтобы получить 6; но это можегь 

быть выражено и такъ: 

Подставивь въ послфдиее равенство. 

02, Ь выЪсто 2, 105, с вифето у, мы 

убфждаемся, что и въ самомъ дёль. 

ь 
о-в 5—2, с. 

Если написать [теор. У| дожазанное равенство такъ: 

0х, 5 1юв, с-=108, (6: 6), 

то получается: 

ПЕС Сяфдетье. Разность двухъ логариомовь въ оля 
— наковыми основан{ ями равняется логарнфму. съ 

тфмъ же оснораи1емъ и логариемируемымъ чис- 

ломъ, равнымъ частному отъ двлен1я логаряеми- 

руемаго числа уменьшаемаго наз логариомируе- 
мое число вычитаемаго. 

$ 321. Теорема. Логзрнемъ стенени равняется #о- 
тарнему ея основан1а, уиноженному на ея нока- 

зателя. 

Утв. 1юз, (^)=и 105, 5. 

Док. Обозначивъ 105, $ буквою =, мы изь равенства 

105, == 
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по. опредёлению логарием.имвемъ: 

а’=5. Если мы 06% части этого равенства 

возвысимь ВЪ и-ую степень, то 
{по теорем УП] получаемъ: 

(=, — а отсюда, но теорем® 94, 
4* =". — Такь мы видимь, что п воть по 

' казатель, указывающий, въ которую 

степень нужно возвыеить а, чтобы 
получить 5°; но это можегь быть 
выражено и такъ: 

То, Фит. 

Подставивъ въ это равенство 1ю5,Ь 

вмфсто 2, мы и получаемъ: 

1юв, (5")=п . 108, Ъ. 

Еели мы напишемъ [теор. У] доказанное равенство так’. 

п. 105, 5=ок, (#°), 

то получаемъ: 

‚  СяБдетв®. : Логарнемъ можно умножить на какое- 

либо число, нолениируя на него логариемируе- 
мое число. 

$ 322. Теорема. Лотариемъ корня равняется лога- 

ржому его подкоренной величины, дфленному на 
показателя этого корня. 

Н ъ 
Утв. 102, У 

ри : 
Док. 10, Уъ=ю, (;) [опредёл. 110}. 

а 
—- №05, В [теор. 187]. 

п" 

‚ев В . [еор. 58]. 
ъ 
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Нели вапцисать доказанное равенство такимъ образомъ [теор. У]: 

105, В ”- 
ва, 

то получается: 

СяБдетвье. Частное отъ дфлен1я логариема на 

какое-либо число равно лорариому корня, съ 
этимъ чноломъ въ качеств показателя, изъ чо0- 
тармемируемаго чиенла. 

8 328. Иримры аогарыомироваюн выражен (4) и дейст вадь 

хогарномами (Б). 

А. 1) 0» бще-юе, 5-08» а--105„ 5-06, с. 

3“ 

45с--@) 

=1ЮЕз 3-Н06з а—Поб» 4-Н106в 5-Нг» (с-+9)] 

=0еь 3-Н105» а- 102, 4—105, Р-106з (е-а). 

2) 1065 —=ЮЕз За— 1085 45-4) 

1 
3) о, =, 1-ЧюБ, @=0—105, а--108, В) == (08, а-Н10к, Ь). 

4) вы вер, 5—0, 7-40, а-Н108, 5--910%, с. 

. 
5) ювУ ва = м мвея ве Ев, 5-Е, ва). 

1 3 1 2 
— БЕ 2—0 1 105, 5—0» 3] 

1) 06 (92°) Чо» а. 06а в—=(06н а). 

3) Юр Юз [1009] юеи (10-* 105» 10) =ювь 0—*= 

— 208» 10=—х. 
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Б. 105 5+2 6, 04 ав ов о-в, 5-ю, або, 
. 

воУЪ 

35—° 
108, (26—‹)=05, 5 а Лор, (2—6) 105, 

1 
2) 4 08: 2-НЮвая 72-2 10213 81061: 18—3 1001: 4— Юр» 8— 101» 32 

= 105, : 24-1021: . 3*) Юла 8°-НЦов,, (2.3) 
В 

Совы? Ню» 6-НорыУ 38) =105ь [2% . 22.32. (23.2. 33] 

214 а 

—Зюв» (2.2.3. 2] 08, 10а (9°. 33) 10а» (28.3) 
28.3 

Ао» 123=3, 

$ 324. Теорема. Величниа логариома не изм $ нится, ааа 
есля и основан{е н лотариемируемое число воз —— 

высимъ въ одну н ту же стецень. 

Предп. п вещественное число, а и $ положительныя числа. 

Утв. 105, 108, = (1). 

Док. Обозначивъ 108, $ буквою 2, мы по опредфленно логариема 
изъ равенства 

Юе, 6=г. заключаемь, что 

4* =. Возвысивъ это равенство въ я-ую 

степень [теор. УН], мы получаемъ: 
(=, = а отсюда, по теоремВ 95: 

(а*) =". — Такь мы вндимь, что х веть нпо- 
казатель, указывающий, въ которую 
степень нужно возвысить 4”, чтобы 
получить $"; но эю можеть быть 
выражено и такъ: 

2—=Ю5,,(в”). 

Нодотавивъ въ это равенство 108, 6 
выБсто х. мы получаемъ: 

10в, 5—0. (5*). 

$ 325. Теорема: 12| 

10, 6. 108, с=1№6, с. 
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„Дек. По опредълейю логариема: 

в 

Лотариемируя это равенство по основанию а (теор. УЧИ), мы, во тео- 

рем 187, и нолучаемъ. 

102, Ь. 102, е=Ю8, с. 

05; 
Стёдетье: 105, тг 5 

ПримЪръ. 

Задача. Въ логариомическихь таблицахъ мы находииъ: 

105иб=0,69897 
1088 =0,47719. 

Найти 305, 5. 

Рэюшене. По только-ято пряведенному слфдетвйо 

$396. Теорема, Если въ логарнем $ зам Внимъ другъ 
другомъ основанте н логариемируемое число, то 

получится величина обратнзя этому ногариему. 

Утв. 105, Ь.. 106, а=1. 

(Си. опредвлеше 84). 

Док. 105: . 10, а-Лов, а [теор. 18%] 
=1 [шо теорем® 1 въ $ 314]. 

Прим чан! е. 

Доказаниое предхожен!е могло бы быть выражено также такимъ ра- 
венствомъ: 

1 

108, а 

Сафдетще. Сомножителя, если ошъ логаризиъ, 

иожно изъ дфлителя неренвети сомножитенсму 

10, = 
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вЪ дВнимое ин наоборотъ, если въ немъ при этомъ 
замфнить другъ другоиъ основан!е и логариоми- 
руемое число. 

Прим ръ 

` ат _@100, п. Юр а 
ь 105, 4 ь — 6108, т. 105, 4 

$827. Теорема. Отъ перестановки логариемируе- 
мыхь чисель между собою н основан1й между 

собою величина нроизведен1я логариомовъ не 
изи$ няется. 

Док. Сизчала докажемъ, что теорема справедлива для пронзведеня 

двухъ логариемовъ, при чемъ воспользуемся знакомъ д такъ какъ при- 

мфневе употребляющатося еще обыкновенно знака лотариома было бы 

здВеь очень неудобно: 

[теор. 181] 

[опреджл. 1998} 

(теор. 127] 

еор. 188} 

{теор. 4}. 

Доказавь такимъ образомъ справедливость теоремы для. произведетя 

двухь логариемовъ, не трудно, основываясь ид этой доказанной уже истни®, 

УбБдитЬся вЪ справедливости ея м дня произведеня произвольнато холи- 
чества логариемовъ. 

=. Де. е 
За 

ит. д. 
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” д. Аь 

2) 
д . 4 
[2 [А 

=. д . 

Дь и—. 

ТЕГ $ 328. Теорема. Частное логариемовъ двухъ чи- 

селъ по одному и тому же основан{ю не зависить 
отъ величины этого основан{я, т. е., это частное 
по величин своей остается однниъ и тфмъ же 
для всякаго основан! я. 

Уте, 10, т _ 05 т 

05, ® №08 п 

Док. Док. По теорем 133 

305, 
и = р. = ЮБ, т 

105 т 
я р, 8, ъ 

Сл№д., м вь самомь дВл®, 
по теор. УЬ 

105, т 108, в 
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$329. Теорема. Частное двухъ логариемовъ одного 

и того же числа не зависить отъ величины этого 
числа, т.е, это частное остается однимъ ин тфмЪ же 
для воякаго логариемируемаго числа. 

Тод. т _ 08, ® 

10% т 10% п 
Утв, 

Док. По теорем8 136 

10, п. ЮБ, п=ю8, п. 08, т. 

Равдёливъ это равенетво (теор. УП] на Ю&, т . 108, п, мыи получаемь: 

№, т №0, в 
10, т бп. 

$ 330. Погарнеомироване неравенствь. 

Теорема 1. При равныхь основаняхь ббльшихь 1 логариомъ бблышато 

положительнаго чиеле больше. 

Предп. «>ь 

е>1. 

Утв. 105, «>05, Ь. 

Док. (оть противнаго). 

Допустимъ, что 

108, «108, в 

в, а< в, 6. 

Тогда, возвысинъ с въ (юб, а)-ую и (108, 6)-ую сяепени, мы имфли бы 

при первомъ допущен, по теоремв УП, 

деж, 

то ееть 

6-5, 

Бирхомь, Рувоводотю ьяобры. 
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и ири второмъ допущен, по теорем 2 въ $ 130. 

де ам, 

то есть 

«<. 

Но то и друтое иротиворёчить предположеяйю. 

Слёдовательно, оба донущеня невозможны, а справедливо утверждене. 

Савдетые. При не изм $ ияющемся основан1и боль- 

шемъ 1 логарномъ положительнато числа изм $- 
няется въ томъ же смысл, въ которомъ иви$- 

няется это чиело. 

Теорема 2. Когда основан1е больше 1, то лога- 

риемы чиеелъ ббльшихъ 1 положительны, а ло- 
тариемы ноложнтельныхь чиселъь меньшихь 1 
отрицательны. 

„Док. По теорем 2 въ $ 314 

Юв, 1=0. 

По приведенному же только-что елдетв!ю логарйемъ всякаго чиеда, 

которое больше 1, долженъ быть больше 0, а логариемт, всякаго числа, 

которое меньше 1, долженъ быть меньше 0. А это, только другими сло- 
вами, и утверждается теоремою. 

Теорема 3. При равныхь оскованяхь менышихь 1 лотариемъ большато 
положительнато числа меньше. 

Предн. с«>ь 

<: 

Утв. 10, «Лор, ь 

„Док- (оть противваго). 

Допустимъ, что 

Зов, а=Юв, Ь 

Ни 

в, а > Е, 6. 
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Тогда, возвысивъ с въ (ов, ую и (1ю, 5}-ую степени, мы имфли бы 

при первомъ допущен и, по теорем УП, 

то есть 

я при второмъ допущен, по теорем 3 въ $ 130, 

< 

то есть 

«<ь. 

Но то и другое противор%зать предположению. 

Сл®довательно, оба допущеня невозможны, а справедливо утверждене. 

Сяфдетые. При не изм няющемся основан1и мень- 

шемъ 1 логариемъ положительнаго числа изы{- 
няется въ емыслф, противоеноложномь тому, въ 

хоторомъ изм В няется это число. 

Теорема 4. Когда основане меньше 1,то логариемы чисель большихь 1 
отринательны, а логариемы положительныхь чисель меныпихь 1 ноло- 
эжительны. 

„Док- Исходя изь равенства, 

108, 1=0, 

мы изъ приведеннато только-что слфдотв]я заключаемъ, что логариемъ 
всякаго числа, которое больше 1, долженъ быть меньше ©, а логариемъ 

всякаго числа, которое меньше 1, долженъ быть больше 0. А это въ дру- 

тихь выражешахь и утверждается теоремою. 

Теорема 5. Изъ двухь логариемовъ одного и того же числа болываго 1 

тоть меньше, у котораго основаше больше. 

Преди. «>Ъ 

в>1 

Утв. 105, с ЗМ, с 
8" 
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Док. (оть противнаго}. 

Преднославъ, что чо опредфленю лотариома 

а ® У ь 

донустимъ, что 

ю, ев, © 

или 

108, с > Юв, с- 

Тотда при извлечени корня (№5, с}-0й стевеви изъ нервой части ‘иря- 

веденнато выше равенства и корня (10, с)-0й степени изъ второй его части. 

мы получили бы, въ случа$ перваго допущешя по теорем УП, 

Чаво 5 

Узы. — Умтье, 

то есть 

=, 

и, въ случа® второго докущеня по теорем 2 въ $ 913, 

«<ь. 

Но вВдь нредположено, что 

>. 

Схвдовательно, оба допущеншя невозможны, а справедливо утверждеше. 

Схбдетые. При ве взыбняющемоя логариемируемомь числ® боль: 
шемъ 1 логарномь узыбнается въ смысшь, противоноложномь тому, вт’ ко- 
торомъ измфияется основан, 

Прим чан! е. МШока увеличивающееся основаяе мевыше 1, 20- 

тариемы уменьиаютея, будузи отрицательными, котла же. оно станегь 

больше 1, логариемы уменьшаютоя, будучи положительными. 

"Теорема 6. Изь лвухь ногариомовъ одного и того же положительнаго 

числа меньшаго 1 тоть больше, у котораго основаше больше. 

Док. Эта теорема доказывается такъ же. какь и предыдущая, во 

только съ иримфнещемъ теоремы 3 въ $ 273. 
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Слфдетв!е. При не измняющемся положительномь логариемируемовъ 

чнель меньшемъ 1 логариемъ измняется въ томъоже смысл, въ которомъ 

измфняется осповане. 

Прим чан} е. Пока увеличивающееся основане меныше 1, ло- 

тариемы раетуть, будучи положительными, когда же.оно етанеть больше 1, 
логариемы растуть, будучи отрицательными. 

Уйражневе. 

Найти и доказать теоремы о неравенств логарнемовъ при неравныхь 

основащахь и неравных логариомируемыхь числахь. 

$ 831. Предбльных значеня логариомовъ. 

Теоремы 1. При сенованаи большемъ 1 логариемъ 
0 равенъ — со: 

Предп. «> 1. 

Утв. 05, 0== — оо; 

Док. Если мы булемъ при условн, названномъ въ предноложеюи, 
разсматривать въ 108, Ь уменьшеве 5; начиная съ 5—1, то 1юй,Ъ будеть, 
начиная оть ©, уменьшаться [слфдетые изъ теоремы 1 въ $ 330}. М если 

мы, считаясь съ тфмъ, что разсматриваемый логариомъ при упомянутыхь 
условяжь остается отрицательнымъ, назовемь ето —, то должно быть 

ли 

1 : 
Ио лоложительлая дробь —„ только при безхраничиомъ унеличени х р. 1 

можеть стать меньше воякаго заданиего положительнато числа (теор. 1 въ 
$ 274). что можеть быть выражено также равенством 

— о 
Чт 

Сльдовательно, 05,5 при праближенши Ь мъ 0, оотаваясь отрицатель- 

нымь, можеть отать по абсолютной своей величинф больше воякато задан- 

наго числа. А это и принято выражать такъ: 

198, 6=--99. 
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Теорема 2. При освован{и большемъ 1 логариомъ 

- а равяяется +02. 

Преди. «> 1. 

Утв. 10, со=- оо. 

Док. Коли мы при услови, названиомь въ предположени, будемь 

разсматривать въ 105,6 увеличене $, начиная еъ $=1, то 1юд.Ь будеть, 

начиная оть 0, увеличиваться (слёдозв!е изъ теоремы 1 въ $ 330]. И если 

мы назовемь его х, то должно быть 

"5. 

Но при а>1 степень д” тонько при безграничномъ увеличени х мо- 

жеть стать больше всякаго заданнаго положительнаго числа (теор. 1 въ 
$ 274], что можеть быть выражено также равенствемъ, 

Олфдовательно, юх, $ при безграничномь возрастави $ можеть стать 

больше веякаго заланнаго числа. А это и ирниято выражать такъ: 

0в.0—-Ноо. 

Совершенно такъ же, какъ послЪдиёя двЪ теоремы, но только еъ свыл- 

кою на схств!е изъ теоремы 3 въ $ 330 и на теорему 2 въ $ 274, доказываются 

слвдуюния два предложеня: 

Теорема 3. При основан меньшемь 1 логариемь © равевъь 100. 

Теорема 4. При основав и меньшемъ 1 логариемь оо равняется —©о. 

$ 332. Еще виды веопредВженностей. Такъ какъ всякая стемень # рав- 
няется 1, то 102,1 можеть означать всякое число, и потому это выражене 

должно предетавлять одинъ изъ видовь пвопредфтенноетей., По теоремЪ, 

доказанной въ 8 815, 

Тоба» “2. 

т 
При ж-=н==0 степеня д" и а* превращаются каждая въ’ 1, а частное — 

ъ 
9 

принямаеть видь 5. 
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Тавъ и при этомъ оез®щени вопроса подтверждается то, что сказано 
было выше о выражени 10. 1. 

Если в> 1, то, но теорем 1 въ 6 274, иа* и а" превращаются въ оо. 
а если а<1, то 06% эти степени при безконечио большихъ значешяхь пока- 

зателей, по теорем 8 въ томъ же параграф®, превращаются въ 0, частное же 
ъ 
— въ обоихь случаяхь принимаетъ видъ >. Слфдовательно, (см. 8 118), 
в 
и выражен 108,00 и 108, © предетавляють виды неопредёленноетей. 

Легко убфниться также, что 

пои (=. 
п 

При безконечно болышихь значеняхь буквъ т и п правая часть этого 

со 
равенства превращается въ —› а лЪвая въ 105 „0 или 102.09, вмотря по 

тому, будеть ли а больше 1 или меньше 1. Сл®довательно, и выраженя 

108 › 0 и 106. принадлежать къ числу символовъ, овначающихь неопред®- 
‚ленность. 

Такъ мы познакомились ее со сл$дующими видами неопредленностей: 

105: 1, №5 0, 105, со, №5, ®, №60. 

ГЛАВА ХХУШН. 

Логариемическя системы. 

Десятичные логариемы. 

$ 333. Необходимость въ логариомичеекихь таблицахъ. Изъь даннаго 

нами въ 6 817 прямфра видно, какъ сложно вычислене нрибляженнаго 
значетя  прратональнаго логариема нри ирнифнеШин олементарныхь 

премовь. Но и упомянутые тамъ снособы болфе удобнахо вычиелейя 

такого зпаченя ведуть къ лёли вое-таки еще сравнительно нескоро. 

Ноэтому существують вычисленныя съ большею или менылею степенью 

чочноети таблицы логариемовъ, которыми и пользуются, когда бываюгь 

вужны логариемы чиселъ. Составлеше такого рода таблить принесло ири- 

томъ огромную пользу потому, что сдЪлало возможнымъ прям неще теоремъ 

© лотариемировани выражеей для облегченя многихь вычислевй, кото- 

ры бы безъ этого вепомотательнаго средства были бы чрезвычайно сложны. 
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Изъ содержашя 8 189 и 207 можно заключить, сколько бы, налр., труда 
и 

стоило вычислене Уз съ точностью даже только до 0,001. Но распояатая 

таблицами логариемовъ, вычисленными, изпр., для основан1я 10, мы, поль- 

зуясь тооремою 189, получаемъ 

[2 
106,75 — - Ю8ь 5, 

в . 
ел довалельнонаходимъ логариомъ У:, дъля 06» 5 на 17. А найдя 109% 

мы въ тЕь же таблицахь находимь по этому логариому число равное У5 
СЫ 

или, выражаясь точиЪе, приближеняое значене ирращональнато числа Уз 

съ тою стецерью точности, которая достигается примфненными таближами. 

$ 384. Системы логариемовъ. Самымъ удобныкъ основанемъ для вы- 

численёя лотариомовъ оказывается нфкоторое иррашональное число, 060- 

значаемое обыкновенно буквою е и равное 2, 71828182846... Самывть ке удоб- 

нымъ осяовашемь логарнемовъ при яримнени логаривмичеснихь зпаблиць 
оказывается число 19. 

Фнредлене. Логариемы нофхъ збеолютныхьъ чи- 

селъ по одному итиму же осиовантю составляють 
сиетему логарнемовъ. 

Система лотарнемовъ, ямфющая осковантемъ число е, называется 

натуральною, система же, имВющая освованемь число 10,— де- 

саятичною. Иатуральные лотариемы называются также Неперо- 
выии *), десятичные также Вригговыми*) или обыкно- 

венными. Основан! послёднихь обыкновенно не пишется; такь, 

ЮЕТ означаеть 105 Т, Дз овначаеть Дэ. 
7 16 

Для патуральныхь лотариемовь прииЪняются обыкновенно анаки 

Зо (первыя буквы словь ПюслеЙНшиз пабига!!8) иля $ или Г; такъ, 
выБсто 108,2 пишуть или 1обпаф р или 12, нли Г, г **). 

=) Джонь Неперь въ 1614 году опубликоваль первыя ‘свом заблицы, вы- 
числеввыя для оонованя, мало отличающегося отъ в. Имь же веещено слово лога-. 
рнемь ПорвтИВнтие). Его другь Генри Вриггаъ (позому десатичиые погариемы 
было бы правильнь® называть Бриггзовыин) открыл» поенмуциютва деслтичныхть 
логариемовъ, и вычисленныя имъ таблицы логарномовь для основаша #0 на- 
печатаны были въ 1617 и въ 1624 годахь. 

*-) Первый изъ отихъ знаковь очень длинень и потому неудобенъ, побаъд- 
ве же два могутъь быть приняты за множителей. Самое удобное изъ существую- 

зиихь обозначешй, исключающее притомъ’ возуожшость какихь бы то нн быль 
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$ 385. Нричина преимутдоствь десятичиыхь логариоморъ. Кань летко 

будеть заключить изъ вофхь слЬдующихь ниже разсужденй, прнизнене 

десятичныхь логариемовъ представляеть особыя удобства потому, что наша 
система счисленя десятичная. Если бы основащемь ея было не число 10, 

= какое-либо друтое; напримВръ 13, то тВми же преимуществами обла- 

дала бы система лотариомовъ по основано 12. Логариемируя выражете 
в. 10° по основанёю 10, мы получаем: 

108 (в . 10") юр а-Нов (10”) 

10 ав № 10 =105 ая. 

Равенетвомт 

105 (@-10”=п- №5 в 

объясняются вс$ удобетва десятичныхь лота: 

риемовъ. - 

Изь пихь на одно укажемь въ этомъ параграф. 

Если а—1, то выражеше а. 10” будеть означать нфлое число, изобра- 

жаемое цыфрою 1`И »® нулями поел нея, выражен!е же п ®Юб а превра- 
тится вь п, Такъ оказывается, что въ нриведенномъ выше равенотв® заклю- 
чаетея бслФдующее предложение: 

Теорема. Десятичный логариеомъ числа, изобра- 

жаенато еднницею съ нулями, эеть и ое: чибло, 
зыражаю щее количество этихь ‚нудей. 

$ 836. Мантисеа и характеристика. Если а означаеть нЗкоторое 

швлое число или лесятичную дробь, то формулою а . 10" выражается лере- 
несее въ а запятой: положительнымь показателемь и указывается, на 

сколько цыфръ она переносится вправо, отрицательнымь— на сколько 
цыфрь влёво. Въ силу этого равенство 

088 п-ова 

говорить, что при нереневеши въ числ запятой вираво жли влЪфво деся- 

2 
недоразумений, воть 42. - Это удобетво можно было бы еще увеличить, введя 

для ‘обозначения нотуральныхь логарномовъ знакь &— . Сравнивая для при“ 
фрез 

Ура начертание 8 РЕ" съ обычнымь ФЕ, (4-82-29), нельзя не приёвать 
пренмуществъ предлагаемаго знака. 
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тичный лотариемь этого числа увеличивается илн уменьшается ва цфлое 
число, что, сябдовательно, въ логарием® цыфры поет запятой остаются 

при этомъ вее одн® и тЁ же. 

Опредфлене, Въ логариемв, выразженномъ дееятичною дробью, ифлее 
число передъ запятою называется характеристикою, пыфры же 
посл запятой — мантиссою. 

Изъ изложенваго выше сл®дуеть, что, нзир., логаривмы чисель 

4725; 47.25; 0,004725: 4725000 

должны имВть одну и ту же мантиесу и отличаются другь оть друга только 
харантеристикою. 

Что же касается послдней, то епособъ опредЪленя ея мы находимъ 

еявдующимь образовъ: 

Такъ какъ 

1051=0 п ЮЕ 10=1. 

то по теорем® 1 въ $ 830 логариемы вофхь чисель, которыя больше 1 и 

меньше 10, больше 0 и меньше 1, друтими сховами, характеристика лога- 

риемовъ вефхь однознаяныхь пфлыхь чисель и десятичныхь дробей, у ко- 
торыхь цЪлая чаеть однозначное чиёло, есть ©. 

Такимь же образомъ мы изъ равенетвъ 

308 10=1 и 105 100=9 

заключаемъ, что характеристика логариемовъ вофхьъ двузначныхь цвлыхъ 
чивель и вофхъ десятичныхь дробей, у которыхь цълая чаеть двузмачиое 
чиело, есть 1. 

Равныиъ образомъ изъ равенствъ 

Ю5 100=2 и 05 1000=3 

слфдуезь, что характеристика логариомовь вебхь чисель, у. ибторыхь пф- 
лая часть трехзначиое число, ость 2, 

ит. д: 

Продолжая разсуждать лажь же, мы. маходимь, что характеристика 

лотариома числа, у которага до занятой стоить ифлое Число объ п цыфрахь, 
есть в—1. А это другими еловамя можеть быть выражено такъ; 
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Прави 1. Характеристика десятичнаго лога- 

риома числа на 1 меньше количества пыфръ въ 
5®лой частя этого числа. 

Налр., 

105 481,4—2,68251 
105 250000 =5,39794 
108 7,45 =0,87216. 

Если у числа, у котораго цфлая часть однозначная, перенесемъ запя- 
тую на 1 цыфру влфво, то получится десятичная дробь, у которой первая 

цыфра поел запятой будеть значашая, передь запятою же будеть стоять 

цыфра 0. Если же запятую перенесемъ влЪво на 2, 3, 4 ит. д. цыфры, то 

въ получающейся при этомъ правильной десятичной дроби первая значащая 
цыфра носл» занятой будеть соотвЪтотвенио вторая, третья, четвертал ит. д. 

Но мы уже видфли, ато при перенесен{и въ числ запятой влЪво на нЪкото- 

фрое число знаковъ логариемъ числа уменьшается на такое же чнело цълыхъ, 
и что характеристика логариема числа, у котораго цфлая часть однознач- 
ная, есть 0. Изь этого мы заключаемь, что характеристика лотариемовъ 
зисель, которыя меньше 1, должна быль онред®ляема олдующимъ образомъ: 

Правило 2. Характеристика десятичнаго лога- 
риеома правильной десятичной дроби отрица- 

тельна и равна по абсолютной величин коли- 

честву вулей передь первой значащей цыфрой 

{читая въ томъ числ и нуль передъ занятою). 

Такъ, вапр., 

105 6,7=0,84510—1 

Дов, 0,000878=6,57749—4. 

И отрицательную характеристику принято писать передь залятою; 
но дня того, чтобы отличить, что только характеристика отрицательна, 
минтисса же положительна, знакъ — пишуть надъ характеристикою. Такъ 
пряведенные выше два лотариема пишутся такимъ образомъ: 

10 0,7=1.84610 
105 9,000378—4.57749. 

$ 337. Выводы. Изъ разсужденй въ предыдущемь пафатрафВ выте- 
кають слфдующёя важныя слфдетвЁя: 

1) Вь таблицахь десятичныхь логариемовъ ифть вадобности номЪ- 

шать характеристик; слёдовательно, достаточно. чтобы ими давались 

«ди мантиссы. 
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2) Въ таблицахь десятичныхь логариемовъ можно будеть‘найти лога- 

риемь не только каждаго ифлахо числа, но и. веякой десятичной дроби, 

если ими будуть даны мантиссы логариемовъ натуральнато ряда чиеель. 

Эти начала положены въ основу при устройств вовхъ таблийъ 

десятичиыхь логаризмовъ. 

$ 838. Объ уетройствЪ хегариемичеекнхь таблинъ. Напечатанныя въ 

начал ХУП столбгя логариемичееня таблицы Бритгва были 14-значныя, 

1 
т. е. содержали лотарномы, вычисленные сь точностью 10 — и пон’ 0 ВЪ 

нихь быль пробЪлъ, который былъ внослдоть?и заполненъ десятизначными 

потариемами. Изданный въ 1794: году «Гвезатгив ФюрагИнтогити» Веки (Уеса) 

бодержить десятизначные логариемы и ром того таблицы Вольфрама 48- 
значныхь ватуральныхь логарнемовъ. ЗатЪмъ вычнелялись и печатались 

7-ми, 6-ми, 5-те ин 4-хзначвыя таблицы. Чёмъ точифе таблицами даются 

лотариемы,тфмъ таблицы объемистфе и тВмь неудобнфе ими пользоваться. 

Потому, выбирая для унотреблен1я таблицы, соображаются съ т®мъ, до какой 

степени точности доводить вычислешя есть разумный смысль: Въ прак- 
тическихь и сстественно-научныхь вопросахь степень точности вычис- 
лей, между прочимь, должна соотвтетвовать точиости тфхь изи- 

рительныхь приборовъ, при помощи которыхь добыты дачных для нычи- 
слей. Нать, нанр., смысла вычислять по измфрениому объему шара его 
радлтуеъ еь точностью до 0,0001 сантимегра, если при опредфлени этого 

объема могла произойти ошибка зъ нфеколько кубйческихь сантиметровъ. 

Во вобхь болфе или менфе извВотныхь логариемическихь таблицах 

объясняется во введен, какъ ими пользоваться. Въ частности же таблицы 

десятичныхь логариемовь въ общемЕе устроены такъ: 

На первой или на первыхъ страницахь графы съ затоловкомъь М или 

№ (пощегав=чнсхо) содержать катуральный рядь чисель оть 1 до 100 

(въ пятизначныхь таблицахь} или оть 1 до 1000 (въ шести- н семязначиыхь), 

а рядомъ съ этими чнелами въ трафахь съ заголовкомъ 105 мантиесы лега- 
риемовъ этихъ чиселъ. 

Но ати сграпицы могли бы и отсутствовать, такъ кавъ всё содержанияся 

здёеь мантиссы потомъ вегрфчаются въ таблицахь ввовь, ибо канъ разъяо- 
нено было въ $ 336, маитиссы логарнемовъ чиселъ 3, 30, 300, 2000 однё и 
18 же, раввымь образомъ мантиесы лотариемовь чисель 7, 470. м #700. 
или чисель 568 и 5680 и т. д. 

‘На странищахь, сеёдующихь за этнми, первых тригжди оду тОтеИНо 
зотыре ныфры чисезь помбщаются въ крайней аФвой хродй аъ загоховкомь 
№ ила Мот, четвертая же или соотвфтетвенно интая дыра икь надинсана 
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въ вид» заголовка надь слфдующими ‘десятью графами, въ которыхь и по- 

ыфщаются мантиссы лохаряемовъ чисель, выражаемыхь воБми четырьмя 
или соотвфтетвенно нятью цыфрами. Но ради сбереженя мфета не вов 

цыфры мантиссы печатаютея въ графахъ: первыя двъ или три обпуя всфмъ 
нантиссамь въ двухь, трехь и т. д. строкахь помщаются только одинъ разъ 
въ граф 0, а затВыь въ этой графЪ и вездЪ въ остальвыхь только слЪдующя 
за ними цыфры мантиссы. Гдф встрфчаются строка, содержащея первыя 

ныфры числа, и вертикальная графа, озаглавленная послфднею пыфрою его, 

тамъ опиеаннымт способомъ и изображена мантисса логариема этото числа. 

Когда же слфдуюния по порядку новыя первыя цыфры мантиссы не 

приходятся на крафу, озаглавленную цыфрою 0, то посл$де]я цыфры этой 

мантиссы снабжаютея слЪва звЪздочкою, первыя же помфщаются строкою 

ниже той, вь которой бы имъ надлежало стоять. Такимъ образомь таках 

звЪздочка означаеть, что первыя цыфры мантиесы стоять строкою ниже 

той, которая содержить послфдя ея пыфры, снабженныя такнмъ отличи- 

тельнымъ знаномъ. 

Въ нЪкоторыхь болфе точныхь таблидахь указывается еще, выра- 

жають ли даваемыя ими мантиссы приближенныя значення логариемовъ 
съ недостаткомъ или съ избыткомтъ: въ послфднекь случа» поелдння цыфра 
мантиссы снабжается горизонтальною черточкою подъ нею. Такь, напр., 

снабжен е мантиссы 8415472, соотр®тствующей числу 6943, такимъ зпа- 

комь имфеть тоть смыеслъ, что при вычислен я ея получилась седьмою 
цыфрою 1 и восьмою цыфра не меньшая, чВмь 5, и что по этой при- 

чин седьмая цыфра мантиссы повышена ва 1. 

$ 339. Интерполирован. Нри помоши нфкоторыхь очень легкихь 
вычнелен!й можно изъ дятизначныхь таблиць найти также логариемы пяги- 

значиыхь чисель, а наъ 6-ти и Т-значныхь также логариемы 6-ти и 7-внач- 

ныхь чноелъ. Какъ производить тая вычислешя, это можеть быть выяенено 

такимъ развуждешемь. 

Сравнивая въ логариемическихь таблидажь между собою нФеколько 

сладующихь одна посл другой мантиссь, мы замЪтимъ, что послдова- 

тельныя прирашеншя ихъ почти раввы. Такъ изь любой изъ пнятизначиыхь 
заблиць мы можемъ убедиться, что мантаесы для чисеть оть 2168 до 2181 
увеличиваются всяюй разь на 20, котда число увеличивается ка 1, 910 
при увеличен и числа съ 2183 до 2182 мантисса увеличивается па 19, а зат м5 

опять нЪеколько разъ ма 20; и что прекращается разность 20 между ближай- 

завми мантиесами только, ‘начиная съ чнола 2991. 

Почему это такъ должно быть, это видно изь олвдующагот 

Пусть будуть п, п--1, я--2 три посхфдовательныя чиеку въ табжяцв. 

Тамъ мы ваходимь ихь логариомы: №8 п, 105 (п--1) и №8 (*-+8): Чиохо два. 
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раза увеличивается па 1, соотвфтетвующия же приратен!я лотариемовь 

выразятея формулами: 105 (и--1)-—105 в и 108 (и--2)105 (п --1). Но эти 

в я--2 
разности, по теорем» 196, равны первая ю—„> вторая т Чтобы 

сравкить ихь другь съ другомъ, можно ихь вычесть одну изъ другой, и въ 

такомъ случав мы, по той же теорем®, получимъ: 

= = 
КК ай ив) — 96 заая 

п-т 

15 ыы + зы) +5 ыы 

Но такь какъ 

в 2 т--1 -- (и эеаа-1 
=юв ( : = = = 

я(--2) >> =, 

1 В 

ера < 

ивр + що ки (+ =) 

Такъ оказывается, что приращенно числа два рава ка 1 соотвЪтехвують 
два приращения погаряемовъ, отличаюнщуяся друть оть друга менфе чВмъ 

ча 105 (+ + =) т.е., меньше, папр., ч&мъ па 108 1,000005, если п=1000, 

и еще на меньше, если и>>1000. Изъ семизпачныхь 25 таблиць мы каходнмъ, 

что 105, 1,000001-=0,0000004. А эта величина слишкомъ въ 95 разъ меньше 
той дроби, ©ъ точиостью до которой даются логариомы нятизкачными та- 
блицами. А поэтому мы и можемъ, не д®лая сколько-нибудь чувствительной 

погрдтности, считать, что при послфдовательныхь увеляченяхь чегырех- 
значныхь, а тбмъ болфе пятизначныхь чисель, всяюй разь кд 1, мантиевы 

логариомовъ этихьъ чнеелъ увеличиваются всявЁй разъ кд одну и ту зе ве- 
знчину. 

Друтими словами, мы допустимь очезъ незначительную потрёвиность, 
если будемъ считать приращеня майтиссь пропоршональными прираше- 
ныямъ четыреханачныхь и патизвачныхь чисель вь предфаахь иримврао 
одвого десятка. 

изя пронорщюнальноеть въ предфлахь одыюй или иЪсколькихь сотейъ 
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приращенямь пюстизначныхь и семизначиыхь чиеель приращенй ихъ. 

нестизначныхь и семизначныхь логариемовъ. 

Если бы приращене числа веявй разь составляло &, а не 1, то два 

такихь приращеня дали бы намъ числа п--ф и я--2%, а соотвфтетвенныя 

= пе 
приравшевя логариемовт ихъ были бы 105 —— и №; . 

Разность же поелфднихь приращен1й была бы 

п Е (=. п--2 _ (и _ па-- ат --йе _ ь и 
ее п В щичнак) о рый 

105 ( + д) 

Ь 
что меньше, чумь 08 2-0 ] А такь какъ значеше послЪдняго выраже- 

нфя тЪмъ меньше отличается отъ 0, чБмъ меньше # въ сравнен1и съ п, то мы 

результать пашихъ разсужден можемъ формулировать такъ: 

Считая приращен!я логариемовъ чиселъ про- 
порх1ональнымы приращен!ямъ этихъ чиселъ, 
мы длаемъь т%зиъ меньшую ошибку, чЁмъ мень 

шую часть этихъ чисель составияютъ прира- 
щентя ихъ. 

Если, напр., чиело увеличится съ 1000000 до 1000100 и зат$мъ еще до 

1000200, то ириращев1я оба раза составять не белфе 0,0001 чнела, слдо- 

зательно, соотвЁтетвенныя приращеня лотариемовь этихъ чисель будуть 

отличаться другь оть друга мене, чЁмъ на ю& 1,00000001, то есть, менфе 

ч®мъ на 0,000000004, какъ въ этомъ можно убфдиться изь большихь таблипь. 

На сказанной пропорщональноети и основываются упомянутыя въ 
начал$ этото паратрафа вычиеленя. Мы при помощи ихъ находамъ лога- 

риемы чисель, находящихся между тЗми, ддя которыхь даны въ таблинахь 
логариемы непосредственно. Такой иремъ называется интериолиро- 
ван! емъ; и очень простое вынолненше его мы и покажемъ ва примр®. 

$ 840. Примбры интерпонироваяйл. 

1) Пятизначиыми таблинемн даются логариемы чисель, выражаемыхь 

не боле, чёмъ четырьмя ныфрами. Если же требуется отыскать логариемь- 

пятизначиато числа, напр. 28,726, то мы его находимъ, разсуждая олую- 

вимъ образомъ: 
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Вь таблицф имфются мантиссы логариемовъ чисель 2872 и 2873; ов 

же будуть мантиссами и для чиселъ 28720 и 281780, между которыми заклю- 

чено число 28728. Мы выписываемъ изъ таблицы логариемы этихъ чиселъ. 

8 затЪмъь чрезь вычитание находимъь приращенёя чисель и логариемовъ: 

108 28720 —4,45818 

105 28730 —=4,45834 

(увеличене числа) 10 16 (увеличене мантиссы). 

Приращенно числа на 10 соотвётствуеть приращен!е маятиссы на 16, 

: 16 
елфдовательно, при приращени числа на 1 мантисса увеличилась бы на, У ; 

а при увеличен1и числа съ 98720 до 28726, т.е. при приралневи его на 6, 

16 
мантисса должна увеличиться на 

ОлФдовательно, 

105 28726—4,458216. 

Въ этомъ логариомВ характеристика 4 соотвЪтствуеть цёлому чнелу 

28726, числу же 28,126, по правилу 1 въ $ 386, соотвЪтетвуеть характе- 
ристика 1, такъ что способомъ интериолироватя мы нанити: 

105 28,726 —1.458876. 

2) Семизначными таблицами непосредственно даются логариемы чи- 

сель, выражаемыхь не боле, чёмъ пятью цыфрами. Для того же, чтобы 

найти логариемъ какого-либо семивначнато числа, нанр., 6486,794, мы 

поступаемь такимъ образомъ: 

Мы выписываемь изъ таблицы и находимъ: 

ЛЕ 6486700=6,8120288 
105 6486800—6,8120305 

{увеличеше числа) 100. 67 (увеличене мавтиссы); 

а зат®мь равсуждаемь такъ: 

Нри увехичени чнола на 100 мантиеса увеличивается 2 57, охвлова- 

тельно, приращеню его нд 1 соотьвтетвуеть приращене маненосы на. я а: 

ириращению его на 94 увеличен!е мантиссы ав ‚98, вивето что 

её узеличивають на мало оть 62,38 отличажниреся число 88, такъ кокь 
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вфдь и таблицами даются и чрезь интерполироваше вычисляются только 
приближенныя значеня логариемовъ, при чемъь въ случаЪ примВненя 

вемизначиыхь таблищь степень точиости доходить только до 0,0000001. 

Тавъ мы находимъ: 

105 6486, 794—3, 8120301. 

$ 341. Отыскаще числа но данному логариему его. Разностн между 

мантиссами, слФдующими въ логариомическихь таблицахь друтгь за другомъ, 
сравнительно велики и потому очень рфдко случается, что въ таблицахь 
ветрчается та именно мантисса, которую иметь данный логариемъ. 
Поотому при отыскави числа по давному лохариему его почти всегда при- 
ходится ннтерцолировать, пользуясь разъяененною въ $ 339 истиною, что 
ири указанныхь тамъ условяхъ приращеня чивель и прирашщеня лога- 
риемовъ ихь могуть считаться пропорщональными другь друту. 

Если, капр., требуется отыскать чнело 2, котораго логариемъ разенъ 

2,88428, то мы его можемъ найти слфдующимь образомъ: 

Вь таблиць мы находимъ мантиссы 83493 и 83429, между которыми 

заключена мантиеса данвато логариема: 

мантиссь 88423 соотвтствуеть число 68270 

‹ 83428 < < 68280 

{узеличеще мантиесы) $ 30 (увеличете 

числа). 

Приращеню мантиссы на 6 соотвфтотвуеть увеличене числа на 10; 

слфдовательно, при ириращени мантиесы на 1 чнело увеличилось бы ма 
10 : 
* При увеличен и же мантиссы съ 83423 до мантнесы 83428 даннато лога- 

0.5 50 
риома, т. е. на 5, число должно величии ава... закъ что 

мАвтисс$ даннаго лотариема соотв тотвуеть чиело 68278,3, а искомое число 

2=0,0682788, 

тавь хавь у даннато лотарнема характериетика—2. 

Изъ раземотрЬнваго примфра мы видимъ, что при отыскани числа 

но данному лотариему его интерполироваше должно производить, разсу- 
эвдая совершенно танъ же, накьн въ тёхъ случаяхь, когда при отысванйи 

лотаряема для даннаго чнела нужно интернолировать. Поэтому мы сче- 

Зарховъ. Руповодетво загтбры. м 
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таемь излишнимъ приводить здЗсь примфры отыскавя посредотвомъ ин- 

тёрполировавя чиела по данному логариему его при примфневи таблиць 

боле точныхь, чВмъ пятизначныя. 

$ 342. Нропорщональныя чзети. Произведенныя намя при интернолн- 

ровани умножевя можно найти готовыми въ имфющихея обыкновенно 

зъ логариомическихь таблицахь вопомотательныхь табличкахь, помфщае- 

мыхь на краяхь страниць, содержащихь мантиссы, и озаглавленныхь Р.Р., 
что означаеть «раз ргорогМова!ез, то есть, «пропорюнальныя части». 
Эти таблички дёлають излишними и двлевя, которыя мы производили при 

интерполировани. 

Покажемь примнен{е этихь табличекъ на отыскан при помощи ихь 
нЪсколькихь логариомовъ, начавъ св тБхь, которые нАЙдены были нами 

въ $ 340, а затЪмъ и на отыскани числа по данному логариему его. 

1) На той же страниц, на которой помфиены мантиссеы для чнсель 
2872 и 2873, мы находимъ табличку, озаглавиенную числомъ 16, равным 

разности этихь мантисеъ. Такую разность называють чтабличною 

разность н» и обыкновенно обозначають буквою 4 (@Негевыа -=раз- 
ность). Въ упомннутой табличиь ноказана для патой ныфры 6 та именно 

поправка 9,6, которую мы вычиехиля вь названномъ нараграфВ. Приба- 

влеше этой поправки можеть быть расположено слёдующимь образомъ, 

если оно не дёлается въ ум$: 

Число 'Маитисса 

2878....- 45818 4=16 

5 96 

105 28,796 = 1.458276 

2) На той же страниц, на которой помфщены въ семизначиыхь 1&- 

блицахь мантиссы для чисель 64867 и 64868, мы находимъ табличку, 03а 

тлавленную числомъ 67, равнымъ разности этихъ мантиесъ. 

Вь этой табличкЪ полазаны въ етронахь 9 и 4 произведешя 
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Ноэтому доетаточио произвести слфдующее сложеше: 

67 
90. =603 

100 
67 

100 
+ +. 2,68 

чтобы получить произведен!е 94. ва, 

то есть какъ разъ ту поправку, которую мы вычислили на стр. 368 въ 
$ 340. Но удобиве такую поправку не вычислять отдьльно, а еразу ириба- 

влять кь находимой въ логариемической таблиц мантисо% всф попразки, 

находимыя при носредствф таблички Р.Р. для 6-й, 7-Й ит. д. цыфрь даннаго 

числа. Такое дёйстве можегь быть расположено слфдующимь образомъ: 

Число Мантиеса 

64867.. ... 8120288 4—67 

9 603 

— 4 268 

106 6486,794 — 3.8120801. 

Послёдиее число нами написано выфото 3,812030098 по причив%, ука- 

занной въ $ 340. 

3) Сповобомъ, укаваннымъ въ этомь параграф, мы логариомъ чиела 

$,015186а находимъ изъ пятизначныхъ таблиць такимъ образомъ: 

Число Мантиеса 

1518... ... 1817 4529 
6 174 

а 58 
155 0,0151882 -= 819145 

Шюслднее число нами написано выето 2,1814498, такь какъ логариемъ 

этоть опредфлень при помощи пятизначиыхь таблиць и поэтому въ немъ 
знестая и седьмая цыфра посл запятой ив могуть считаться вЪрными, & 
могуть намь служить только ‘указатемъ тото, что приближенное съ избыт- 

комъ значеше логариема 2,18145 ближе къ истинному значенно его, чёмъ 

приближенное 6ъ недостаткомь значене ето 8.18144. 

Прям чаще. 

ЗамЪтимъ туть кстати, что иногда есть емысль удерживать нолучаю- 

щшуюся при интерполировани 8-ю цыфру въ случа прим неня 7-значиыхь 

логариемическихь таблипь и 6-ю въ случа ирииЗнентя 5-значныхь табляль 

и подобно этому одну лишеюю цыфру и при ирвмёненя друтихь таблиць. 

24 
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Еели, напр., н%еколько логариомовъ, найденныхь посредствомъ ивтерио- 

лирован!я, нужно сложить и оли случайно окажутся или вс приближенными 

зваченями съ недостаткомъ или веф приближенными зкачении съ избыт- 

комъ, то, оставивъ въ погариемахь только такое же количество цыфръ 

поелЪ запятой, какое дается логариемическими таблицами, и произведя 

названное дЪйотв!е, мы нолучимь погршноеть, которая можеть превысить 

одну едняицу поелфдняго {низшато) разряда уже при трехь слагаемых 

и можеть составить очень значительную ошибку, евли такихь слатаемыхь 
будеть больше. Потому въ тёхъ случаяхь, когда надъ отысканными лога- 

риемами предетоить еще производнть дЬйствя, лучше удерживать такую 
линию цыфру, если эта цыфра 3, 4 или 5, и не отбрасывать ея, польшиая. 

зато но обычаю предыдущую цыфру на 1. если эта цыфра 5, 6 или 7. Если. 

эта пыфра во миотихь случаяхь сама по себЪ и будеть неправильною, то 

удержаше ея все-таки поможеть уменышить ногршнооть. 

$ 343. ИримВнен!о ©. Р. при отыекаия числа но данному логариему 

«го. Чтобы на примёрЪ пожазать ирим$неве пропорщональныхь частей 

пря отыскани чиела но дачиому логариему его, отышемь эгимъ способом 

чиело по тому же самому данному логариему 2,83428, по которому оно безъ 

этого вепомогательнаго средетва нами было найдено въ $ 841, а зат$мъ еще 

число ло данному семизначиому лотариему его. 

1} Маитисса 83428 заключена между мантиссами 83423 и 83429, такъ 

что 4=6. Мантисса данзаго логариема на 5 больше меньшей изъ уномяну- 

тыхь табличныхь мантиссъ. Ближе всего къ 5 въ табличк® 6 въ правой графЪ 

будеть 4,3, такъ чго пятою цыфрою искомаго числа должна быть етоящая въ 

той же строк въ л$вой граф® цыфра 8. Но данная мавтисса такимъ образомъ 
оказывается еще на 0,3 больше мантиесы числа 68978. Изъ той жетабдички 6 
мы видимъ, что вели бы у числа еше быша шестая пыфра 3, то мантисеа 
была бы еще на 0,18 больше (десятая часть поправки для пятой цыфры 3}, 

такъ чго данной мантнсс соотв®тетауеть число 682783, чиело же 2.83428 
есть логариемъ числа 0,0682783 (правило 2 въ $ 836). 

Описанное отыскан1е числа могло бы быть расположено и произведено 
ко слвдующей схем, которой можно придерживаться всегда, вь подобвыхь 

4—6 
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Въ этой схем во иторой строк цыфры 2 3 еуть послФдьйя двз цыфры 
табничной мантиссы, ближайшей кь мантисо® даннаго лотарвема, но мень- 

ней, чёиъ она. Рядомъ въ той же строкё стоить число, соотв тствующее 

этой табличной мантисеЪ, праве же въ первой строк® разность между этою 

мавтиссой и слёдующею за нею въ логариемической таблиц. Цыфра 5 

въ третьей строкф получена чрезь вычитаще. Въ четвертой строкЪ число 4,8 

есть ближайшее къ 5 (ио меньшее, чЁмъ 5) чиело изъ правой графы табличви 
6, 8 8—число, стоящее въ ней съ нимъ рядомъ въ л®вой графВ. Числа 2 

въ нятой строкф есть удесятеренная разность стоящихъ надъ нимь обоихь 
чисель, а 1,3—ближайшее къ 8 (но меньшее, ЧФыъ оно) число изъ правой 

трафы таблички, 3 же стоящая рядомь цыфра изъ лёвой ея графы. 

Такъ какъ въ правыхъ графахь табличекъ Р. Р. въ пятизначныхь лога- 

риемическихь таблицахъ стоять поправки, соотвфтствуюнуя пятой цыфр® 
чиела, то для шестой, какъ мы видБли, нужно поправками брзть дееятия 

части ихъ. Потому, наобороть, при отыскан!и числа по данному логариему 

ето слдовало бы при опредвлени шестой цыфры его сравнивать съ соот- 

вфтотрующимъ остаткомъ десятыя части имбющихея въ табличкахь Р. Р. 
поправокъ. Но виФото этого удобнзе сравнивать съ неизмЪпенными поправ- 

ками удесятеренный упомянутый остатокъ, что нами и сдёлано въ данной 

вами и объясняемой здФсь схемф. 

Вь поел дней строк схемы помфщены вс шееть полученныхь опиезн- 

нымь способомь цыфръ числа, соотвётствующато данной мантиссв 88428, 
при чемъ нюстая цыфра его могла бы быть при указанныхь выше уеловяхь 

и опущена. 
'М5сто запятой въ полученном числ = опредВлено по правилу 8 въ $886. 

2) Отыскан1е чиела по данному семизначному лотариему его произве- 
демъ сразу же по данной выше схем, удесятеряя притомь тавже получаю 
ппеся остатки по таной же, какъ и тамъ, причин%. 

Если дано, что 

105 4—2,5410345 

то, примвняя вс сдвланных выше указашя, мы изходимъ 2 при помощя 
семизначныхь лотаряемичеекихь таблидь слфдующимь образомъ: 

Логариемь Число 

108 1=2,5410345 ...... 34756 9=125 

341,56376 
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$ 344. Преобразоватя отрицательныхь хотарномовъ. Нахоля вт, 

таблинахь десятичныхь лотариемовь только мавтиевы, мы лотариомь 

каждой правильной дроби находижь изъ нихь въ видф двучлена съ 

характериетикою въ качеств® отрипательнаго члена и мантиссы въ каче- 
ств положительнаго члена. Но при производетвВ нёкоторыхь дВй- 

ствЁЙ бываеть нужно логариемъ, данный въ такомъ такь называемомъ ие- 
кусственномь видъ, преобразовать въ обыкновенное отрицательное число. 

Такое преобразоване есть веегла простое вычислен!е значен!я двучлена. 

Такь, напр., для приведенныхь въ $ 336 лотариемовь чнеель 0,7 и 0,000378 

это преобразоване будеть состоять въ слёдующемъ: 

105 0,1=1.84510=0.84510—1 =—0,15490; 
105 09003718 =4,57149—0,57749—4=— 3.42551. 

Для того же, чтобы найти по данному отрицательному логариему числа 

это послЬднее, нужно лотариемь предварительно преобразовать въ ие- 
кусственный видъ, то ость такъ, чтобы въ немъ была только характеристика 
отрицазельная. 

Если нужно, наиф., найти число 2, котораго логариемь равень—2,29645, 

то мы производимь такое преобразовае: 

=0,70855—3 

и теперь изъ таблицы находимъ чнсло 

х=0.005053. 

Или еели вужно найти число, которахо логариемъ равенъ-0.6639808, 
то мы производимъ такое преобразоване: 

№5 у= —0,8639808 
:9,5639808—1 

—1, 3360192; 

и въ семизначныхь таблинахь находимь число: 

у=0,21678. 

$ 345. Зашёна вычитав а логарнома сложениемъ. При помощи та- 
кого же преобразованя, которое было онисано въ предыдущемь параграф, 
можно вычитание логариома зажфнить сложенемь. Если, напр., требуется 
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зычесть $,71028, то можно это вычитане замВнить прибавлещемъ чнела 
— 8.71023, носл®днее же преобразовать елВдующимъ образомъ: 

—8,71028 -4—3,11023 — 

=4, 28977; 

или если нужно вычесть 5.97421, то мы можемь это вычитане замфнить 

прибавлеемъ числе 5,97421, послЗднее же преобразовать слфдующимъ 

образомъ: 

— 5.97421 -=-(0, 974215) 

—(<- 4.02579) 
-4, 02579. 

'Изь приведенныхь же и подобныхь имт, приифровъ мы легко выводимъ 

слФдующее правило: 

Правишо. При замьнь вычининяя логариома сложещемь нужно кь 
характеристииить его прибавизть--1 и перемтьнлить затльмь ея знаку, мантиссу 

же вго замънить новою, цыфры которой дополняютз воотвътетвенных 

первыя цыфры преженей до 9, посльднюю до 10. 

Изложеннымь пуемомъ можеть быть достигнуто, что значеве много- 

члена, состоящахто изъ лотариомовъ въ качеств члеловъ, можеть быть вы- 
часлено однимъ сложенемт,. 

$ 846. Умноженю логариома съ отрицательною характериетикою. 
При умножеши логариема, даниаго въ искусственномь вид, на ноложн- 

тельиое цзлое число, можно дЪйстые это производить, умножая отдёльно 

его составныя части, т. ©. мантиосу и характеристику отдельно, и елагая 
затфмъ результаты, при чемъ послднее умножеше часто можеть быть про- 

наведено въ ум. Если же множнтель отрицательное ц®лое число или десятич- 

ная дробь, то упомянутаго вида логариемъ лучше предварительно преобра- 
зозать въ обыкновеннаго вида отрицательное число и зат®мь умножать и 

уже лосл® этого результату придать искуственный видь, если въ эомъ 
представится надобность, 

Прям ры. 

2} 3,30456 мы унножаемь ив 9 такь; 

2.80456 

. 9 

31,2104. 

При умножени первой посл занятой цыфры мантиесы получается 

72, велвдетвуе чего мы пишем 2 и удерживаемь въ ум®.-Т. Это число 7 вмботв. 
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съ произведенемъ—18 характеристики? на 9 и дають характериетику 

произведеня—11. 

2) 8.5907438 
. 286 

35444628 
17722814 

11814876 
189.4155368 

—108 
56941554 

Въ полученномь произведени мы послВднихь двухь цыфръ посл за- 
пятой не пишемь, такь какь ыножимое предполагается прибляиженнымъ 

зваченемъ лотарнема, которое какь хановое можеть отличаться отъ истин- 
наго ето значення на величину, которая можеть доходить до 0,00000005, 

я эта потрёшность при умножеши ла 236 можеть дать въ произведения 
ошибку, могущую нревзойти даже немното 0,00001. 

3) 1.50608. (—1)= 
(—0,49397) . {—7)==8,45779. 

4) 4.96983 . 0,8304= 
—3.03017 . 0,830 —2,516953 

=8,4887АТ. 

ели нримфнають пятизначныя лотгарнемнчеекя таблицы, то изть 

смысла производить вообще во вычислен1я оъ точностью большею, чём до 
9,000005. Потому въ этомъ прим рф умножене можно было бы проиввеети 

сокращенно и въ произведен будегь достаточно шести знаковъ цослё запя- 
той. Такъ мы и получаемъ въ результал\ 9 516258 8.483747, 

$ 347. ДБлеше догариома съ отрицательно характериетикою. 

1) Если требуется раздЗлить такого вида зогариемъ на такое положн- 

тельное цьлое число, которое содержнтся въ характеристикф цВлое чнсло 

`разъ, то дВлеще можно произвести безь всякихь дальнфйшихь иреббра- 

зовашй, какъ видно изъ слфдующато дримёра: 

25.21808 : 5=3.043606 

2} Если дёлитель положительное пфлое число, не содержащееся ивлое 

чиело. разъ въ характеристик ®, то двлене пронввеети удобифе. всего, иред- 
отавжиь лотариомь въ вид% разыюсти съ дВдащамея нащёно вызиздемым 



Примиры. 

в) 3.05945 :1= 
(0,05945—3):7= 
(4.05945 —1) :7=0,51902-—1 

==1,57998 

6) 11,83096 : 5= 
(0.83096 —11 
(4,88096—15) : 

=8,96619 
,96619—8 

3) Если дЬлитель отрицательное дфлое число или десятичная дробь, 

то удобнёе всего дфлить, преобразовавь предварительно дёлимое изъ 

искусственнато вида въ обыкновенную отрицательную десятичкую дробь. 

Примюры. 

8) 8,50886 : (11) = 
(—7,49614) : (м) = 
7,49614 : 11=0,68147 

6) 3,7162518 : 1,302 = 
(< 2.2887482) : 1,302 = 

—1,7640809 
- 7 

в) 1.89758 :2; = 

ы 25 
1.8975; = 

ы 9 
1,89753 .— = 

25 

1,0777 : 25= 
(24.01717-95) ; 25196811. 

$ 348. Вычислене божбе сложлыхь кыраженй ири помощи 2ога- 

риеомовъ. Пользуясь теоремами о логариемахь и лотариемическими табли- 

пами, можно вычиелать сравнительно легко зыражещя, которыхь вычисленюе 

безь нихъ было бы сопряжено съ величайшими трудностями и неудобетвами. 

Приведемь язсколько примфровъ такихь вычисленй. 

1} Чтобы вычиелить 

—_. 

6,458. И 3.74 
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лотариемируемъ эго выражение: 

1 2 
105 1=5 08 9,454 7105 3.14—105 4—1,53 105 5,7515 9,83. 

Вычислеше же 106 х расположимь олёдующимь образомъ: 

108 0,45=1,65821 5108 0,45 —2,26605 

1053.14==0,57287 ; 105 3,14=0,08184 

108 4=0,50206 — 106 4=1,39794 
1.53106 5,1=1,15648 — --1.58 055.7 =8,84869 

108 0,88=1,91908 : 108 0,88 —1,98209 

1082 == 4.51181 

Отыскавъ чнело, котораго лотариемъ разснъ 4,57137, мы и получимь 

искомое значен!е даннато выражея 

2-=0,00037271, 

2) Чтобы вычислить выраженше 

0.105945 
0,080743° 

мы можемь его предварительно преобразовать слфдующимь образомъ: 

_—9/ 0.40594 
у 6,0807а3 
_®/ 0,080748 

0,165945 

_ И 6.080748 

6,105945 

Такъ какъ это выражен!е есть отрицательное число, то мы его лоха- 

Тиемировать ие можемь [см. $ 318]. Поэтому мы вычисляемь сначала при 
помощи лотариемовъ положительное число —у. Логариемируя ето, мы 
нолучаемъ: 

1 
ю(С-= 35 105.0,080748 108 0.105945); 
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зычислен!е же располатаемт такь: 

108 (--)=1,99319, 
—у —0,98585, 
у——0,98585. 

Раздвливь эту разность на 19, мы 

получаемъ: 

а отсюда 
слд., 

3) Если въ выражени, имфющемь быть вычисленнымь, встрьчаются 

знаки дейстый -- и —, то вычиелен1е осложняэтся тьмъ обстоятельствомъ, 

что ин логариемь суммы не можеть быть выражень чрезъ логариемы 
злагаемыхь его, ни разность чрезъ логариемы уменьшаемаго и вычитаемаго. 
Но но частямь можно значеше и такого выражен1я все-таки вычиелить 

при помощи логариемовъ. Какъ въ такихь олучаихь поступать и наглядиве 
располагать вычнолетя, покажемъ на опредблени значешя выраженя 

вю 
Обозначимь 0,594°* буквою а, И 64,593 буквою Ъ. 3% буквою с 

вт 
л И0.6 букною 4. Дайстыя же расположимь тамъ: 

ЮЕ а=3,5 106 0,594 

=: 

—2, 41653 :2 
—1, 208265 

&—0,161535 

1 
+= 105 64,593 №8 16 0 64, 

1 
=. 1,8019 

10 
==0,18102 

Ь—1,51 
166 с= 

==0.3546165 

,14384 . 1058 

‚74824. . 9.4771 
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в=8,26266 
10 

054=-_108 0,6 05 4- т Юё 

10 - 
=. 1.77815 

17 

= 8, ав: т 

Сяфдовательно, 

0,161535—1,5171 

2,26266--0,74045 

5565 

00311 

1.355565 ‚355565 

— 8.00811 

Такъ какъ # оказывается отрицательнымь числомъ, то —г число поло- 

жительное. Поэтому мы продолжаемъ тамъ: 

1 
108 (—й= 58 {105 1,355565—108 3.00311) 

1 
== (0,13218—90,477575) 

33 
1 - 

= - 1.654545 
28 

= (22,654545—23) ; 33 
=1,98498. 

—2=0,96600. 

Такъ мы, наконедь, еъ точностью до 0,000005 находимъ, что 

2——0,966. 

$ 849. © шодухВ лотаркожической енстемы, Изь доказаниаго въ $ 325 
равенства 

вадно, что мы каждый логариемъ снстемы, имфащей основащемь Ь, можем 
получить, имя уже вычисленною систежу съ овповащемь «_ Ся®дова- 
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‘тельно, для тото, чтобы вычислить таблицу лотариемовъ по первому изъ 

названныхь основан, достаточио каждый лотариемь по основано а раз- 
1 

—__ десятичною 
2, 5 д 

дробью, упемянутое дфлене замфнить умножещемь на эту дробь. 

дфлить на плотариемъ числа $. Но удобн®е, выразив 

Этоть множитель, чрезъь укножен!е на котораго 

лхогарномовь одной системы получаются лога- 
рнемы другой, называется модулемь этой по- 
сл дней по отношен1ю кь первой. 

Как уже сказано было въ $ 334, удобнфе воего вычисляются натураль- 

ные логариемы. Изь нихь же вычисляются десятичные чрезъь умножеше 

на модуль 
1 

М= —0,4342944819... 
ов, 10 

о причинамъ, подробно нами разъяскениымъ, въ общемь употреблении 
находятея эти послёдь{е. Если ке бываеть нузенъ натуральный лотариемъ 

какого-либо числа, то ехо можно вычислить, конечно, раздёливь взятый 
изь обыкновенныхь лотариемическихь таблиць десятичный лотарненъ 
этого числа на М, или умноживь на вычисленную разь нансегда для вовкъ 

+ 
лазихь случаевь дробь равную м Эта дробь 

2,302585099994 108, 10= [поор. 134) 
м 108, 

есть модуль натураньной системы логариемовъ ис отношен!ю къ десятичной, 

Для облегчетя примфнен1я обонхь модулей вь погариемическихь 

таблицахь даются произведен1я ихъ на 1,2, Зит. д. Если брать при умво- 

женщи модули иножимыми, а логариомы дайной системы множителями, 
то остается при разсматриваемомь переход оть одной системы къ другой 

только складывать подходящимъ образомъ названныя произведетя. 

РЛАВА ХХ. 

Заключительный обзоръ веъхъ арие- 
метическихъ дьйстый. 

$ 360. Единетво плана, но воторому производятея дЬйстйя друг 

язъ друга м расширяются нонятЁя © чиеяь и © дайетыякь. При лосте- 

пенномъ возведени здан:я общей ариеметики мы неоднократно указывали 

на необходимость такого согласован вновь вводимыхь понят съ зреме- 
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ними, чтобы съ одной стороны не получалось внутреннихъ противорчй. 

т. в. противорВй въ самой теорш, съ друтой же стороны создавалась. 

свободная оть всякихь недоразум Й и противорй приннимость нхъ 

ко веякаго рода величинамь при выражен и послёднихь чрезъ посредство 
часелъ. Мы теперь видныъ, что не только могли быть вполи® удовлетворены 
эти требовавйя, но что выс сь этимь доститается яжчто чрезвычайно 
интересное. Здаще общей ариеметики оказалось построеннымь по одному 

общему плану, стройнымь и тармоничнымь во воёхь своихь частяхъ, 

которыя, въ свою очередь, оказались находящимися въ стротой логической 
связи между собою. 

Уномаянутый же обный планъ въ главаыхъ чертахь заключается въ 

елфдующемь; 

Одинаковымть образомь произведены другь оть друта прямыя д®йетря. 

Однимъ и тёмь же снособомь нроизведены оть прямыхъь дйствй 

обратныя. 

Возможность безъ веякихь ограничен производить обратныя дфй- 

ствЁя дестигалась для вефхъ этихь дЪйствй одинаковымъ образомь; чрезъ 

введен{е новыхъ чивелъ, расширявшихь постепенно наше понят!е о числё. 

Посл всякаго новато расширеня понят я о часлЪ расширялось понят!е 

о дБйствяхь, при чемь оказалось возможнымь дфлать это тавъ, что тео- 
ремы, коказанныя для прежнихь родовъ чиселъ, оставались справедливыми 
и для вводимыхь вновь чиселъ *). Въ частноети обнаружнлась иствна, 

отромпой важности, что опредвлен1я обратныхь ДЪйсть иотгли быть 

сохраняемы послф всякаго новаго расширеня понят я о чнел®. 

Наконець, оказались строго аналогичными другь другу вс онре- 
дёлевя обратныхь дФйствЁ и непосредетвенныя слдетыя изъ нихъ, 
на которыхъ, на тёхь и на другихь, какъь мы нидфли, осиовываютея до- 

казательства везхь теоремъ, кавающихся этихь дфйствяй. 

$ 351. Табница вейхь дЕйствй. Планъ здавя общей арнеметикя ва- 
тяядно изображается прнаоднмою иами инже хабжицею воть: ариемети- 

*) Этоть занонъ разпроетраниывети теорем о дьйетаикь на 
зов вообехе Числа Германь Ганкель назваль, понимая 9, однако; мемзтого: 
яыаче, чЬжь мы, прянуиномь сокраненыя формальныкь бомбыимиь БОБЫ шрио» 
эитжих. 
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зескихь дВйстВИ, указывающею происхождене и зависимость ихъ другь 

оть друга; 

ОБЗОРЪ ВСЪХЪ ДЪЙСТВИЙ. 

Дъйетв!я ДъЪйств1я 

(вазване ихъ) (выражеще ихь въ знакахь) 
——— — 

эрямыя: обратныя: прямыя; обратныя: 

. . =е— 
Сложен! е Вычитант 6 а-ь=е { ет 

са 

| . 
Умножен1е — ДВлен1е аб =е Ь 

ъ— 
а 

Извлечен:е . 

Возвышен1е кория 
въ стрщень —[Дотариоми ы 

рован:е 

Таблица, помфщенная нанраво оть вертикальной черты, выражаеть 

въ знакахь ту ке зависимость дФйствЕЙ другь оть друга, какъ и хёвая, 

но характеризуя въ то же время, казъ въ двухь слузаяхъ получается только 
по одному обратному дЪйствно, а въ третьемь два. Эта правая таблица 

содержить также въ извЪфетномь емысл® опред®леня обратиыхь дЕйетыя 

и иепосредетвенныя слфдотв{я изъ. нихь; подетановка въ каждой стрек® 

въ столбець прямыхь дайствй вмЪето а и $ выражен изъ столбца обрат- 
ныхь дЪйствЙ даеть опредвленя обратвыхь дЪйств1й (176, 536, 966, 1296); 
подстановка въ каждой строк® выФсто с выражен изъ лфвато столбца. 
въ правый даеть слфдотя изъ этихь опредфлений (198, 532, 96, 1825). 

Въ самой сжатой форы$ обшЕй планъ возведен здайя общей 

ариеметики можеть быть охарактеризованъ такъ: 

Обратныя дЕйств1я ведутъ къ расширен1ю по- 

нят1я о числ $, поел $ же всякаго введен! я новаЕтХ 
рода чнеель обобщаются понят1я о д йств1 яхт. 



ЧАСТЬ #. 

Уравненя и р-шен!е неравенетвъ. 

ГЛАВА Е 

Ноняте объ уравнени 

и 
обишя начала рьшен!я уравненйй. 

$ 352. Тождество и уравненше. Въ первой части этой книги мы поль- 

зовались равенствами, чтобы утверосдать, что два буквенныя или чиелен- 
чыя выражен1я равны между собою. Намъ приходилось это двлать въ двухь 

случаяхь: 1) когда мы высказывали теоремы и 8) когда мы преобразовывали. 

данныя выраженя, Во всфхь случаяхь какъ того, такь и друтого рода. 
выраженя, соединяви!яся знакомь равенства, были безусловно равны 

между собою и въ выраженяхь, содержавтихь буквы, эти послёди!я 

могли означать каыя утодно числа. 

Но равенствами можно пользоваться еще и съ другою цёлью: ими 
можно выражать иззфстныя требования, предъявляемыя къ искомымь 
числамъ по отношению къ числамъ, даннымь какою-либо задачею. 

Такъ, напр., задачу; 

«задумано число; если мъ нему прибавить 17, то нолучитея 9; 
найти это число» 

можно, и притомъ очень наглядно, выразить сяфдующимь образомъ въ 
знакахъ; 

=--31=85. 

Вь этомь равенств% буква х уже ие можеть озназать любое число. 

Ею обозначается эдфеь одно совершение определенное чиело, которое 

лока только неизвфетио и которое нужио найти. 
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Примфровь, подобныхь данному, можно привести сколько угодно, 

и изь нихь мы знакомимся съ новымъ родомъ равенствъ, съ которыми, 
камъ мы увидимъ зиже, должно считать однородными по существу и тавя, 
которыя выражають кабя-либо данныя или предполатаемыя условя, 
а также всявщя утверждаемыя или извфетных соотношеня между геометри- 
ческими, физическими и т. п. величинами (сушествуеть только одинъ родь 
теометрическихь соотношен:й, выражаемыхь равенствами первого рода). 

Равенства того.и друтогь рода отличають другь отъ друга назващями 

слёхующимь образомъ: 

Юпредёлены. 1) Равенство изазывается тождеетвомъ, 
если оно епразедливо безуеловно, сл довательно, и при 

вс хъ значентяхъ буквъ, если таковыл вообще 

въ немъ встр чаются. 

Примпчате. 

Для, обозначеня тождества примЁняется инотда существуюний для 

Этотб’ знакь ===. 

2} Равенство называется уравнешемь, если оно 

еправедливо только условно, то есть, если лёвая и правая 
часть его не при всёхь произвольныхь значе- 
нтяхз встр чающихся въ немъ буквъ выражають 
равных числа. 

Такь, напр., слёдующин равенства суть тождества: 

$.5=15 

34 =81 

1018 15,625=—15 

{аа вар 
в 2 Эъе 

а Ро 

«у -уя: ” 

*) Посльдийя рывенетва можно было бы писать также елфдукипимь образомъ: 

и мои 
а 2 _ в4 25 
ъ 

Бырхокь. Руководство злсебум. 



аз 
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в елфдующця равенства суть уравненя: 

а-е-=3а 

уравненемь же выражена и приведенная выше задача. 

$ 358. Рьшене уравнешя и корни его. Задачею, приведенною въ 
предылущемь параграфВ, требовалось найти число, которое, будучи сло- 

жено съ 17, должно дать 25. По онредбленю вычитанйя это число должно 

быть 25—17-=8. Полученное значене 

#=8 

есть единственное, при которомъ равенство 

4-17=75 

справедливо. Если мы БЪ эгомь уразневи вмфсто г нанишемъ 8, то но- 

лучимъ: 
8-17=25, 

то есть тождество. 

Какъ въ разсмотрённомь примфрф, такъ и вообще всякою задачею, 

выраженною уранненемъ, требуется вайти таюя значеня буквъ, которыя 

превращають это уравнеше въ тождество. Вычислеше этихъ значенй 
носить 060бое назване:. 

ЭпредЪлене. Рьшить уравнен{е значить найти т% 
звачен1я встрёчающихся въ немъ буквъ или 

встр &чающейся въ немъ буквы, при которыхь оно 

превращается въ тождество; эти буквы назы- 
ваются чеизелетными, значен1я же ихъ, обладающ:я 

упомянутыми свойствами (или, какъ еще гово- 

рать, удовлетворяющ:я уравнен!ю) — рищещями или 

хорнями уравненуя, 

$ 354. Отличительнее обозиачеше изизьфетныхь. Въ уравненяхь 

эеНи=5 

2#=35 

мелавветвымь только н можеть быть х. 



— 381 — 

Вь уравнения 

а-Не=34 

неизвбетнымь можеть быть каждая изь буквъ, или нензвфотнымя могуть 

быть также дв изъ нихь, или три, нли, наковець, ве четыре. Вели въ 

‘этомъ уравнени неизвъетнымь считать а, то по опредфлению разноетн 
должно быть 

а=39—6е 

и это и будеть рышене уравнен1я, потому что оно повл% подстановки въ кего 

выраженя 34—4$е выфето а превратится, какъ легко убёдиться, въ тождество. 

Обыкковенио же неизвфотныя величины обозначають посяфдними 

буквами алфавата: 2, у, 2, и, %,... ит. д. Такъ, 

хфу=12 

безъ дальнфйшихь указан полимается канъ уравневе съ двумя неизвфег- 

ными; въ уравнени же 

по общепривятому обычаю неизвфетною величиною полагаетея считать 2, 

аа, Би с величинамн извёстными. 

$ 355. Шервое подраздВлен!е уравненй. Уравнен!е называется аххге- 
браическимт, если въ немъ неизвестное или нзеколько нензеёстиыхь 
соединены между собою или съ повфетными величинамя конечным» числомь 
знаковъ сложен, вычитан!я, умножевя или дёлеюя, изи, если они въ 
немъ вотразаются въ основашяхь степеней нли въ подкоренныхь величи- 
нахъ корней съ ращовальтыми и вещественными показатенями, Ве друйя 
уравненя называются транисцендентными. 

Алгебраическ1я уравнентя подраздлакися ло числу вотречающихся 

въ вихь венввфетныхь и мо етенени послФднихъ. 

Если уравнее нослхВ преобразовавй, о которыхь подробно будеть 

товориться инже, иробртаеть такой видь или дано ужо въ закомь. вид, 

что одна часть его есть ©, а другая мноточленъ пфлый относительно назкдато 

изь неивввотныхь [$ 677, то стеневь этого миотозлена и есть также степень 

уравненя. Чно ирн одномъ неизв®стяомь называется степенью много- 

чнева, опредблено въ $ 59. При н®сколькихь же неизвветныхь, ямиищихь 

каждое одинаковое право считаться главною буквою, степень многочлена 

ееть сумма показателей въ томъ член® ето, нь: которомь 2% ‘нроизведенйх 
степеней неизвфетныхь эта сумма есть ванбольшая. 

95+ 
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Тажъ, ванр., 

байда =6 

есть уравнене-4-й степени, 

дует 319) 

есть уравнене 11-й степени, 

Зе ру = 

есть уравневе 5-й отелени. 

'Уравнешя первой степени называются также линейными, урав- 

невя второй степени квадратными, уравненн третьей степени 

кубическими,  уравневя четвертой степени биквадрат- 

ными *). 

Если въ уравнети кром® бужвъ, обозначающихь неизв®етныя, друтихь 
ибть, то уравнене называется численнымъ, если же кром таких 
есть также буквы, обозначающия извфетных (или данныя) величины, 10 

`уравнене называется буквеннымъ. 

$ 356. Возможность ибехолькихь рышен уреюненя. Приведенное 
выше уравнене 

&=-5 

и #=—5, 

хакъ какъ и 

{+5} =25 
< 5)*=95. 

Зыраженное уравнещемь 

©) 3—9) =0 

*) Нивы,’ англ Шекю и итьльдноюю молеметики называть всякое 
уравнение 4=йлотепоми биквадратнымъ, французевзе же, & по нхь примъру и 'руе- 
се, обыкиовенко только уравнены уядрь 

да сы. _ 
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требоваше, чтобы нроизведене названныхь въ лЪвой его части трехь сс- 

миозжителей, было равно 0, можеть быть удовлетворено троякииъ образомь 

[45®], такъ какъ каждаго изъ этихь трехъ сомножителей можно превратить 
въ ©: первый двлается равнымь © при услови, что 

#=5, 

второй нри услови, что 

&=8 

и треш при условие, что 
2=2. 

Такъ мы видимь три возможности удовлетворить даниобму: ураввеню 
или три р8шеня его. 

Произведя умножене двучленовь 2—5, 8 и 2—2 друть ма друга, 
мн разсмотрёвиому и рЫшениому уразненю можемь придать видъ: 

2105812 80—0. 

Чрезъ подетановку же легко убФдиться, что и въ этомъ видё уравнене 

удовлетворяется какъ значенемь 

$=56, 

такь и значении 
==3 

и 

==2, 

въ чемь, впрочемъ, и сомнфия быть не могло. 

По примфру послЪдиято уравненая` легко составить такое, которое 
вмВло бы четыре и пять и больше рёшенй. 

$ 357. Ршеше уравненй основывается на опредфаениякь обратных 
дьйетый. Уравнене, составленное р $ 852 двя рёненых данной тамъ ва- 

дачи, мы рёшиля въ $ 353, пользуясь опредфлешемъ вычитаня. Подобнымъ 

образомь рёшене уравненЙ можеть вообще’ производиться путемь при- 
мВвеня опредвленйй обратныхь д®йетвЙ, какъ это видно изъ приводи- 

мыхь зАЗсь изеколькихь простыхь примфровъ. 

Рьшен!е уравневя 
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. Е 
состоять въ нахождении числа, которое, будучи умножено па, д’ дасть 9, 

. 3 
другими словами, въ двлени 9 на т 

Такь получаэтся 

1-=9 :8, 
4 

то веть 
&=13. 

Если требуется ‘решить уравнене 

8, 

й < 
10 можно также воспользоваться опредфлещемь частнаго: частное =» 

слЪфдовательно, и 8, будучи умножено на 5, должно дать 2, такъ что 

т=5 . 8=40. 

Чтобы найти т значея т, которыя удовлетворяють травнешяит: 

рта, 

2) и=е, 
» 

3) Уз=а, 
р 

9 Уз, 
5) Котя, 

6) Юр, г, 

можно роспоньзоваться опредфлещями корня и логариема. Такимъ ©по- 
собомь получаютея соотвбтственно рёшенЁя: 

* 
1) ==Уа, 

2) з=Юбк, 
3} з=а”, 

4) 9=Р, и потому 2=Ю6, 
5) =”, 

8) 2°=г, и потому 2=Ит, 
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при чемь важно замбтить, что въ первомь изъ этихь случаевь получаетея 
з рышешй, а въ послёднемь в, какъ это доказывается вь $ 303. 

$ 358. Решеню уравнений можеть быть также основано на прииЪ- 
иен теоремы УП. Приведенныя въ предыдущемь параграф уравненя 

можно было бы также р®шить, пользуясь теоремою УП, примнеше 
которой во ̀ многихь случаяхь представляеть боле удобный способъ 

ршеня. 

ЧТакъ, иапр., уравнеше 

9 
4 

3 : 
можно было бы р®птить. раздфливъ об части его на ры ‘уравнене 

чрезь извлечеве изь обфихь частей его корня п-ой степени и т. д. 

оважемь и из иъоколько боле сложномъ примфрв, какъ нужно 

пользоваться для рёшешя уравненйй названною теоремою УП, и при 

этомь случа также и то, какъ при рёшенш уравненй приходитея при- 

мФвять правила общей ариометнки вообще. 

Ранииь для этой или уравнеше 

9=—9%= 6. 

Сначала можно въ правой ето части раскрыть скобки и сдёлать при- 

ведене; 

а 

1 
92—152:2 5. 

Прибавляя и кь лёвой и кь правой частн уравневя по 95, мы но- 

зучземъ: 
1 

95=8а 5 =—5-85 

нля 
+ 

92=2 з 5420. 
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1 
Вычтя изъ обфихь частей уравненя по 2, мы получаемъ: 

62 2=20. 
3 

Если, наконець, об части уравнешя (принато говорить. иросто: ураз- 

2 
нен1е) раздфлимь нз 8 то получаэтся: 

2 
=20:65 

3 
или 

2=3. 

Чрезь подотановку легко убЪднться, что дФйствительно данное ураз- 
нен1е удовлетворяется значешемъ 2=8. 

Въ извфетныхь случаяхь, однако, о которыхь будеть подробно рёчь 

виже, при примбневи теоремы УПокь рёшеню уравненй необходима 

извёстиан осмотрительность. 

$ 359. Уравнешя равноснльныя ищи однозначащя. Изъ послёдняго 

примфра рЫшен!я уравнешя, приведеннаго въ предыдущемь вараграфЪ, 

мы` могли ‘убфдиться, что рёшене уравненфя состояло въ постепенномь 

преобразован его при помощи указанныхь тамъ средетвь и праемовт, 
въ новыя боле простыя. Нодетавляя и въ каждое изъ нихь значе $ 

выВото 2, мы найдемъ, что и вс* они удовлетворяются этимь значеемт 

неизвфетнаго. Слёдовательно, каждое изъ нихь, если бы было даннымь 
уравнеем»ь, то дало бы то же самое рёшеве 

+=8. 

Если бы мы въ уравнени 

2°—1072--312-30=0 

раземотрВнномь въ $ 356, прибавили къ обфимь частяиъ во 30, то полу- 

чили бы уравнеше 

27 —192724-311-=80, 

которое, какъ легко убЪфдиться, удовлетворнется тёми же тремя значе- 
ами нензвфетнаго х, которыми удовлетворяется и уравневе 

(2—5) Э@&—2)-0. 
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Изъ раземотрённыхь примфровъ мы уже видимь, что при ршени 

уравненй намь придется имфть дёло съ уравнетями, ныфющими одни 
и т6 же корни. Для полученя правильнаго ршен1я уравцешя важно, 

чтобы эти корни н оставались одними и тфин же при тхь преобразова- 

аняхь, которыя мы будемъ избирать, рфшая уравненя. 

Онредфлеше. —Уравнен1я называются  равносильными 

или однозначащими, если они имфютъ одни и Т же 

коржи. 

$ 360, Постороншя рышешя, Уравнеше 

$-3 ==5 

имфеть единственный корень 

1=72. 

Но если мы это уравнен!е возвысимь въ квадрать, то получимъ: 

(2-3)2=95, 

а прн обратномь извлечени корня мы уже получаемъ: 

А3=Ь или х-8=—5, 

такъ что пром прежняго корня --2 нолучился еще корень —8, не удовле- 
творяющ данному уравненю н поэтому называемый постореннимь рьше- 

з4емь. Онъ появился велёдетые повышеюя стенени даннато уравневя 

сь нервоначальной первой на вторую. Изъ разсуждени въ $ 303 слдуеть. 
что чёмь въ высшую степень мы возвысимь рфшаемое уравнене, тмь 

больше должно получиться постороннихь корней. 

Но повышен степени уравненфя можеть получиться не только вод- 

стые возвышения уравненя въ стенень: оно можеть, напр., произойти 

велфдстве умножешя его на выражене, содержащее неизвфстное. Пока- 

жемъ иа примфр®, что и въ такомъ случа могуть ноявиться носторонне 

корни ^ 

'Уравнен1е 

32—1=22--3 

имфеть единетвенный корень 

1—4. 

—— 

84% 
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Ноля же мы это уравнеше умножимь на х—8, то получимъ равенство 

(2—8)82—=(-8)(2=2-8), 

ири справедливости воторато должно быть справедливым также равенство 

2—8) Эа -0. 

Если же мы теперь еще вынесемь множителя 2—3 за скобки, то. иолу- 
чимь уравнеше 

{7—8 (8—1—2—8)-0 

{2—3)(2—9=0, 

которое удовлетворяется не только значешемь х=4, какъ и данное, но н 
значенемь 2=3, которымъ данное уравнене не удовлетворяется. 

Само собою разумФется, что уравнеше 

=-8=5 

ие слфдуеть рёшать, возвышая его въ какую бы то ви было степень, & 
уравневе 

37—1=2243, 

умножая его на каксе бы то ни было выращеше. Но случзется, что возвы- 

зшен1е уравневя въ степень или другое какое-либо преобразоваще, повы- 
ающее степень его, бывають удобны, или же даже и неизбёжны. 
Потому возникаеть вопросъ, какъ въ такихь случаяхь устранить введенныя 
пря рёщени уравнен1я постороншя ршеня. И отвфть на него указывается 

‹амныъ понямемь о рышенш уравнен1я: 

Правало. Чтобы обнаружить, есть ли въ чисел 

`полученныхь корней носторонн1е, нужно чревь 
подстановку убЪфдиться, которые изъ нихъ пре 
вращаютъ р®& шенное уравнен!е въ тождество. 

$ 361. Потеряниыя рЕшены. Вернемся ко второму изъ примровъ, 
разсмотр$нныхь въ предыдущемь караграфЬ, и ноложимъь, что дано й 

дояжно быть рёшено уравнене 

(2—3)(32—1) = —3(2=+3), 
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которое, какъ тамъ было выяенено, допускаеть два рёшеюя. Если бы мы, 

примфняя теорему УП, начали рёшене этото уравненйя съ двлешя обфихь 

частей его яз 2—3, 10 получили бы посл этого уравнеше 

32—12 

и всего только одинъ корень 

%=4, 

з друтой бы 

х=3 

исчезъ. 

Изь этого прим®ра н примфровъ, приведенныхь въ предыдущемъ 

параграфВ, мы видимъ, что пря извЪстныхь преобразованяхъ уравнешй 

хорни ижь могуть исчезать, но могуть также появлятьея и посторонше 
корни, другими словами, что уравкев!я, получающиясея путемъ такихь 
преобразован, могуть оказаться неравноеильными даннымь. Носред- 

ствомъ повфрки чрезъ подстаповку всегда можно узнать, были ли при 
рынени уравненйя введены посторонн1е корни. Но такая иов®рка не мо- 

жеть обнаружить утерянкыхь ршевай. Ноэтому ве только необходимо 

изелфдовать, при какахъ усломяхъ исчезають корни, но нужно научиться 
также узнавать, каке именно. 

Нараграфами, сл$дующими за этимъ, и выясняется, кая преобразо- 

ваши приводять къ однозначащимь уравнешямь, и кая въ какихь слу- 
чаяхь происходять нзыфнен!я въ состав корней. 

Преобразованя, при помощи которыхъ достигается рёшеше уравненя, 

производятся, какь уже выяснено было [$ 351 и 358], на основаюи опре- 

дёлен! обратныхь дёйств!Я или поередствомь прамфненя теоремы УП. 

. Но при этомъ оказывается возможнымъ избыгать постоянныхь ссылокъ 
на эти опредфленя н на назваивую теорему, если формулировать извфет- 

ные, постоянно повторяюццеся, прЕемы въ выд особыхъ нравилъ, которые 

иы ниже нриводимъ, 

$ 362, Главтёй ние прремы, прижбянемые при проэброзоваши урзвяеш й . 

Теорема. Членъ одной части уравнен1я нерепо- 

сится въ другую какъ членъ, но съ обратным 

знакомъ. 

Пред. Буквою В обозначается все выражене, составляющее нра- 

вую часть уравнешя, въ лвой же части буквою С’ какой-либо злень, 

а буквою А вся остальная часть выражен/я, составляющаго ее. 

#23] 
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Утв. 

Ас=в 

н 

АВЕС 

одяозначашя уравнея. 

Док. Какь уравневе 

А-+С=в, 

закъ и уравнене 

А=В—С 

выражають, что А веть число, которое, будучи сложено еъ С, даеть В; 

другими словами, оба эти уравнен1я выражають одну и ту же зависимоеть 

между величинами А, Вн С. 

Разиымь образомь м уравнетя 

4А—С=В 

А=В+С 

выражають одну и ту же зависимость между этими величинами. 

Слёдовательно, веб значен1я неизвфстнаго или неизвёстныхь, которыя 
удовлетворяють уравнение 

а-Ес=в, 

удовлетворяють также уравненро 

А-==В4-0, 

и наобороть; другиии словами, оба эти уравненя равноевльны другъ другу. 
А это и требовалось доказать. у 

Теорема - Если въ обфнхь частахь уравнентя 

ветр ф чается одинъ и тотъ же чженъ не озна Ча ю- 
щ1й, однако, 25) съ одынмыь и тёмъ же знакомъ мг 
редъ нимъ, то его можно овуетить.- 
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Док. Переиеся въ уравнение 

афм=вЬм 

зленъ М изъ одной части въ другую, напр., изъ правой части въ лЪвую, 

мы, по предыдущей теоремЪ, получаемъ 

афмфи-в, 
то веть 

А-В, 

изь чего и видна справедливость утвержденя. 

Прим чануе. 

Необходимость выдФленя случая, когда М означаеть безконечио 

большую величину, будеть выяснена позднфе ($ 368). 

Теорема. Предъ всми членаин уравнен1я можно 

неремф нить знаки. 

Док. Справедливость этой теоремы слёдуеть изъ того, что перемфна 

зваковъ предь всфми членами равносильна перенесеню вефхь членовъ 

правой части уравневя въ л®вую и воБхъ членовъ лфвой части въ правую 

съ иослёдующею затБмь замфною частей уравневя одной другою. 

Справедливость теоремы яветвуеть также изъ того, что перемфна 
знаковъ предъ членами равносильна примфненю теоремы УЕ, состоящему 

въ умножени или дфлеви уравненшя на —1, прм чемъ должно, но 2-й нзь 

хеоремъ, доказываемыхь виже, въ $ 366, воегда получиться уравнене 

равносильное прежнему. 

Теорема. Множитель одно. частн уравнеи1 я иере- 

носится въ другую какт дфлитель, и наоборотъ, 
дв литель какъ множитель. 

Предв. Изъ буквъ А, Ви С но крайней мёрЪ одна означаеть нейзвжст- 
ное иши выражене, содержащее неизвфстное или неизвфетныя. 

Ут. 

СА=В 

и 

В 

4=5 
одновиачания уравненя. 
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Док. Какь урзвнене 

такь и уравнене 

выражають, что А есть число, которое, будучи умпожено на С, даеть В; 

другими словами, оба эти уравнешя выражають одну Я ту же зависимость 

между величинами А, Ви С. 

Слдозательно, вс значеня неизв®етнаго или неизвфстныхь, которыя 

удовлетворяють уравнея!ю 

СА=В, 

удовлетворяють также уравненно 

и наобороть; друтими словами, оба эти уравнешя равноснньны друть 

другу. 

Доказавъ справедливость теоремы для случаевь переноса миожителя 
изъ лфвой части уравневня въ правую и дФлителя изъ правой частн въ 

язвую, мы, на основави теоремы У, доказали выЪст$ еъ тёмъ и еправедли- 

вость ея для случаевь переноса миожителя изь правой части уравневя 
въ лфвую и двлителя изь лфвой чаети въ правую. 

$ 363. Иримрь примфнен доказанныхь теофемь. Покажемъ пря- 
изненте правилъ, составляющих содержане послфднихь четырехь теоремъ 

на р®шен4и слфдующаго уравиеня: 

1, 5 
35-—12-5140—39- 

р 5 
1 1 0 

$3—12 5 65 8 37 

мы замфчаемь, что въ обфихь частяхь уравненя имфотея члень — 1952. 

Опустивъ (вычеркнувъ) его, переиесемъ вс члены, содерарище ненаю воикоР;, 
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въ ифвую часть, а остальные въ правую: 

2—9 1 &=3: 62 —40-+39 Е 
а в 

ЗВынолнивъ указанныя дЁйствЁя: 

—1:2= $7 

неремфнимь въ обфихь частяхь уравиеня знаки: 

а 3 
83 

1 
'Перенеся множителя 7 звъ другую часть, мы получаемь: 

$ 364. Примънеше послднихъ теоремь къ тождествамъ. Изъ вевхь 

равоужден!й этой главы мы должны были убфдиться, что ‚если мы станемъ, 

иреобразовывать какое-либо тождество при помощи послёднихь теоремь, 

[448—145], то должкы получаться новыя тождества, и что поэтому назван- 

ныя теоремы примфнимы и кь преобразованию тождествъ. 

Текъ, напр., изъ тождества 

(ана ре-ня 

мы, перенося члень 206 въ другую чаеть и дёля полученное равенство 
на 75. находимь сл®дуюния новыя тождества: 

{а 6) За о" 
з ана 

ав а том 

Подобнымъ образомъ мы путемъ примВненя поелфднихь теорежь изъ 

венкаго тождества можемъ пайти безчисленное множество нозыхь то- 

кдествъ. 
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Между прочимь, иногда бываеть удобно пользоваться такими пре- 

образоващями, когда требуется доказать, что два математичеся выра- 

женя тождественио равны. 

$ 365. Разница между двумя епоеобами преобразоваый ураененй. 

Правила, подобныя приведеннымь въ $ 862, могли бы быть составлены 

и для дВйств третьяго разряда (возвышешя въ степень, извлечешя корня 

и логариемпрованЁя). Но обыкновенно соотвфтствующия преобразоватя 
уравнен1й производять способомь примёпешя теоремы УП; и бываеть 

иногда необходимо прим®нене ея и кь дБйсттямъ первыхь двухь`раз- 

рядовъ. Относительно преобразовашй при помощи этой теоремы мы изъ 

хода доказательствъ теоремъ 148 и 145 должны вывести общее заключен!е, 
что поскольку прим®нен!е тсоремы УП приводить кь тёмъ же результа- 

тамъ, какь и примвневе опредфленй обратныхь дВйств#, получающияся 

уравнен{я должны @ыть равносильны первоначальнымъ. Вь остольныхь же 

<лучаяхь, какъ это уже было пояснено примфрами въ 8$ 356, 360 и 361, 

могуть получаться уравненшя и неоднозначация съ первоначальнымя. 
При какихь именно условтяхь будуть происходить измфненя въ составЪ 

корней уравнен1# я каюя именно, э70 мы теперь и изсл®дуемъ нодробн®е. 

$ 366. Случаи получен разноенльныхь ураввешй при прижёнени 
‘теоремы УП. 

Чеорема №. Какь при сложеши ск обфими частями уравненя, такъ 

и при вычитани изъ нихъ одной и той же величины получается уравнеше 

однозначащее еъ первымъ. если только эта величина не есть такое выра- 
зкеве, которое означаеть 00 или —58 или иожеть стать равнымъь оо 

или —со. 

Предя. Краткости радн буквою А обозначается все выражене, 
составляющее лёвую чаеть уравненя, буквою В-все выражеше, соста- 
зяяющее правую его чаеть, и буквою С-—нЪкоторое число или же такое 
зыражеве, которое не равно и ие можеть стать равнымь ни --со, ни — оо. 

Утв. Каждое рышеше уразнешя 

А+С=В+О 

есть также реше уравченях 

А=В 

и наобороть. 

Дож. Подставляя ве уравнене 

А+6=в+С 
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эго корни, мы при всякой такой подетановкв получимь тождество. При- 

бавляя къ частямъ каждато такого тождества по 4. С, мы, по теоремё УП, 

каждый разъ получимъ тождество вида 

А-В, 

то есть какъ тождество то же равенство, зоторое бы получиловь, если бы 
въ уравнене 

А=В 

вифсто неизвфетныхь были подставлены корни уравнетя 

А+С=ВЖС. 

Изь этото сл®дуеть, что евли мы любое ршеве послёдняго уравнейя 

подетавимъ вь уравнене 

то оно превратитея въ тождество, то есть будетъь удовлетворено. 

А это-то именно и требовалось доказать первою частью утверждещя. 

Равнымъ образомь, подставляя въ уравнеше 

А=В 

«то корни, мы ни при всякой такой подетановкЪ получаемь тождество. 
Прибавляя къ частямъ каждато такого тождества по-ЕС. мы, по той же 
теорем, каждый разъ получимь тождество вида 

А=С-В+С, 

то есть какь тождество то же равенство, которое бы обравовалось оттого, 
что въ уравнеше 

А+о=В+С 

были подетавлены корви уравнешя 

А=В. 

‚Значить, если мы любое рёщене этого поелфлияго уравневя под- 

етавимъ въ уравнеше 

А+6=В-С, 

то и оно превратится въ тождество, то есть будеть удовлетворено. 

Берздюь. Руповодатьа вяебры, 2 
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А это-то именно доказать и требовалось второю частью утверждения, 

Необходимость же выдвленя влучая, когда С=- 09, объясплется 

свойствами безконечпости, на которыя было указано въ $ 118, н будеть 

еще пояснена ниже. 

Примфчаню. Чтобы удовлетворить условю, упоминаемому въ пред- 

лоложеши, выражеше С’ ине должно содержать нензввстныхт. Но такъ 
какъ корни, превращающуе въ со выражетя, прибавляемыя къ Частямь 

ураввевя или вычитаемыя изъ нихь, въ больишиетв® случаев ие даютъ 

нрямого отвта ка вопросы, предлагаемые задачами, которыя р®шаются 

поередствомъ уравненй, и такь какъ прибавлеше и вычитан!е выражений 

обыкновенно производится съ пёлью упрошевя уравненй и при этомъ 

р46шентя указаннаго свойства всегда только уничтожаются, то обыкновенно 

ечитають рааносильность сохраненною и въ случаяхь, когда С’ содержить 
неизьБетвых. 

Теорема Я. Какь при умножешн, такъ и при дфлени обфихь частей 

уравнен1я на одну и ту же величину получается уравневе однозначащее 
съ первымъ, если только эта величина не равна и ие можеть стать равиою. 
ни нулю нн безконечиости. 

{Предп. А-В уравнеше такого же рода, какь въ предыдущемь до- 
казалельств®, 

С, а тавже и р—нЪФкоторое число, но не 0, или же такое выражеше, 

которое не можеть стать равнымъ ин нулю, ни безко- 
нечности, слфдовательно, во всякомъ случа выражене , 

не содержащее неизв ®етныхь. 

Утв. 1. Каждое рышеше уравнешя 

Аб=ВС 

есть также рьшеше уравненя 

А-В, 
и наобороть. 

Док. Подставляя въ уравневе 

4С=ВО 

$то корни, мы при всякой такой подстановк® получимъ тождество. Лёжя 
части каждаго такого тождества на С’, мы; но теореы УП, каждый разЪ 
получимь тождество вида 

А=В, 
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то есть накь тождество то же равенство, которое бы получилось оттога, 
что въ уравнеще 

А=В 

вифето неизвЪотныхь были подставлены корни уравненйя 

Ас=ВС. 

Зкачить, если мы любое р®шене послФдиняго уравненя подотавимь 

зъ уравнене 

а=В, 

то оно превратится въ тождество, то есть будеть удовлетворено. 

А это-то именно и требовалось доказать первою частью утверждешя. 

Равнымъ образомъ, подетавляя въ урапнене 

А=В 

его корни, мы и при всякой такой подотанови® нолучаемъ тождество. 
Умиожая чаети каждато такого тождества на С, мы, по той же теорем, 

каждый разъ получимъ тождество вида 

46=ВС, 

то есть какь тождество то же равенстао, которое бы получилось, если бы 
въ уравнене 

АС-—ВО 

были подставлены корнн уравненя 

А=В. 

Звачить, если мы любое рёшеше этого посл®днятго уравнешя под- 
ставимъ въ уравнеше 

ас-Вс, 

то и оно превратится въ тождество, то есть будеть удовлетворено. 

‚А это-то именно и требовалось доказать второю частью утвержденая. 

Утв, И. У уравкеня 

ыы 
й 
эы 

26" 
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тЪ же корни, что и у уравнейя 

А=В, 

и наоборотъ. 

Док. Такъ какь 

А 

р 
и 

В 1 

5 5’ 
1 

то достаточно г обозначить буквою С, чтобы увидьть, пто выВст® съ утвер- 

жденемъ Е доказано и П. 

Отоворки же въ теорем относительно нуля п безконечиости необху- 

димы пе слфдующей причин. 

При умножен:я частей уравнетя на © и при дБлеши ихъ на со 905 

он превращаются въ 0, при умножени же ихь на со и при дфлевшн на 0 

$ 7] 066 оиб превращаются въ оо, елФдовательно, во везхь этихь слу- 
чазхь уравневе превращается въ равенство, остающееся справедливымь 
при войхъ зяачеяхь неизвфетныхь, другими словами, въ тождеетво, 

которое, конечно, ие равносильно уравненюо. 

Какйн поелфдетвёя получаются оть умножешя и двлея уравнешя 

на выраженя, содержапия нензв®стныя, это вами показано было на при- 
м#рахь въ $ 360 и 361 и будеть разематриваться ниже еще подробиъе. 

$ 367. Безвонечио большя знамен частей уравневя. Требоваше 
рашить уравиене 

д 43 
Па 

должно на первый взтлядь казаться невыполнимымъ, такь какь ВЁдЬ 
ить числа, которое бы равнялось сумм самого себя и числа 8. 

Но выполнивъ въ правой части этого уравнешл сложеще и получивь; 

1 3#—8 

будемь разсуждать такъ: 

При равныхь знаменателяхь дроби мотуть быть равными только. въ 

томъ случаЪ, если и числители ихь развы. Сяфдовательно, послфФднее. 
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уравнев1е можеть быть удовлетворено только, если 

1=32—2, 

10 есть, вели, въ чемъ легко убфдиться, 

&=1. 

Спрашивается, н®ть ли какого-либо омыела въ полученномь наия 
рьшенн дазвауто уравненя. 

Нодетавивъ въ лего знамен!е 1 вмфето х, мы получаемт,, если воеполь- 
зуемея понятемь о безконечностн [$ 117]. 

59—=оо- 3. 

Сыыель лолученнато рЫшентя и этого равенстви можно было бы нере- 

вести ка обыденный языкъ такъ: 1 можно ечитать рышевемъ уравнешя 

потому, что когда 06% части уравнен{я стануть безконечно большими, тогда, 
можио будеть ихь считать равными друть другу, хотя бы одна изъ нихь 

и была на 3 болыше другой, такъ какъ онф въ такомъ случа все равно 

обЪ будуть безконечно велики. 

Но такого рода нояснеше смыела приведеннаго выше равенства не 
даеть еще права считать такое равенство донуестимымь въ математикВ. 

С безконечиости слёдуеть вообще сказать, что ей иредписывать произ- 
вольно или приписывать на основан! и обыденныхь представле какя бы 

то ни было свойства вельзя, а что должно ихь изучать, и притомъ только 

т$ изъ свойетвъ признавать присущими ей, которыя ие еоздають противо- 

р вн въ систем$ алгебры, ни при примфненн этого повятёя въ друтихл, 

отрасляхь математики (ср. $ 118). 

Потому и данный случай мы должиы нодробифе изслфдовать. 

Если бы мы допустили, что уравнеше 

1 
— 43 
ан 

зиачеемь 2—1 ве удовлетворяется, то мы должны были бы послфдова- 
тельнымъ образомъ также признать за истину ту несообразноеть, что выра- 

1 
жеше = -3 не можеть быть преобразовано въ тождественно равное 

д 

3—8 
ему и что обратныя величины двухь равныхь чиеель могуть 
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быть другь другу и неравныни. И въ самомъ д®лтв, разсматриваемое урав- 

нене посл такого преобразованыя принимзеть видъ: 

это уравневе нельзя не признать удовлетворяемым» въ томъ же случа, 

котда удовлетворяется уравнене 

5—1 21 
. 

т 32—8 

а послЬднее удовлетворяется названнымь значенемыь неизьфетнаго, пре- 

вращаясь ири подстановк въ него выБето х значеня 1 въ тождество: 

оо 

11 

Вь виду важноети и трудности вопроса раземотримъ возможность 
и смыель рышеня уравнешя 

еще съ другой точки зр%е/я. 

Частное можеть быть равнымъ 1 только въ томь случаЪ, если дЪлимое 

и дБлитель его равны другь другу. Потому требоваще рёшить разсматри- 

ваемое уравнене равносильно требовашю найти такое значеше х, при 

а 
которомъ чаетное = дёлаетея равнымъ 1. Чтобы облегчить вычис- 

2—1 
лене тТФхь значевй ето, которыя оно привнмаеть при подетановкВ 

вь него веевозможныхь значенй выфсто т, его можно преобразовать въ 

тождественно равное ему выражене 37—2, Вь послёднее ли мы станемъ 

подставлять вмфсто 2 различиыя чнела или въ названиое частное, мы ло- 
лучдемъ, канъ и должно быть, всегда одинаковыя значеня и видимъ, что 
это частное увеличивается при увеличени х и уменьшается при умеяь- 
мени 2. При 2 же равномъ 1 выражене 32—82 превращается въ 1, и такъ 

получается и этимь путемъ прежнее рёшене уравнения. Однано, заетвое 

въ этомъ случа превращается въ символь 2+3 которымь укнамивется 

такое нетолковане получениаго рёшевя; 
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Ири не измфняющейся разности между чиелихелемт и знаменателемт, 
дроби посл®диня, какъ извЪетно, тВмь меньше отличается отъ 1, чЁмь 

‘больше дБлаются числитель и знаменатель, при чемъ разность между 1 и 

ею можио сдёлать меньше воякаго чнела, какъ бы мало оно ни было ло 

абсолютной величин своей. Въ разсматриваемомъ же намн чаетномъ 

дВлимое и дфлитель будуть дфлаться все больше и больше по м%р того, 

какъ зпачене г все болфе и болфе будеть приближаться къ 1; и они мотуть 

такимъ образомъ увеличиваться безгранично, приближая этимъ значеше 

частнаго такъ къ 1, что разность мелсду нимь и 1 можеть также стать мевыше 
веякато произвольно малаго по абселютной величин чиела. 

Такъ оба освзщевя вопроса говорять въ пользу того, чтобы 

5=1 

читать корнемъ уравненя 

= 

правильно считать корнемъ уравнея 

“а а 

ие ые 4. 

а, слфдовательно, и уравнешя 

С 
Тю е + 

которое по неренесени р въ правую чаеть иринимаеть вид предыдущато. 

Впослфлетвйи будуть приводиться еще примфры, подтверждающие 

результать нашихь разсужден, состоятай въ томъ, что мы можемъ избВ- 

зкать протизор®й только въ томъ случаЪ, если будемъ считать уравнеше 

удовлетвореннымь и такими значешями исизвфетныхь, которыя превра- 
щають 06% части его въ безконечио большия величины, его же притомь 

въ равенство одиого изъ видовъ, приведенныхь въ $ 18 (©м., между про- 

чимъ, 383 и 388). 
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$ 368. Введеше поетороннихъ реен!Я и уничтожен!е корней 

зрезъ оложеню и вычитан{е, Донустивъ, что уравненю можеть счильься 

удовлетвореннымь также такими зничешями неизвФотиаго, которыя чаоти его 
дфлають безконечно большими, мы должны прианать также, что всяздотве 
появленЁя въ чаотяхь его такихь выразженй, содернемиихь неизвЪстныя, которыя 
могуть сдёлаться безконечно большими, вводятся постороншя рЪшеня, и что 
шри исчевновени такихь выражен должны теряться корни. 

Еели мы къ обвимъ частям уравненя 

1 
Ро 

которое удовлетворяется только значешемь ненавфстиаго 

1 1 1 
1 в +, = 

которое также нифегь корень 2, но должно ечитаться, на основанит послфднихт, 
разсуждешй, удовлетвореннымь, кромф того, значенемъ неиззёстнаго, 

8 

. 1 преврацщаюцимть ого части в выражения 00 + 5и 00-1, то есть обф части въ. 

безконечно больш} величины. 

Тажь мы видимъ, что, прибавивъ иъ объимь частямь даннаго уравнены 
1 выражеще которое при +. преврвается въ безконечно большую вели- 

чину, н именно велфдетв!е того, мы яъ сло уравнене ввези лосторониее рашение _ 

Уравнеме: 
$=+е=0 

‘удовлетворяетея только значещемъ неизвфетнань 

Но ели мы къ объимь частямъ 
оно приметь видъ 

того уривнешя прибавимь о 21, то 

они, 

прюбрътая зе. 
решен 

Рдстые этого, вакъ это подробио разъяеняется въ $ 509, постороннее 

==00. 

А ебли бы послфдиее уравнеше было данное и мы оть обфихьъ частей его. 
отняли по 2", то мы чрезь это уничтожили бы корень 

==09. 

Эти примьры дёзають понятною оговорку относительно бевконечности 
ил. 1-й ва Чеоренъ, доказанныхь въ $ 366. 
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Изъ нихь мы видимъ также, что мы напередь даже можемь сказать, кая 
остороныя рышешя мы вводимь въ уравнеше, если мы къ честямъ его при- 
бавляемъ выраженше, могузее превратиться въ оо, но это только въ тьхъ слу- 
чвях», когда при сложен ихъ съ нимЪ не происходить въ получающихся суммах. 
превращена сложныхь вырьжешй въ болфе простыя_ 

Такъ, напр., если мы прибавимъ по выражению =, д] зошемуся при 

г=8 безнонечно большниь, къ объимь чаетямь нёфскольно преобразованнаго. 
ветрёчающегося выше уравненя 

2-4 в 
ява = 

которое иметь корни 2 и 3, и если мы выполнимъ указанныя дёйстыя, то это. 
уравнен® преврираетеи въ елЬдующея: 

22—4 2—2 
= 

р 
в = 

8 

вет“ 
то есть, въ коныЪ концовъ, въ уравненю 

= 

Посафднее же удовлетворяется тольк» значешемь г=2, такъ что путемъ 
ьвя къ частямь уравненя 

2—3 2—2 
{2—0 +3 

выраженя > могуциго одълачься безконечно большимъ, мы въ экомъ урав- 
1 

— 
авы уничтожили корень 8. 

Въ виду этого мы должны результать нашего изолёдованя, являющагося 
савдетйемъ изъ теорены 1 въ $ 366, формулировать такъ: 

Сивдетве. Если мы къ объимъ чвотямъ уравненГя 

А=В 

прибавимъ, или изъ нихъ вычтемъ, но выраженню С, то чрезь ото могуть быть 
или введены какъ ностороны:я рышенья или изъ числа корней потеряны только 
таке, которые удовлетворяють уравненно 

1 3=0 (ван С <). 

См. примёчаше къ теор. 1 въ $ 366). 

$ 369. Введеше постороивихь резон! и упичтожеыю корней чрез 

умножене и дЪаеше. При умножени уравненя 

Зв 9х, 
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#1 
‘мющато корни Зи 2, на выражене ри превращающееся въ Онри #=1 

И ВЬ оо при 1==2, иы получаемь ол5дующее: 

#1 2—1 
3—6); — -==(28—9л). =—. ое 

Чаети этото уравиеня могуть быть упрощены, вслФдотве чего оно 

видоизмфняется такимъ образомъ: 

32—20 а 

о ва о 
32 И=—1 

З—8=Р. 

Послфднее же уравиен!е имфеть уже не т же корни, какь перво- 

начальное, а друпе, а именно, корни 8 и 1. 

. : $1 
Такь оказывается, что умножене уравнешя на выражене — 5: 

имфло послёдетыемъ уничтожен!е корня 2 и введен!е посторонняго р%- 

шешя 1. 

Этимь приифромь съ достаточною очевидностью поясняется, какъ 
должно гпасить слдетв:е изъ теоремы @ въ $ 366, аналотичное тому, ко- 

торымъ мы заключили предыдуний параграфь: 

Содетые. Если мы 0бЪ части уравненёя 

А=В 

умножимъ или раздВлимъ ва выражен!е С, то чрезъ это могуть быть или 

введены какъ посторонизя ршен1я или изъ числа корней потеряны только 
таке, которые удовлетпоряють уравневямъ 

6=0 

1 

с 

$ 370. Случай, жогда точно нанередь изьФетно, кажш вводятся 
носторония рен: Въ тЬхь случаяхь, когда чаети уравненя суть выра- 
женя пълыя отиоситегьно неизвфетныхь, ветрчающихья въ томъ выразае- 

ниш, ва которое уравнене умножается или дЪлится, и когда посив двлени 
частн удерживають этоть характеръ, нослфднее предложене прюбрЪтаеть. 
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такую опредёленносте, велёдетве которой оно дфлается непосредственно 

примВннмымъ при рЬшен!и уравнеюй. Въ виду важности этихъ случаевъ 

мы ихь разсмотримъ еще 06обо въ этомь и слфлующемъ параграфахъ. 

Теорема. Если н5 которое выраженте есть цфлое 

относительно встр%® чающихся въ немъ неизв $ ст- 
ных и мы на него умножимъ уравнен{е, котораго 
части суть цёлыя относительно тфхъ же неиз- 
вёотныхъ, то чрезъ это мы вводимъ. какъ поето- 
роин{1я: рф шен1я корни того уравнентя, которое 

получимъ, если это выраженге приравняемъ къ 0. 

Нредп. А и В выражешя пфлыя относительно неизвфетныхь, встр- 

чающихся въ выражеви С. 

Утв. Уравнеше 

АС=ВС 

инфеть корнями всё р®шеня уравненя 

а=В 

и вс рёшеия уравнешя 

С=0. 

друтихь же рьшевй кромЪ этихь не допускаеть. 

Док. По теорем 142 уравнешя. 

Аб=ВС 

А(—ВС=0 

равносильны другь другу. Равносиньно имъ и уравневе 

С(а—В) =, 

тавкъ какъ въ немъ лЪвая часть есть выражене тождественно равное АС—ВС. 

Посльднее же ураниеше, по теорем 458 можеть быть удовлетворено 

только, если или 
0=0 

или 
А—В=0, 

гв 
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сафдовательно, 

А-В, 

другими словами, оно имфеть рышев ями корни уравненЁя 

А=В 

я корви уравневзя 

С=0 

и кромБ внхь никакихь друтихъ, ибо какътолько значения неизв Ъетныхь 

не превращають въ 0 выражешя С или выражения А—В, то и произве- 

лете С(А-—В) не можеть стать раввымь 0. 

Примъры. 

1) Умножая уравнене 

27-652, 

имбющее корни 2 и 3, на 22—5, мы получаемт уравнение 

(2—5) =5ах—5), 

имБющее кромБ прежвихь корней еще р®шеше 

Е 
х=8-, 

3 

которое есть корень уравнентя 

22—50. 
2) Умноживь уранневе 

165 —8т, 

вмфющее корень 5, иа (2-2), мы получаемъ: 

Тбах- 2) 582 —2), 

введя чрезь названное преобразоване въ качествв постороннихь рёшен&: 
корнн уравнеия 

2{:—2)=0, 
то есть 

1=0 

1=2. 



— 413 — 

3) При умножени же на то же самое выражен1е уравненя 

однозначащато съ уравненемь, данвымь въ предыдущемь примбрЪ, по- 
стороннее рёшене 

#=0 

по причин%, указанной при доказательствь теоремы 145, не вводится 
(ср. 8 365). ы 

Прим чане 1. Вводнмыя ностороныя рЪфшеня могуть оказаться н 

имфющимися уже въ данномь уравнеши. Поняе о равныхь корняхь 
уразвнензя будеть разсматриватьея поздние еще подробифе. 

Нримфчан 2. Примфры примнен!я доказанной въ этомъ паратрафЪ 

теоремы къ уравнетямъь съ ифеколькими неизв стными могутъ быть даны 

лишь впослдетьи. 

$ зт1. Случай, когда точно нанередь изьЪетно, каке теряются корни. 

Теорема. Если н$ё которое выраженте есть цлое 

относительно ветр $ чающихся въ немъ неизв от- 
ныхъ и мы, разд ливЪ иа него уравненте, полу- 
чаемъ новое, котораго части суть также цзлыя 
относительно т$хъ же неизв стныхъ, то чрезь 
это дБ лен1е мы теряемъ т$ изъ р шенЕй перваго 

уравнентя, которыя суть корни уравнентя, полу- 
чающагося оттого, чта мы это выражен:е пря 
равняемъ къ 0. 

В 
Предл. с. и Р- (слВдовательно, также А и В} суть выраженя пф- 

лыя отвосительно неизвфетвыхь, ветрфчающихся въ выражени С. 

Утв. Корни уравневя 

а_в 
сс 

суть тЪ изь корней уравнетя 

АВ, 

хоторыя не удовлетворяютьъ уравненю 

С=0. 
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Док. Умложая уравнеше 

об части которато суть выраженя цёлыя относительно неизвфетныхъ, 

встрьчающихся въ выражени С, иа эго выражеве, мы возстановлиемь 

уравнене 

АВ, 

вводя въ то же время въ качеств постороннихь рётешй корни уравневя 

с=0. 

Слвдовательно, только посл этого умноженя эти корни появляются, 

до того же, то есть въ уравиети 

они отсутетвують, что я требовалось доказать. 

Ирииры. 

1) Ебли мы уравнеше 

9—9 =3 

имфющее корни Зи 5, раздёлимь на 2—3, то получимь уравнеше 

2—4=1, 

допускающее только одно ру5шеше 

2—5. 

2) Если мы уравнеще ‘ 

2=7—1=32—П, 

выфющее корень 4, преобразуемь. отнимая оть объихь частей его мо 1. 
въ однозначащее съ нимь 

22—8==3=—1, 

которому можно придать видь: 

22—)=3@е—4), 
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то при дВлени послёдияго на 2—4, мы корень его потерлемъ, но въ то же 

время нолучаемь нелВпость 

2-3. 

Но изь полученя таковой мы не должны заключать, что данное урав- 

нен1е не можеть быть р®шено. Ока только указываеть на то, что изъ ра- 

зенстра двухъ произведен «а.6иЪ.0, равныхъ 0, нельзя заключать, 
что и еомкожители а н ф равны друтъ другу, такь какъ произведене веякато 

числа (конечнаго) на 0 равняется 0. 

'Уравнеше 

Я%—7—=3=- 11 

в полученныя изъ иего два слдующихь суть равенства, справедливыя 
только прин условш, что 

1—4. 

Раздвливь уравнеше 

2(2—4)=8 (2—4) 

на х—4, мы, сл®доватеньно, изь равенства 

2.0-=3.0 

заключили, что и множители 9 и 3 равны, чего по указанной выше при- 

чин дфлать пельзя. 

Изь приведевнаго примфра мы видимъ, что есть случаи, когда по 
теорем УП нельзя дфлать завлюченй. Обзоръ такихь елучаевь и дается 

посл8 слфдующаго параграфа. 

$ зта. Упрощеню хода рёшены чрезъ дблевю урзанены. Если ока- 
жется возможнымь раздфлить во® члены уравнешя ва одно и то же число 
или вообще 6% частн уравненя ва одно и то же выражене, то оть этого 

всегха упрощается дальнфйнцй ходь рёшеня. Еели выражене притомъ 

содержить нензвЪстное, то изь него въ случа примфнамости послёдней 

теоремы опредёляется часть корней уравненйя. 

Если, изпр., требуется рфотить уравнеше 

462 аа 9)-—1662(22-9) =605—5405, 

то, для упрошевя хода ршенёя, его первымь долтомь нужно раздёлить 

на 15. Зат®мь его можно еще раздфлить иа т, но, ноетуная такъ, нужие 
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запомнить, что вел®детв!е этого нотерялея корень 0. Вынеся въ получаю- 

цемся поел этихь дёленйй уравнении 

За? 9) 11 (а2—9)=422—86 

въ правой части множителя 4 за скобки, мы получаемь уравнеше 

Зи 9 пал удал), 

которато частя 06% двлятся на 1°—9, Это данене и можие произвести. 

Но должно помнить, что при этомъ уничтожаются т ршеня даннаго 

уравнен1я, которыя суть корни уравненя 

2—9=0 

или 

22-9, 

то воть 

== 

и 

+=. 

Посл указаниаго выше дёлевя мы получаемъ уравнене 

3—1 —4, 

которое риаемь такъ: 

31—15 

2—5. 

Такъ мы узнаемъ, что данное уравнеше ныфеть 4 ршеня, а имекно 

первое ршене; х-=0, 
второе ртене: +3, 

третье рётене: #=—3, 
четвертое ртеше: х==--5. 

При этомь замфтимь, что въ случав нЪеколькихь рышевй отвЪфть 
принято писать тавь: 

=0 

х.=3 

2—8 
ж=-5. 
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$ 873. Случаи непримВнимостн теоремы УИ. Выше пами разъяснено 
было, что нельзя сзитать неправильнымь равенетво 

со-а==ео В, 

ТАЪ аи могуть означать праизвольныя числа, и не равныя между собою. 

Но но этой послфдней причипф изъ приведеннаго равенства пельзя за- 

ключаль, чт а и Ъ равпы между собою. 

Равнымь образомъ нельзя того же заключеня дёлать изъ равенства 

а-оз=р— во. 

которое та; е должво ечитать допуетимымь какъ гиравелливое. 

Слфдовательно, и ирн рЬшевв уравнемй нельзя въ частяхь ихъ, 

прииёняя теорему УЦ, уничтожать чрезь сложене пи вычитаве члены, 

означающие безконечноеть. Но п вводить при помощи тёхъ ке двйстый 

таюе члены въ уравнене нельзя, такъ какь оно въ такомъ случа иревра- 

талось бы изъ уравнены, допускающаго примФнен!е названной теоремы, 

въ такое, къ которому эта теорема для ршен1я его примфияема быть не 

можеть. 

Изложенное здфеь мы можемь резюмировать такимъ. образомь: 

А. Правило, Нельзя пи кь чзастямъ уравнен:я 

прибавлять ви нзъ нихъ вычитать выражен! 6, 

озиначающихьъ безконечность, даже тож дествен- 

ныхъ. 
. я 

Такъ какъ произведене всякаго числа на 0 равно 0, ениволы с И сов 

- з 
при велкомь конечномь значен(и и неравномь 0 овначають со, & символь = 

при веякомъ конечномь значеви ® означаеть 0, то изь равенетвь 

9.4=0.6 

0. а-со.В 
Ь 

© 
Г] 
со 

нельзя заключать, что а и Ь равны. 

Нотому, на основан разсуждленй, совершенно аналогичныхь тёмь, 

зоторыя насъ привели къ правилу А, мы лриходимь къ такому закаюченно: 
Е Бархонь. Рузоподетьо алуебры. 
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В. Нравило. Нельзя уравнен1я ни умножать, ня 

д%лить на выражен} я, означающуя 0 или ©. 

Такъ какь мулевая степень воякаго конечнаго чнола равна 1, а 0 

овначаеть неопред®левность, то изъ равенетва 

ав 

иельзя заключать, что а и Ь равны. 

Если у степеня показатель +09, то при веякомъ осповани болышемъ 1 
ова означаеть безконечно большую величину, а при всякомь основати 
меньшемъ 1 эначеше ея 0; если же показатель степени — 00, то при всякомь 
оеновани перваго рода она означаеть 0, а при всякомъ основан второго 
рода безконечно болышую. величину. Потому и изъ равенствъ 

ве елфдуеть, что @ и 6 равны другь другу. 

СлФдовательно, нельзя также изъ равенства корней съ показате- 

лями © и 3 офзаключать, что равны нодкоренныя велячины. 

Изь всего этого такимь же образомъ, какь выше, слфдуеть: 

В. Нравию. Нельзя уравнен1я ни возвымать въ 

степень 0 или +00, ни язъ него извхекачь кория 

степени © или +. 

Цохобныя же отраниченя относительно примфиимости теоремы УЦ 
существують и по отношенно къ возвьлешю въ етепевь выражен й, озна- 
чазищихт 1,0 и со, выфстЪ же съ тВмь и ло отношенно кь извлеченю корней 
изь такихь выражений. 

_Наконець, нетрудно установить, кая должны существовать ограни- 
четя относительно приифнямоств этой теоремы при логариемировани. 

Примфры. 

1) Если мы уравненно 

32—8=2-+5, 

жифющему корень 4, придадимь видъ 

Зара 
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и раздфлимь его на 2-4, то получимъ: 

а отсюда 

Вь 8 367 мы призналь нужнымь считать, что п въ посл®днемь вид 

уравнен1е еще удовлетворяется значещемъ 

4; 

: 9 
но отнявъ оть частей этого поелёдияго уравнешя по ре получаемъ и 

нелёноеть, что 3—1. Нослфднаяя получинаеь волёдетв!е того, что данное 

уравнене и уравнешя одпозначанця съ нимь, полученных чрезъ произве- 

денныя преобразоваюя, справедливы какъ равенства только при уело- 
ви, что 

1—4, 

а вь этомъ случа» 

9 оо, 
+ 

такъ что оть частей уравневя отнято было выражеще, означающее без- 

конечность. 

Если же мы уравнеше 

52—1=2-+5, 

равносильное первому, преобразуемь слЕдующимь образомъ: 

52—20 13 №238 13 

те 

5—4) 

то мы тёмь же способомъ, какъ выше, и но тёмь же причинамь получимь 
нелфпость, 970 5=2. 

27 



— 420 — 

ЗИ тавь бы могла быть выведена каждая друтая пелфиость. 

3) Преобразовавь тождество 

5—5=3—8 

эь слЗдующее: 

5. (5-1 =8. (21), 

и разлить поелфанее на одно и 10 же выразкен1е (1—1), мы получили бы 

мнямое доказательство нелфиости, что 5=8. 

Ошибка въ заключеняхь наших ебстояла въ томъ, что мы позволили 

себВ произвести д®лене тождества на выражене (1—1), равное 0. 

$ 374. Ординарный видъ уравнен!я ет, одним нензкФетнымъ. Первая 

п главифйшая задаза ученя объ уравкемяхь есть отыскан!е сиособовт, 

рменя алгебраическвхь уравневй. Изъ призеденныхь примфровь мы 

имёли уже возможноеть убБдитьея, что конечная цёль рёшешя всякаРо 

уравневя съ однимь неизвстнымь есть приведен!е его въ конц кояцовъ 
къ такому виду, чтобы одна чаеть его совтавлялась только исизвфотнымь, 
а другая въ численномъ уравневи чнсломъ, въ буквенномь же—выраже- 
вземъ, содержащимь только давкыя величины. Премы, ведущие къ этой 

пфли, завиеять оть стенени уравневя. Посл®дняя же опредвляется по 

приведенн даниаго уравненя къ такому виду, что одна (обыкновенно 
равея) часть его еоть 0 (или извфотная величина), друтая же многочленъ, 

ёлый относительно неизвфетнаго, расположенный по нисходящимь сте- 

пенямь послдняго, еяфдовательяо, къ виду: 

ара. ., ый е--т0. 

Такого рода преобразовае алгебраическаго уравнен!я называють 

приведен1емь его въ порядокъ. Уеловимся называть 
уравнеше, приведенное къ такому виду, ординарнымъ алге 

браическимъ уравнентемь п-ой степени, и з8мЪ- 
тимь, что въ немъ членъ, ше содержалй пеизвфетнаго, слёдовательно. 

въ данномь случа т, называется свободнымь членомъ, 

Названлыя преобразованя и вообще вс, при помощи которыхь до- 
стигается рышене уравненя, производятся, какь это уже уставовлепе 
нами [$ 361], посредствомь примфнен:я правиль 149—146 и теоремы УП, 
послёдией особенно часто въ случаяхь, къ которыхь разсмотрню мы 
теперь приступаемь, 

$375. Уничтожене въ уравиенв знамщенателей, не содоржощихгь 
нензвфетныя. Уравнене 

#10 

8 
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можно было бы рёшить, произведя сначала указавныя дфлен1я двучленовь 

и продолжая затВмь рёшене, какъ въ примБрЁ въ $ 363. Но удобнъе 

постунить невольно иначе: можно все ураннене сначала умножить на 

общаго знаменателя вефхъ дробиыхь выражен, тогда знаменатели вов 

исчезнуть н получнтея уравнене безь всякихь дробей вт, немъ, чфмъ очень 

облетчаетел дальн йнИй ходъ рышешя. Общый знаменатель названныхь 

выражений есть 144. Произведя упомянутое умножеве, мы получаемъ: 

215 —18—305--12--288=205--542—180. 

Прежде зЗмъ переносить вс члены, содержаце неизв®стное, въ одну 

часть уравненйя, а остальные въ другую, можео вельйЙ разъ предварительно 

дфлать приведен1е подобпыхь членовъ, Ностуцая н туть такъ же, мы по- 

лучаемь: 

— За--289 142—180 
—3=-—Т4а вв —180 
46, 

откуда 
Т7Е=468 

я, наконець, 

462 х—. 8 
тт 

или 

| 2—6. 

Пренмущество указаннаге здЪеь према дВлаетея замтнымъ особенно 

зъ тёхь случаяхь, когда приходится р®юать буквенныя уравнения, со- 

держания дробныя выраженя (примры въ $ 880). 

$ 376. Увачтожене въ уравнени знаменателей, содержащихь не- 
извфетных. Указанный вь предыдущемь параграф премъь можно при- 

м5нать и тогда, когда нь уравнеши есть алгебразчесвая проби, содержащя 

вь знаменателяхь неизвфстныя. Но такъь накъь общее правило гласит. 

что при умножещи уравнешя на зыраженя, содержанця неизвЪфетвыя, 

могуть теряться его корни и появляться поеторонтя рёшеня, то прежде 
чёмь начать примфнать’ разсматриваемый преиь кь послёднему случаю, 

полезно опредфленне установить возможныя послёдетя примфнешя его. 

Положимь, что требуется рашить такое уравнеще. Тогда, чтобы не 

проивводить перем иъ въ составЪ его корней, мы можемт, начать его рёшать 

слБдующимь образомъ: перенести веЪ члены въ одну часть, папр., лвую, 

и прявестн ихь къ общему знамекателю, избравъ послфднимь общее наи- 

менышее кратное ихь знаменателей, нроизвести въ хВлимомь и длител® 
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получающатося частнаго указанныя дфйстыя и, одёлавъ приведене по- 

добныхь членовъ, расположить нхъ по нисходящизгь отеценямъ пеизв%ет- 
нато. Если мы назовемь упомянутое дёлимое и упомянутато дзлителя 

буквами Ри 0, то посяв описанныхь преобразованй данное уравнене 

пруюбр®таегь видь 

иди 

АВЕО КРАЕМ 

аа ре Е Аи = 

Такь какь въ числ этихь преобразовашй не было ни одного. ко- 

торое бы влекло за собою введеше постороннихь рый или уничто- 
жене корней, то мы изъ уравнешя 

Р 26 
9 

получимь вс корни даннаго уравненя, и только ихь, разсуждая далфе такъ: 

Частное можеть стать равнымъ © только, если или его дёламое станеть 
равнымъ 0. пли ето делитель сдёлается безконечно большимъ. СлФдоза- 

тельно, уравнеще 

Р 

® 

и данное будуть удовлетворены воми значешями попавфотнаго, уловле- 
твораюшими ‘уравнентю 

Р=0. 

а также вебин значеями нензв®отнаго, при которыхь @ можеть едё- 
латься безконечио большимъ. Конечными значешями неизв®етнаго по- 
елёднее достигнуто быть не можеть. Сл®довательно, остается изел®довать, 

. Р 
при какихь усломахь частное Г превратится въ © при х-=оо. чобы 

рёшить ототь вопрос, различимь случаи, когда 

<, 

котда 

п вогда 

и. 
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Р 
Вь первомь случаВ преобразуемь частное Гу раздфливъь дВлимое 

м дёлителя его па 4^, волфдетые чего равсматряваемое нами уравнене 
принимаеть видъ: 

А В с 
но К ям + язв ия г 

Здьоь въ частвомь, составляющемь лёвую часть уравненя, при х==оо 
вс члены въ двлимомъ и дВлител®, кромЁ члена а, превращаются въ 0. 

; © 
олдовательно, лёвая часть уравненшя въ выражене — равное 0. 

в 

Значить, при упомянутомъ выше условя уравнеше 

Р 

9 
‘удовлетворяется значенемъ 

#—00. 

Такъ мы видимъ, что въ первомь случа данное уравневе иметь 

1% же корни, кавъ и уравнено 

Р=0 

и кромВ того корень 

=осо, 

который назовемъ «особымъ корнемъ». 

Во второмъ случа, то есть, когда 

в=Ё, 

. Р 
мы при томь же преобразован частнаго — получаемь уравнеше: 

9 

А 
въ ноторомь при ==0о дёвая часть превращаетея въ выражене з ко- 
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торое никогда пе можеть быть равиымт, 0, такъ какъ А и а. соглаено мы 

зведенныхъ обозначен, конечныя величивы и не могуть означать также и 9. 

Такъ оказывается. что во второмь случаЪ данное уравнеше такие 

имфеть тЪ же корни, какъ и уравнене 

р, 

по особаго корня не иметь. 

Р 
Въ третьемь случа преобразуемь частное —, раздфливь дфлимое 

9 
п дБлителя его на 5х”. Такимъ образомь мы получаемь уравнене: 

В 

А 
въ которомъ при х-= 09 лФвая часть превращается въ 5’ т, е. иъ безко- 

нечно большую величину, но равною 6 не можеть стать никоимь образомт. 

Слёдовательно, и въ третьемь случаЪ данное уравнен имфеть т же 

хорвн, какь и уравнене 

Р=0, 

но не пыБеть овобаго корня 

Что же касается уравнешя 

Р=0, 

то ясно, что оно можеть быть также получено чрезъ умножене даннаго 
уравненя на общаго знаменателя встречающихся въ немъ дробныкъ выра- 

женй и перейесене затфмь веБхъ членовъ въ одну часть, и что оно равно- 

сильно уравнен!ю, въ которомъ это неренесене тленовъ еще не произведено. 

Но случается иногда, что изь значенй нензвЪстнаго, превращающихь 
въ нуль Р, одно или ифеколько превращають въ 0 также 9. Въ такомь 

Р 0 
случаЪ частное — привимаетъ вндъ неопредёленности 5. Положимъ, что 7 

9 
есть одно изъ такихъ значенй нензвфстнаго. Въ такомь елуча% , по теорем}, 

приведенной въ $ 87, какь олёдотые, и Ри @ должны длиться на т—г, 

в 
елфдовательно, чатов можеть быть сокращено на 2—. Если бы ока- 

й 2. 
зались еще значенёя неизьЪетнато #*, г’ ит. д. того ‘свойства, 1627 мажйо- 

9 
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было бы еще сократить на 2—7”, на х—т”’ пт. д. ПоелБ вебхь этихь со- 
кращен!й неопредфленность нечезла бы, и сокращенное частное вебми 

остальными корнями уравненя 

Р=0 

превращалось бы въ 0. 

Упомянутахо свойства значентя неизвфстнаго получатся всяк раз, 

когда названнымь выше общимь знаменателемь будеть взято не 
паименьшее общее кратное встрёчающихся въ уравиеши знаменателей, 
помнмо же этого въ очень рФдкихь случаяхь. 

Выяснивь всф возможности. мы резузлать нашеть изслфлеваня 

можемъ формулировать такъ: 

Теорема. При умножев:н уравненуя на общаго 

знаменателя встр чающихся въ немъ дробныхьъ 

выражен{й могутъ быть введены въ качеств® по- 

сторопннхъ р%&ёшен:й только корнн. превращаю- 
щ1е этого общаго знаменателя вт 0, ин теряется 

особый корень (=09) въ тохъ случа, если урав 

цене но приведен1и къ ордннарному виду ока- 
жется стенени низшей, чмъь названный общ: й 

знаменатель. . 

$ 377. Умножеще уравненя на общее изименьшее кратное ветрф- 

чающихея въ пемт, знаменателей. Уравнене 

= 3 и И =&+ + 

имфеть корень 3 и восл подстановки въ него значеня 4 выФето х прини- 

маеть видь 

8 8 
а-=а+ = 
5 

Потому, еоглаено съ результатомъ разсужденй въ $ 367, н 4 можно 

считать корнемь даннаго уразнешя. 

Если же мы для того, чтобы нривестн это уравнене къ виду 
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преобразуемь его сязлующимъ образомъ: 

27—31 47—13 
24  эт+4 

23) 4—8) 
=—4 

(39 т, 
2—4 

то оказывается, что лвая часть его въ послёдиихъ четырехь видахь его при 

1—4 дёлается неопредфленною [$118]. Такъ какъ всяк!й вндъ неопредёлен- 

0 
ности, и ВЪ частности. можеть означать всякое число, то и равенство 

к ивы В 

Иан 

нельзя считать несправедливымъ, т8мь болЪфе, что на мноте воприсы, 

р\®шаемые при помощи уравиен!й, получаются разумвато смысла отвты— 

чаето не нуждающиеся, всяздотве несомн®иной правильности своей, 

даже въ 0ос0бомь толкованм, которыхь повфрка призодить къ равея- 
ствамъ подобнымь посл®диему. Въ виду этого и на основанм нашихъ раз- 

сужденй въ $ 368 должно ечитать допуетимымь взглядь, что при сокра- 

шеи лФвой засти уравненя 

9, 
я 

на 2—4 уничтожается корень 4. 

Въ подтверждене допустимости такого взтляха и возможности уни- 
чгоженя корня уравиеня, а выбстВ съ тёмь н рышешя задачи, велёдетые 
сокращен1я, раземотримь слфдующий примфръ: 

Положимь, что дана задача: 

Найти число, по отняти оть котораго 3 получается такой остатомь, 
что при умножени иа него чиела 5 получается чнело , равное квадфату этот 
остатка. ` 
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Требоваве задачн можеть быть выражено н уравненемь 

2359... 

и уравненемъ 

(2—8): _ 
2—3 _ 

.. 0 

такъ какъ ло заданию 5 есть число, которое, будучи умножено на упоми- 
наемый въ задач® оехатокъ (2—8), даегь квадрать этого остатка (2—8)?, 
а по опредфленю 58 чиело такого свойства обозначаетея выраженемъ 

Выражая одну и ту же зависимость между числами (2—3), 5 н (2—3). 

уравненя Ти ТТ должны быть равносильны друть друту. Они доланы быть 

таковыми и по той причикф, что въ иротивномъ случа необходимо было 

бы признать ва истину ту несообразность, что не всегда частиое есть число. 

которое, будучи умножено нз его хЁлителя, дасть его двлимое. 

Уравнене 1 имфеть, какъ легко убфдиться, корни 8 и 8, даючце оба 

совершенно правильные отеЗты на вопросъ задачи. ОлФдовательно , и урав- 
нен)е П должно выфть тБ же корни. Сокративъ же л6вую чаеть ето на 

{=—8), мы получили бы уравнене 

3-5, 

имфющее только корень 8; и то же еамое уравнен!е мы получили бы, если 
бы уравнеше 1 раздфлили иа х—8. Но въ послфдиемь случа по теоремб 
147 быль бы уничтоженъ корень 8. СтВдовательно, названное сокращеше 
лЪвой части уравнен1я П поелфловательнымъ образомъ должно быть при- 

знано также за преобразоване, имВющее результатомь уничтожеше кория. 

Изь разеужденй этого параграфа и посл дняго примфра мы должны 

заключить, что не безь оеноваюя можно признать правнльною и такую 
точку зрёншя, что значеня нензвфеткато, превращающя въ уравнения 

Р. 

9 

разомотранномь въ предыдущемь нараграф\%, выраженя Ри ®, тои другое, 

въ 0, не должны разематриваться какъ постороня ршменз. Они таковыми 
будуть безусловно только въ томъ случа, если. при приведени даннаго 

уравненя, содержанаго ненавфстное въ знаменателяхь, къ виду 

—0, 
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общимь знаменателемь © будетъ взято не наимепьшее общее кратное встрЪ;- 

чающихся въ уравнени знаменателей. Если же @ будеть такое общее вли- 

меньшее кратное, то вообще въ чрезвычайно рёдкихь случаяхь окажутся 

лазая значевтя неизв®стнаго, которыя н Ри 9 превратять въ 0. 

ТБмъ болфе мы имБемъ основашя, становясь на указанную и разъ- 

яененную этимь параграфомь точку зря, заелуживающую, по нашему 

убьжденю, предпочтен1я предь противоположной, вывести изъ изелфло- 

вая й посл®днихь двухъ паратрафовъ такое заключен: 

Теорема. При умноженш уравнешя на общее нашменьшее крат- 

ное 2го знаменателей не вводится постороннихь решен й, и теряется 

зподъко особый корень (т—00) въ томь случеть, когда стетень получаютагося 

при этомь ‘уравнаня иже степени названнаго множителя. 

$ 378, Соетавлене уравненя, Разсмотримь, какь бы можно было 

р®ашить задачу: 

Сыну 6 лёть, отцу 30; чрезь сколько лЁть отцу будеть вдвое больше 

лфть, чфмъ сыну? 

Попытаемся угадать это чнело лёть, и донустимъ, что чрезь 10 лЬть 

отень будеть вдвое старше сына. Врно ли мы угадали отвётъ, это должна, 

показать позфрка: чрезъ 10 лЬтЪ сыну будеть 6-10, т.е. 16 лётъ, отцу же 

30+10, т.е. 40 лЪть. Если бы некомое чнело было вФрно угадано, то 40. 

должно было бы равняться 2.16. Оказывается, сл®довательно, что мы 
вЪфрнато отвфта не угадали. 

Но если мы скажемь тенерь: ‹отець будеть вдвое старше сына чрезь 
1 лВть», и повторимъ повЪрку, то она будеть гласить такъ; чрезь 2 ть 
сыну будеть (6-2) лёть, отцу же {30 5) лВть; число лАть отца должно 

быть вдвое больше числа лётъ сына, т. е., должно быть: 

30-2==2(6--2). 

Оказывается, что произведенная такимъ образомь повфрка дала намъ 
уравнеше, рфшивъ которое мы и должны будемъ получить искомый 
отвФтЬ. 

Раскрывь мь уравнени скобки, мы получаемъ: 

30--5=12-2х. 

Перенеся же 19 въ лёвую и хвь правую часть уравненя, мы ваходеьь: 

ола, 
и узнаемъ такимь образомъ, что искомое число з®ть ееть 18. 
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Повёркою легко убёдиться. что теперь получилось правильное 

ршен1е. 

Подобнымь образомь всякую задачу можно выразить уравненемт, 

или при помощи н%сколькихь уравненй. Составлен!е же уравыен!й мо- 
жетъ производиться очень разнообразно. Способъ, по которому мы соста- 
вили только-что рЫменное уравнене, есть примфръ примфнентя един- 

ствевнато общато и, такъ сказать, самато естественнато правила для со- 
ставлен1я уравнен!й, которое можно выразить такъ: 

Правило. Назвавь искомую величину буквою 
(если пензвф стпыхьн $ сколько, ть буквами), нуж- 

но соединить ее съ данными числами знаками 
т%хъ ДЕЙСТВЕЙ, которыя пужно произвести при 

пов$риБ найденнаго р шентя, н соединять зна- 

хомь равенства т образовавш!яся такимъ епо- 
собомъ выражензя, которыя прны этой пов$рк\ 

дояжны оказаться равными, 

ГЛАВА И. 

Уравнен!я первой степени еъ однимъ 
неизвфетнымтъ. 

$ 379. Общее правило рЕшен1я. Пруемами, указанными и ноясненными 

ряломъ примфровъ въ предыдущей глазЪ, всякое уравнен{е первой степени 

съ одиимь нензввстнымь можеть быть приведено къ виду 

ат=Ъ, 

считающемуся для такихъ уравнейй ординарнымъ. По теорем 

145 получается рёшеше этохо уравненя 

Подетавнвь, для повфрки, этоть корень въ уравиеше, мы получаемь то- 

экдество: 

Такъ какь всякое частное при опредфленныхь чнеленныхь оначенахь 

двлимаго и двлителя иметь только одно опредфленное значеше, за исклю- 

чентемь случая, когда и дёлимое и дёлитель равны 0, то въ общем должно 

за 
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ечнтаться за правило, чо уравнен!е первой степени им 5- 

втъ одно р шенте. Что же касается упомянутато исключительнать 

случая, то олъ будеть еще особо разсмотрёнЪ въ $ 382 при обзорЪ вобхъ 

возможностей, кащя мотуть вотрётиться при ршени линейнато урав- 

вензя съ однимь неизвЪетнымъ, 

Цлью, имвющею быть достигнутою, и примфрами, рёшенными въ 

предыдущей главЪ, указываетея, что обыкновенно р®еше разсматривае- 

мыхь завеь уравнев! будеть состоять въ слёдующихь преобразоваыяхъ: 

Правило. Дал рюшеная уравнентя первой степени съ однимь неизатет- 

нымь нуоюно: 

1) раскрыть скобки, 
Я) избавиться отъ знаменателей, 

3) перенести члены, содерокаийе неизвъотное, въ одну часть уравнения, 

а остальные в5 другую, 

4) сдъхать приведене подобные членовь, 
5) во буквенныхь уравненять вынести посль этого неизеъетное множи- 

телемь за скобки 
и 6) перенести кооффиценть при неизвьетномь в другую часть уравнеиал. 

ЗВь тЬхь случаяхъ, когда рышалось болфе сложное уравнен1е, бываеть 

полезно повфрить чрезь подстанозку, ве было ли сдВлано при рёшени 

ошибки. Въ тВхь же случаяхь, когда могуть появлаться посторонвзя р3- 

меня, такая повфрка бываеть необходима. 

Примфчаню. Буквально придерживаться приведеннаго выше пра- 

вила не всегда бываеть самое удобное. Такъ, напр., можно посл уничто- 
женя знаменателей дфлать также приведен1е подобныхь членовъ; часто 

при рмевни буквенныхь уравнен1И бываеть цЁёлесообразифе какь можно 

дольше воздерживаться отъ раскрышя скобокъ; иногда при рёшени Ев 

чисненныхь уравненй бываетъ необходнмо сначела избавиться оть знаме- 

нателей и затфмь только раскрывать скобки, ит. п. 

$ 380. Типичные иримфры. Болфе простые приыфры рЬшентя урав- 

иен первой степени съ однимъ неизвфетнымь нами даны были уже въ 

предыдущей глав (8 358, 368). Теперь же покажемь примфнене при- 
веденнаго выше правила и важнфИйшихь правиль предыдущей главы на 

рёшеяи болфе сложныхь вндозъ такихъ уравненй. 

1. Численное уравнеще, 

не содержащее неизв $ стнаго въ зна менателяхъ. 

6—1 8(2—) 

1 а ( +2) 
6-8 30 А 
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Раскрывьъ звотрБавючяся въ данномь уравяени скобки, мы 

получаемь: 

651 

1 1 42-х . 
40 2 30 и 4 а 

Теперь можно было бы упростить сложныя дробныя выраженя, но 

можно и безь этого умножить уравиее на общаго знаме- 
нателя 1930 обоихъ членовъ лЪвой части и всЪхъ четырехь членовъ пра- 

вой. Такъ получается: 

162—(65—1)--12—275—180—(6— 32—28) 2705-45, 

при чемъ мы скобками указываемъ, какъ можно, до прлобрётентя достаточ- 
ваго навыка, избёжать ошибокь въ знакахь при умножени на общаго 

знаменателя тёхъ дробныхь выраженай, дередь которыми стоить знакъ —- 

Раескрывь и эти скобки, перенеся члены, содержание ненз- 

вВотное, въ лфвую часть, а остальные въ правую, и сдёлавь приведе- 

н1е подобныхъ членовъ, мы находимь: 

—291=—194, 

откуда, поел неренесензя коэффиц:ента при ненз- 
в%етномъ вь другую часть: 

41948 

2 8 

Уже и при такой сравинтельно небольшюй сложноети ураннендя, какъ 

въ рёшенномъ прим р, могуть произойти ошибвн ври преобрезоваахь 

и вычислевяхь, и потому должно рекомендовать повЪрку. Вь данномъ 

случа она даеть: 

то воть, 

слдовательно, тождество, чёмъ и подтверждается правиньность ранена. 
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э. Букгенное уравнеще. 

—2 __ 26°— За ах) (20-2) | 

За3— 12426 + 4а6? а(ва—45# а 12а6-- 468 

Для отыскануя общато знаменателя разложинъ яБлителей вофхь трехь 

частныхь въ данномь уравненл: на сомножителей: 

Эа 1225-5400? — п(да* — 12а 4") -=о(За-—26}2 
а (да. — 15} —а((За --26)(За —9Ъ)] = а(За--25За— 25) 

94-1206 452.=5 (907-12. +452) -5(3а--2?. 

По правилу 77 этоть общий знаменатель есть а6(3а-- 26} (За—25)2. 

При умвожени на него уравнетя мы получаем: 

Ва--2Б)(а 25) 2Ы4ЪЗ—9а3 Эа? —=За(3а — 25) (2—2), 

Раекрывъ зке всЪ скобки чрезь выполнене указанныхь дЕйствй, 

мы находимь: 

Эазь-за?Ь?--аа5°-- Ла? г —241аб?х. 863 —ВЬ | 18а36 18а? хе 
=514*—120-- 244$" этазх | Збайрх пабах. 

Посл неревесен{я всЪхъ членовъ, содержащихь нензвфотное, въ. л- 
вую часть, а остальяыхь въ правую и посл приведешя подобныхъ членов» 

получается: 

27а3х— Зва?ьг 12а? ВЬЗ 510 — 99а 12036? Чафз--вЬа, 

а отсюда 

{27аз— 360—125? 86х44“ —99а% {12025 Чар 3ь* 

рии 5444—9946 12а? даб? 

2748—360%- 1205—8558 — 

и по выполнени указаниаго посл днимъ выраженемь явлешя 

1==3а—%. 

3. Уровнеще, содержащее неизатетное въ знаменателяхъ. 

28241 
305 

Общее наименьшее кратвое встрёчающихея въ данномь уравнеми 
знаменателей есть 805. Умноживь на него уравнеще, мы ‘нопучаемь: 

25—32—9-+602-=462--ва 
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и, продолжая обычнымь порядкомъ рУшее: 

575—461==88—18 

По теоремВ 148% эзоть корень долженъ годиться, и особато кория р%- 
шенное уравиене имфть не можеть, 

4. Уравнение, имтющее особый корень. 
. м 

6—4 228 8514 

212412 че пы 

Чтобы зайти общее наименьшее кратное знаменателей, разложимь 

ихь на сомножителей [$ 90 п. У]: 

2 Теа Зе че} = 8-9 
дав х Зе 88-1) 34) ={@— Ц) 
бо Чен 1) = Па. 

Искомое общее наименышее кратное есть 

2—3. 

Умноживъ на него уразиене, мы получаемъ: 

(55—21) (223) (а—4)=@82-м4) (2—8). 

Раскрывь же скобки и продолжая рашеше обычнымь порядкомь, 
мы находимъ: 

бок —9х--4 (25112419) 82 98а 49 
25т=50 

5—3. 

Этоть корень, по теоремЪ 148%, лостороннимь считаться не можеть, 

такъ какъ онъ де превращаеть въ © того общаго знаменателя, чрезь умно- 
жене ва которато мы уничтожили въ уравнен знаменателей. А такь 
какъ этоть общий знаменатель 3-ъей степени, уравненйе же, получившееся 

посл послфдняхо раскрытия скобокь, оказаловь первой степени, то, по 

той же теорем®, данное уравиеве должио еще имбть особый корень 

4=со. 

Не будеть лишним замтить, что наличность нослфдняго корня можно 

было обнаружить сразу же: предетавивъ себВ числителя и знаменателя 

каждой изь алтебраичеекихь дробей въ данномъ уравнеши раздъленнымь 

на г, мы увидф®ли бы, что веф он при безконечно болышомъ значени не- 

извфетнаго превращаютея въ 0, ураввене же въ тождество . 

Бархоть, Румоводетьо взтебры. 28 
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Часто бываеть еще легче сразу же узнать особый корень. 

5. Тождество в% видь уравневя. 

2х [я [а а _ [Ш а =. ж-— 
а? «Гар Ъ а а+8 о 

Умножая по правилу, приведенному въ предыдущемь паратрафЪ, это 

уравнене на общато знаменателя а6(а-5) и леренося члены, содержание 

веизвьфетное, въ лфвую часть, а остальные в® правую, мы получаемъ: 

аз вцаБеЬ а Нав а +5) ааа 
ар ба)» о За-Нв)х аа за Ба 65. 

Вынеся же 2 множителемь зя скобки и перенеся заключенное въ инхь 
выражене въ правую часть, мы ваходимъ: 

[9—6 6)- «Нач -коБа-НИ р = ам 

Ва) 5—5 
2 зан «Ка таБа4° 

Но если мы въ полученномь отвЪтВ въ дЪлимомъ и дБлител» раскроемъ 

екобки и едфлаемъ приведенте подобныхь членовъ, то оказывается, что оба 

эти выражения превращаются въ 0, и что, слбдовательно, корень ршен- 
нато уравнещя получилея въ видф сямвола, 

о 
==> 

который можеть означать всякое число. 

Чтобы выяснить причину этого, приведемь каждую изъ частей даннаго 
уравнея къ общему знаменателю. Расположивъ при этомъ чиелителей по 

нисходящимь степенямь бурвы ® и восходящимъ степевямь буквы а, 
мн получаемь: 

фе обе ар В рой 
во) о ° 

а по сокращения твой части на ® слВлующее равенство: 

Пар ое 
{в-5) 7 а(а-5) 

то есть, оказывается, что данное равенство, которое мы ршали каж урав- 
ненуе, вовее не уравнеше, а тождество. А потому въ немъ в въ самом дъяЬ = 

можеть означать какое утодно число. 
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Вели бы мы при рёшеви нашего мнимаго уравнен1я раньше раскрыли 

скобки, то при приведени ето къ орлинарнаму виду иечеали бы всф члены 
въ оббихь частяхь его н получилось бы. 

0—0. 

Твкь бываеть вевгда, когда тооюдество ршается, какъ будто бы оно 

было уравненяе; получается или тождество 

0—0 

лин. при предупрежденти этого, рюлиенле в$ видь неопредиленности. 

ГЛАВА Ш. 

Изелфдован!е уравненйя первой степени 
еъ однимъ неизвъетнымъ. 

$ 381. Общуй видъь и корень изетбдуемаго уразнещя. Познако- 

мивитись въ предыдущей главЪ сь ходомь рЫшщен1я уравнен1й 1-ой степени 

съ 1 неизветнымь, мы въ этой произведемь обзоръ того, какими вообще 

огуть быть корни такихь уравпев1й, и изелЬлуемь, какъ должны и мотуть 

зтолковаться различнато рода корпи въ тфхъ случаяхь, когда примёняются 

уравненя къ ршенйю какихь-либо задачъ. 

Если мы предсгавимъ себЪ, что мы въ изкоторомь даниомъ уравнеи 

уже избавились оть знаменателей, раскрыли екобки и сдфлали въ важдой 

явсти приведен!е подобныхъ членовъ, то оно будеть 1-ой степени, еси посл 

этнхь преобразован въ, немъ нензвфетное оважется встрфчающимея только 

въ 1-0й степени. Сказавь же, что оно посд® этого будеть имфть видь 

ет р=аа 4, 

мы изобразимь всф возможные случаи, такь какъ извЪетныя величняы 
с, 4, ри а могуть означать какзя угодно числа, не исключая и 0. 

Продолжая р»шене уравнешя обычиымь порядкомь, мы получим 

однозначанун съ ннмъ уравненя: 

Желн же мы еще для того, чтобы указать на обычное выполневе дй- 

стей или приведен4е нодоблыхь членовь въ лЪвой и правой части, обо- 
23* 
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значамь разности с--Ф и 4—-р соотвётетвенно буквами аи 5, то посхёдНя 

два уравненя примуть видъ: 

ат 

8 : 
Какъ выраженше —, такъ и выразжеше одинаково означають корень 

« с—4 
изслфдуемаго  уравненя — ото важно помнить для предетоящато 

изелдованя. 

$ 382. Обаоръ вебхь возможныхь значенй корня. Изь выраженй, 

получениыхь эъ предыдущемь паратрефВ для 2, видно, какими вообще 
мотуть быть корни уравненйя 1-ой степени съ 1 неизвфетнымъ. 

1} Есль числа а + Ъ окажутся оба положительными или 

оба опирицательными, то получается положительное рьшеше 
уравнешя. . 

2) Если изъ чиеель а и Ь одно окажюетел полоокительнымь, 

в другое отрицательнымь, то получаетея отрицательное рт- 

шее уравнензя. 

$) Если число Ь окажется равнымь 0, а в ньть, то ко- 

фень уравнемя есть 

х-0. 

4) Если число а окажется равнымъ 0, а нЪтЪ, то, и на основав! ноняня 

объ униожени на 0 [$ 52] и на основан и высказаннаго въ $ 116 правила 
о двлени на 0, схВдовало бы сказать, чо уравненте не дол у- 

скаетъь р шентя. 

5 вр . Но можно заотвыя - и. разоматривать также съ точки зраня, 

изложенной въ $ 137, слдовательно, уравнеше 

$.== 

какь предфльный случай уравненя 

ах=5, 

а именно, какъ случай, когда, при значени В не равномъ 0, а дЪлается ло 

абсолютной величин$ своей меньше всякаго заданнато абеолютнато числа, 

1 1 
накъ бы мало ни было послднее (напр., меньше —. или меныше 108 

ый 
ит. д.). При этомъ мы должны различать два случа, тоть, ногла а врийли- 
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жается къ 0, имфя тоть же знакъ, вакъ В, и тотъ, котда а, приближается 

кь 0, имя знакь противоположный тому, который имЪеть В. Въ первомь 

ь а? 
случа частныя и ——- безпредфльно увеличиваются, оставаясь поло- 

в 4 
жительными, во второмъ они увеличиваются безпредьльно по абсолютной 
своей величин, но оставаясь отрицательными. Потому мы можемъ сказать 

зайже: что 

если число а окажется равнымь 0, в 5 ньть, то корень уравнемя 

веть 

х=+ о. 

5) Если, наконець, оба числа и в и В окажутся равными 

зумо, то выраоюена для х приимаеть виде с то веть, Ко- 

рень уравнея дълается неопредъленнымь. 

{$ 118]. Въ послвлнемъ случа» уравнепе 

аз=Ь 

превращается въ тождество 

9.=2=0, 

зетающееся справедливымъ при какихь угодно значеняхь х. Но 

с—4=0 ‚если с=4 

4—2=0, воля р=4. 

Олфдовательно, при услови, ато 

в=е—4==0 

и 

= р—0, 
и уравиене 

сх-Рр-=@е-+а 

превращнется въ тождество, которое, какъ таковое, также должно оставаться 
справедливымь при какихь угодно значешяхь 2. 

"Такъ мы видим, что лолучаюнийея при названиыхь въ Б-омЪ пункт 

уеловяхь неопредёленный видъ рёшевя уравнешя указываеть на то, что 
неиовфеттое при этихь условяхь можеть означать всякое число. {Ср. еказак- 
306 по поводу примВра 5 въ $ 380). 

$ 383. Замбчашя по поводу п_4 предыдущаго параграфа. Въ допол- 
нене къ разсуждешямь въ $ 367 и 368 необходимо по поводу назваиййте 
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пункта добавить, что признав 

за корень уравнешя 

0.5=5, 

мы уже посл®довательнымь образомь должны признать не несправелли- 

вымъ равенство 

0. =, 

получающееся при новЪркф названнаго корня. 

Въ вил 

ср +4 

разсматриваемое уравнея:е въ томъ случа», когда а—0, превращается нъ 

слфдующее: 

вхрек-4, 

и при подегановк® въ него со вмВето х, мы получаемь равенетво 

в. сор . со, 

которое мы должны признать также не несправедливымь и нодтверждаю- 
щимъь, что найденный корень вЪреяъ, такъ же, какъ и такого же вила равев- 

ства въ $ 8617. 

$ 384. Рашеня задачи и уравнеыя. При составлен уравненя для 

ршевтя какой-либо задачи ме всегда удается выразить этимь уравневемъ 
веф усховя задачи, тёмь болфе, что иныя изъ нихь разумвются сами собож 

и потому ие упоминаются. Кром того случается, что задача, въ общемь 
допускающая рёшене, не допускаеть его въ нфкоторыхь случаяхь, при 
нфкоторыхь соотношеняхь между данными въ кей числами. Потому ив 
всетда пайлениый корень уравненя, составленвате для рёшен1я задачи, 

составляеть искомый ею отвфтьъ. Бываеть также, что такой корень даеть ве 

прямой отвЪтЪъ, & такой, который прюбр®таеть смыслу только при изввет- 

номъ тояковаши. 

ПримБрами, приводнмыми въ сл®дующихь нараграфахь, мы пояс- 

ияемь упомянутые случаи, въ частности и то, какь нужно понимать 
по отношеню кь иекомому рёшению задачи корив нулевой; безконеч- 

ный и неопредфлениый. 

$ 385. Положичельное рёшеше уравненя: Бели корень уравиейя, 
составленнато для ршен!я задачи, окажется положительнымъ, то обыжно- 

венно онъ предотавляеть внохи® яелый отибть из ее; Но и такой корень 
можеть, какъ видно изъ приводимаго ниже примЪра, оказаться не соетй- 
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вляющимЪ годнато решензя задачн; и въ такомъ случа веегда остается 

заключить только одно, что она при данномь въ ней подбор чиеель вообще 

рёшевя не долускаеть. 

Задача. 

Артель рабочихь подрядилась сдёлать н®ьоторую работу за 100 рублей. 

"Грое изъ артели захворали, работу же иснолинли остальные. Заработокъ 

они подфлили поровну между всЁми членами артели, вел детве чего рабо- 

. з 
тавице получили только - тото, что бы досталось на долю каждаго изъ нихт, 

если бы ие пришышюеь чаети заработка уступить больнымь товарищаиъ. 

Вычислить изъ еколькихь человфкъ состояла артель. 

Ршен!е. 

Составлена удавненая. 

Число членовъ артели обозначимь буквою х. Подфливъ 100 рублей по- 

ровну между собою, они получили каждый по = рублей. Такъ какъ 3 

работника хворали, то работало (=—8) человВ къ. Юели бы ови подфлили 

заработокъ только между собою, то каждый изь нихь получиль бы по 

100 3 
3 рубля. Только 5 этой суммы денеть ссставляеть полученная каждымъ х: 

100 В 
членомъ артели доля ‹—- рублей. 

Е 

Слфдовательно, должно быть: 

100 

х < 

_Рышене уравиенвя. 

РаздЪливъ полученное уравиене ва 100, мы нмфемъ; 

Умноживъ это уравиен{е на 52(х—8), чтобы избавиться оть знамена- 

телей, мы получаемь; 

52—16 =, 

не вводя при этомъ, по теорем 1488, пбетороннихь решен й, по уннчтожая 

корень 

х=0с. 
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Продолжая ршевше уравнен1я обычиымь порядкомъ, мы находим»: 

52 32-15. 

Или 

2==15, 

елвд., 
д ж==17. 
5 

Такь мы видимъ, что рышенное уравневе имфеть 2 корня: 

п 2, =1- 
та 

ща == 00. 

Выленене смысла полученнаго ръшеная. 

Л 
Корви уравненйя дать отвфть, что при состав артели въ 15 чело- 

вЪкь или при безконечио больнюмь составф ея могло бы произойти то, 

что разсказано въ задачв. Но ни то ни другое невозможно, такъ какъ 
артель могла востоять только изъ дфлаго и конечнато числа лиць. 

Отеътз. 

Задача не допускаеть рфшен1я; сообщеннаго въ задачь факта не 

мотло быть. 

'Изь этого примфра мы видимъ, что рфшивъ уравнене, составленное 

для рышеня задачи, мы можемь обнаружить также существоване несо- 
образностей въ задан, дЬлающихь прямой и опредфленный отвЪть на 

вопросъ задачи невозожнымь. 

8 386. Отрицательное ршене ураивешя. Кром полученя отрица- 
тельнаго корня вообще, приводимые въ этомь параграф примбры имЪють 

ЦЕЛЬЮ показать: первый, какь сдзлавное при составлен уравнешя не- 

правильное предиоложев!е можеть быть неправлено отрицательнымь зна- 
комь корни, второй, какь отрицательный корень можеть указать нат 
изыфиеня въ условяхь задачи, не допускающей р5шен1я, посл которыхь 
р®шенле сдфлается возможнымъ. 

Задача 1. 

Вь 1881 году отцу было 40 л®тъ, сыну его 17; котда отець быль вдвое 
старше сына? 
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Ру шенте. 

Составлене уравненая. 

Положимь, что отцу было вдвое больше лЪть, чёмь сыну, х лёть 

до упомянутато въ задачВ тода. Въ такомъ случаВ тотда отцу было 

{40—2) лть, а сыну (17—2) яЬть, при чемъ но условю задачи первое 

число л№ть должно было быть вдвое больше второго, то есть, должно быть 

40—2=2(47—2). 

Рилиене уравненя. 

Рьшая это ураниен!е обычпыми пруемами, мы получаемъ: 

Выяснене смысла полученнаго рьшеная. 

Корень уравненя даеть отвфтЪ, что отець быль вдвое старше сына 

—6 лЪтъ до упомянутаго въ задач года, а это означаеть, какъ мы 

знаемь, 16 л»тъ поел этого года. Такъ полученное ршене 

уравиешя исправляеть сдфланное при составлеши ето неправильное 
предиоложене, что вообще до названнаго года быль тоть моменть, когда 

отцу было вдвое больше лфть, чёмь сыну. 

Отальть. 

Отцу было вдвое больше лЪтЪ, чёыъ сыну, въ 1887 году. 

Повърка. 

Дъйствительно въ 1887 году было отцу 46 лЪтъ, а сыну 23, т. е. отцу 

вдвое больше, чёмъ сыну. 

Прим чан{е. 

Если бы задача гласила: «отцу теперь 40 лёть, сыну 17; сколько ть 

тому назаль отець быль вдвое старше сына?>— 

то для ршеня ея нужно было бы составить то же уравневе, которое 

мы только-мто ршили, а отрицательный знакъ корня означаль бы, что 

вообще того, о чемь спрашиваеть задача, еще не было, а только еще 
произойдеть черезь 6 лётъ. 

Задача 2. 

Вь бибмюотек стояло на двухь полкахъ 320 книгъ. Одну пятую часть 

хнигъ, стоявшихь на одной нолк$ н одну четверть книгь, стоявшихь на дру- 

гой, отнесли къ нереилетчику. Тотда на полкахь осталось еще 200 нить. 
Сколько кнагь номЪщалось первокачально на каждой изъ полокъ? 
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Рьшен}е. 

Составлене уфавнемя. 

Обозначимь число книгь, помфшавшееся на одной изъ полокъ. буквою 

т. Въ такомь случа число ихь, находившееся на другой поянф. должно 
1 

быть обозначено разностью 820-—х. Когда съ первой полки унесли 5 НИТЬ. 

4 3 
то на, ней осталось & 5 книгъ; на друтой же осталось 4 (220—) квитгь поелв 

1 
тото, хакъ съ ней снята была, я книгь, стоявшихт, на ней. То, что носл% тете 

на полкахь осталось 200 кпигъ, выражается уравветемъ 

ег 

з 
г 1 (320—-2}=900. 

Рьшенае уравненая. 

'Уничтеживъ знаменателей, мы получаемъ: 

16%--4800—155—4900, 

& отсюда 

х—— 800. 

Выленене смысла полученнаго ръшеная. 

Согласно полученному корню чиело книгь из одлой поль было бы 

— 800; нз друтой же ихь въ такомъ случа было бы 

320—(—800)=320-800==1120. 

Это рёшене можеть имЪть только тоть емыслъ, что разсказаниато въ 
задач факта быть не могло, ибо и отвфтъ: «ка полк находитея-——800 инигь> 

не иметь смысла [$ ЗП и на обфихь полкахь вмфетВ яе могло быть 320 

книгь, евли ихъ было только на одиой 1120. 

Озпеъть. 

Задача не допускаеть рёшен#я. 

Врим $ чанте. 

ЗЗь данный корнемь уравненя отвть можно, однако, вложнть нё- 

который мысль. Если обратить вниман]е на то, что прибавивь первоначаль- 
ное чиедо книтъ ва одиой полкф къ первоначальному числу ихь на другой, 
мы во условию задачи должны получить 320 квигь, то примёнене отрицат 
тельнего числа дфлаетея возможнымь, «Прибавять—900» значить, <отиять 

800». На основании этого въ отрицательномъ знак$® корня уравненгя, саетй- 
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вленнаго для рышен1я задачи, можно уемотрть больше, чБмъ проетое ука- 

зан1е на несообразноеть задан1я. 

Изъ этого рёшеня уравнения видно, что изъ задачи была бы устранена 

имфющаяся въ ней несообразноеть, еели бы въ ней сказало было, что ва олной 

полк въ бвбмотек% стояло на 320 книгъ больше, чВмъ на другой, а не и 

обфихь вмфетв 320 княтъ. 

$ 887. Нулевое ршеню уравненя. 

Задаза 1. 

'Изь двухь городовъ, лежащихь на одной и той же рВкЪ и отстоящихь 

друть оть друга на разстояви 45 веретъ. выходятъ друть другу на ветрЪчу 

въ 12 чавовъ дня два парохода. Тоть изъ нихъ, который плылъ внизЪ по те- 

чентю, шелъ со скорост!ю 20 нерсть въ часъ, друтой со скоростию 16 версть. 

Вь четверть второго цасеажиръ на олномъ изъ нихь, находиванйся въ своей 

кают, пожелаль узнать, сколько времени осталось еще до ветрёчи паро- 
ходовъ. Отвётить на его вопросъ. 

Решение. 

Составлене уравненая. 

Оставшееся до встрёчи парохода число часовъ назовемъ г. Отъ полудня 

1 
до четверти второто прошло времеяи 1 ‚часа. Олфдовательно, вообще до 

1 : 
момента ветр®чи пароходы будуть въ вути (+ «+9 часовъ. Въ течеше этого 

1 1 
времени первый пароходъ пройдеть {1 4 +2). 20 верстъ, а второй (1 я +=). 

16 вереть. Оба же эги пути выфств должны соетавить все разстояще горб- 
довъ другь оть друга, т. в. 45 версть, такъ что должно быть: 

1 
ИЯ 9). 201449). 16—45. 

Рющене уравненая. 

5 возможнымь здёеь неболынимъ отступлешемь ить правила, нЪ- 

сколько упрощающимь ходь ршеня, это уравнене можно рецтить такъ: 

з4( + :) 
4 

45-365= 45 
365=0 

45 
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Смыель 

полученнато кория легко понятенъ; рёшен!е задачи возможно и гласитъ: 

Отатть. 

Пароходы вотрётились какъ разъ въ тоть моменть, котда предложенъ 

быль вопросъ. 

Зная, что при дБлевн числа на самого себя всегда получается $, ин- 

тересво узнать, какого рода отвфть получится при носредетвВ уравненя 

на такой вопросъ: 

Задача 2. 

Найти число, мть дъленя которахо самого на себя получится вт чает- 

номЪ 5. 

РЬшен!е. 

Составлене уравненля. 

Если искомое чиело назовемь х, то заключающийся въ задачЬ вопросъ 

выразится уравнентемъ: 

=5. 
2 

Рияиенле уравнения. 

Оевободивь уравиеше оть знаменателя, мы получаемъ: 

х-=5т. 

Перенеся члены, содержание неизвЪстное въ одну часть, мы по; 

$55—<=0. 

Сльдовательно, 

410 

#—0. 

Выяснете смысла полученнаго рилценяя. 

Такъ наКЪ получился всего только 1 корень, то уравнене нужно будеть 
признать за недопуекающее вовсе рФшеня, еели этоть корень окажется 
постороннимь. Подставивъ его для провфрки въ составленное дия рёшея 
задачи уравнене, мы получимь равенство 

Ко 
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о 
которое нельзя назвать несправедливымь. Вь самомь дёлЛВ символь Г 

нифя видь частнато, можеть только означать чиело, которое, будучи 

умножено на 0, дасть 0; а потому онъ можеть озвачать и 5, такь какъ 

9. 5=0. 

(Ср. $ 118). 

Такъ мы видимь, что нЪть надобности признаваль найденный корень. 

за посторонний и что полученнымь рёшенемъ указывается на еднистаенную, 

= 
возможность, какъ частное — можеть означать 5. 

= 

Отаъть. 

© можно признать за искомое число. 

$388. Безконечное ртвене уравнев!я. 

Задача 1. 

'Тёло вышло изь н$зкоторой точки на окружностя и двитается но ней 

со скоростью 5 метровъ въ мивуту. Спустя 3 минуты 18 секундъ посл этото 

чрезъ эгу же точку по лей проходить въ томь же каправлени другое тёло, 
вышедшее одновременно съ кервымь изъ точки, отегоящей оть первой на 
разетоннм 16 метровъ. Если 063 тёла, не измВняя свояхъ скоростей будуть 

продолжать двигаться по этой окружности, то котдв второе догонить первое? 

Решенте. 

Составлене уравненая. 

Положимъ, что второе тВло догонитъ нервое спустя 2 мануть пбел® того, 
какъ тфла вачали двитаться. Въ такомъ случАЪ первое т%ло, двигаясь со 

скоростью 5 метровъ въ минуту, до момента ветр®чи успфеть пройти 5х ме- 

тровъ. Второе же за эго время должно будетъ пройти на 16 метровъ больше, 

1 
т. в. (62416) метровь. Проходи 16 метровъь въ В; минуты, ово 1 меръ 

1 1 
з- 2 
5 5 

проходить въ 98 нин., а (55--16) метровъ вь 16° (52 +16) минуть. 

что и составляегь время, которое пройдетъ до момента вотрЪчи. Слдь- 

вательно, должно быть: 

1 
3- 
2 

— бар ю ее. 16°‘ ) 
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Ризиене уравненля. 

Рьшая обычнымь порядкомь это уравнене, мы получаем: 

4-16) 1 

5 

55+16 = 

На основаши того, что выяснено было въ $$ 367 и 868, мы, и не про- 

должая рЪшеня, уже видимь, что послфднее уравнеме удовлетворяется 

только безковечно большнимъ значенемт, неизвЪетнаго. Вели же мы ршенте 

еще продолжимъ, то получимь: 

—16. 16=55—52 или ве 57— 

то веть 9.2==Е Ш. 

Но, какь разъяенено было въ $382 въ п. 4, корень послёднять уравнешя 

можеть быть изображень символами: 

Вылененле смысла полученнаго рьшешая_ 

Если мы внимательнЪе вемотримся въ услов!я задачи, то замфтимъ, что 

второе тЪло дввжется еъ тою же скоростью, какъ и первое, такъ какъ оно 

1 
проходить 16 метровъ въ ы мин.. слфд.. въ 1 мипуту также 5 метровъ. Но 

двигаясь съ тою же скоростью, кавъ и первое тЬло, оно его догнать, конечно, 
никогда не можеть, но и прежде никогда съ нимъ въ одной точкЪ находиться 
не иотло бы, если бы съ тою же скоростью движене пронсходнло и до того 
момента, съ которато ето разематриваеть задача. Это и выразиаеть корель. 

=Жоо. 

ще ноняти$е будеть этоть отвётЪ, если мы кь случаю равныхь екоро- 
стей перейдемъ постененио, видоизифнивъ для этого р®енную задачу 
такямъ образомъ: 

Два тбла движутен по окружности въ одномъ и томъ же направлени, 
выйдя одновременно изъ двухь точекъ, отетоящяхь другь отъ друга на раз- 
стояни с метровъ, первое со скоростью а метровъ въ минуту, взторое—не 
мелленые ето—со скоростью Ь метровъ въ минуту. Когда второе твяе до- 
тонить первое? 

Для рьшен1я эзой задачи уравнене можеть быть состаэлено такъ: Вх 

мипуть первое тБло нройдегь ах метровъ, второе же 5х метровъ н пратомъ 
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на с метровь больше перваго, такъ что должно быть: 

и-аж-е 

и, еяБдовательто, 

Изъ этого выражен]я отчетливо видно, что ЧЬмъ а будеть меньше от- 

личатьея оть В, тёмъ больше будеть х, то есть, чВмь скорости тВль, движу- 

щихся но окружности, будуть меньше отличаться другь оть друга, тёмъ 

боныше пройдеть времени до ихъ потрёчи, при чемь число, выражающее 

разность между скоростями, можеть сдфлаться по абсолютной величинЪ 
меньше всякато заданнато абсолютнаго числа, кавкъ бы мало оно ни было, 
а вмфстВ съ тВмъ чнено, выражающее нремя,—больше всякато заданнато 

зисла, какь бы велико оно ни быль. 

Какъ, разъяснено было въ $ 117, вес сказанное при предноложени ‚ чте 

©>0 и фие меньше а— можеть быть коротко выражено так 
‹ 

Если едфлается 

то 

в 
=: = оо. 
5 

Легко такимь же образомь можеть быть показано и разъяснено по 

смыслу своему, что—при предиоложени, что Е>0н Ьие больше в — 

если сдфлается 

$—а. 

Отазьть. 

Второе т6ло никогда перваго не дотонить, 

Зная налередь, что нри дЪлен:и двухь неодинаковыхь чисель другь 

на друха 1 получиться не можеть, интересно узкать, вакъ отв%тить уравне- 

не на слздующей вопросъ: 
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Задача 2. 

На какое число нужно раздлить другое на 3 большее, чтобы частиее 

оть этого дБлешя равнялось 1? 

Рьшене. 

Составленле уравиеная. 

Бели искомое чиело назовемь х, то требоване задачи выразится урав- 

ненемъ: 

х+3 

= 

Рюшене уравнешя. 

'Уничтоживъ знаменателя, мы нолучаемъ: 

#+8=2. 

Продолжить рёшеве уравпентя возможно п такъ: 

х— —3, 

и такъ: 

06% зже возможности можно заразъ выразить такимъ образом: 

0.5==3. 

А какъ разъяснено было въ $ 882 въ п. 4, корень послдняго уравненя 
можеть быть изображенъ символами: 

&=+ 
=“ 

= 8 

Выяенене смыемр полученнаго рлшеняя. 

Омыель этото отвЪта тотъ, что чБмъ больше сдЪлается абеолютная вели- 

2+3 
чина числа г, тВмь меньше будеть отличаться дробь --- -07Ъ1,и что тахемъ 

х 

етособомъ разность между этою дробью и 1 можеть быть одфлана но а6е0- 

лютной величин® своей меньше воякаго абеолютнато заданиаго числа, какь 

бы мало оно ни было. Такъ, напр., при 2=108, атакже при #=-—1018, эта 
дробь будетъ отличаться оть 1 всего только на 0, 000 000 000 000 000 003, 
при дальнёйшемь же увеличени х и еще меньше; и продолжаться можеть 

: 2+3 . 
увеличенте чиена хи въ завиенмости отъ этого приближене дроби —— къ 1+ 

` 
безнредёльно. Изь сказаннато видио, ато, отвфчая на воирось задачи при 

помои символа оо, мы вкладываемъ въ отьвтъ боле глубокий смыть, 
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чВыъ просто отрицая существоване такого числа, при дёленйи ва которое 
числа на 3 большаго получаэтся 1. 

Отетть. 

Бель понятуя о безконечности задача це допускаегь ршещя. 

Задача 3. 

Изъ какой точки прямой АВ нужно провести лрутую прямую, чтобы она 

хзевкла оть перненднкуляровь, возставленныхь къ АВ въ точкахь Ан В, 
равные отр®зки данной длины? 

Рушенте. 

Составлене уравнения. 

Пусть будеть 2 искомая точна на прямой АВи У2 искомая прямая, 
а Си Рточки пересченя послёдней съ перненднкулярами АМ я ВМ, воз- 

втавленными къ АВ въ точкахь Аи В. Ол®довательно, по задание отрзки 
АС и ВО должны быть 

равны между соб0ю и у 

двиной длины. Пред- 

положивъ ве отр®зки, 

которые будуть упоми- 

наться,  измвреняыми 

одною и тою же м6рою, 

обозначимъ числа, выра- 

жающия, сколько разъ 

эта м8®ра содержится въ 

разетоявши точки @ оть 

А, буквоЮ $, ВЪ ДЛИНЬ 

отрёзка АВ—буквою а, В р 

въ одниаковыхь по дли- 
инф отрёзкахь АСи ВО-буквою 5. По доказываемой въ геометрии теорем 

отрёзокь ВР долженъ быть во столько же разъ длиннфе отрёака АС, во 

сколько разъ отр%зокъ ВЯ больше отр%зна АЙ. Это выражается уравненемъ: 

изъ которато и можеть быть найдено разстояне точки 2 оть 4, а выЪеть съ 

этимь и положеше ея самой. 

Рюшене уравненяя. 

Ли вая часть уравненя можеть быть сокращека на $. Уничтоживъ за- 

зфмъ знаменателя, мы получаемь: 

дак а. 

Барховь. Руководство алгебры, 
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Продозжая рёшене, мы получаемь 

х—и=а или саыях, 

то есть 

Корень же этого уразненя есть, какъ разъяснено были въ $ 882, 

= Жо. 

Выяененае енысла получениаго рощеня. 

Сыыель этого корня тоть, что чЁмь дальше вираво или влфно отъ 4 

продолженная нъ об стороны прямая СЛ нересфчеть прололженвую 

такь же прямую АВ, тёмъ меньше отрфзкн 4 и ВО будуть отличаться но 
длин своей одивъ оть друтого, равными же они стануть только тогда, 
когда точка 2 нечезнеть на правой нли на лБвой сторон® ву, безконечно- 
сти, то веть, когда прямая УХ станеть параляельною АВ. 

Исчезновеню буквы 6 при рышени уравневзя означаеть, что вскомый 

отвфть це зависить отЪ того, какой длины должны быть отоёкаемые прямою. 
У2 оть перненднкуляровъ равные отрёзки. 

Отатьть. 

Безъ поняя о безконечностн задача рфшеня не долускаеть, 

При примфнен1и зке отото ноняя рфшен{е гласить: 

Требеване задачи удовлетворяется безконечно отдаленион точною 

прямой АВ, другкмн словами, опо удовлетворяется прямою параллель- 
кою АВ, притомь всякою (хакъ какь въ рышени: Б псчезно). 

$ 389. Неопредвленное рен уравненя. 

Задача 1, 

Купешь вынисаль 1000 труить. Получивъ ихь и открывъь ящикь онъ 
увидфть, что изь пихь 200 штужь совершенно испортились, Тогда слъ 

разечиталь, что если будеть продавать этоть товарь съ надбавкою къ покун- 
ной иБЕЪ 25%, то выручить только тВ деньги, которыя онЪ самъ заплатил 

за труни. Иа какую сумму было вызисано групть? 

Ршенте. 

Составлен уравненая. 

Положимь, что за вывнсанныя 1000 труить было заплачено х рублей. 

Вь такомъ случа каждая груша купцу самому обходилаеь арб. 



— 451 — 

25% надбавки означаютъ, что на 100 рублей нужно налбавить 25 рублен. 

25. 
елфл., па 1 рубль 4 « — $ 

100 

Е лей т 85 ‹ 
а на ле 4 О. 

1000 РУ 1000 100 

СлЪдовательно, купцомт, разечитано было, что каждую грушу слБло- 
# х 25 

вало продавать но |-—-- | -— . | рублей, чтобы вернуть только за- вол (=> 2 1055 вы) рубле, нуть то 
траченных деньги. Но такь какъ въ продажу поступаютъ 1000—200, то есть 

800 групть, за которыя заплачено х рублей, то кунцу самому каждая груша 

$ . 
теперь стоять 50 рублей. СлВловазельно, дозжяю быть: 

Ея х 85 

1000 "1600 ` 106 — 500" 

Рьшене уравиия. 

По умпожени уравненая на 4000 получается: 

д отсюда: 

то есть, 

0. 5=0. 

Корень же нослЪдыяго уравнен!я выражается (см. п. 5 $ 382) символонъ 

Выненене смысла полученнаго решен. 

Получене корня въ вид неопредфленности означаеть, что скольно 

бы ии было заплачено за товарь, купець вернет свси деньги, если будеть 
его пролавать, какъ сказано въ задачВ. 

Составленное же намн для рёшетя задачи уравнене оказывается, 

вели ето разсмотрть внимательнЪе, тождествомь, которое какъ таковое 
удовлетворяется веяннымъ значенемь х (ер.еказанное но поводу примфра 
В ВЪ 6 380). 

Отаъть. 

Изь данныхь, сообщаемыхь задачею, нельзя уенать, ва какую сумму 
было выннсано труптеь. 

. 
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Задаца 2, 

На сторон® МХ даннато угла ХМУ лежить точка А, на сторонф его 

МУ точки Ви С. Разетояния этихь трехъ точекъ оть М, измфревныя одною 

и тою же м6рою, выражаются соотвётетвенно числами а, 6, с. Чрезъ точку С 

проведева прямая параллельная АВ. Отвфтить на слёдующе вопросы: 

1} на какомъ разстояви оть М послёдняя пересфкаеть сторону МХ? 

2) какъ измфнитея отв®ть, когда прямая АВ, нередвитаясь параллельно 

самой себ, доетитнеть вершины М? 
Хх 

Решенте. 
А 

Точку пересвченая, ко- 

торой разстояе оть М 

требуется найти, низзовемь 

1. Это разетояе пусть 

водержить 2 мёръ, упо- 

мянутыхь въ задвч6. Въ 

утакомъ случа по изв- 

|: стной геометрической тео- 

ремф должно быть: 

‚5... ® 

слфдовательно, 

Это и есть ответь на первый вопфось задачи. 

Если же прямая АВ указаннымь въ залачЬ образомъ доститнеттъ вер- 

жилы М, тонвнф превратятся въ 0, а формула для х приметъ видь: 

Сыыель этого отетьта, получающагося на 2-ой ертросъ, ясенъ: какъ только 

точки Ан В сольются съ М, положен!е прямой АВ, онреджлявшееся т0ч- 
ками Аи В, дЪлаетея неопредфлениымъ, такъ какь чрезъ одну точку мо- 

жегь быть проведено безчисленное множество прямыхь; выЪетЪ же съ этимъ 
н положеше точки 2 дЁлается неопредьленнымь_ 

Замфчан1я по новоду второго вопроса. 

Неопредфленность положен я прямой АВ, котда она доститнеть точки: 

М, можеть быть устранена, если мы для сравненя возьмемь вспомота- 

тельную прямую 4:8, параляельную АВ. 
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Разстоявля точекъь А; н В, оть М пусть будуть теперь равны соотвёт- 
ственно а и Ь примфнявшамся уже м8рамъ, разетоянёя же точень А оть 

А, х 
А. 

В, 

А, я Воть В,- соотвфтственно равны а; и 8; такимь единицамъ. 

То же, что выражалось уравнейемъ Е, теперь выразится такъ: 

ча 
се Ы 

а изъ этого уравнешя мы находимъ 

ав: 
= 

Теперь случай прохожденя прямой АВ чрезь вершину М даннаго 

угла долженъ быть опредвлень канъ тоть, когда 

а:=а 

Корень уравнешя 

а 6 ,, 

о 
въ этомъ случа опять приметь ведь г Но если мы въ двлимомъ заетнато 

а—а., 
3 вынесемь а множителемь за скобки, а въ дВлитея в $, то названвый 
а 

корень примегь видъ: 

« 
у: 0). 
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Въ геометри же доказывается, что ири параллельноетн прямыхь АВ 

п А:В: должно быть 

Слвдовательно, послёднее выражеше для х можеть быть сокращено, 

поел чего для него получается: 

то есть выражене совершенно опредфленное. Но если мы обратимъ внима- 

не на 10, что при этомъ сокращении исчезли числа а: и В, опредфлявшя 

положеще прямой АВ, то должны заключить, что при этомь оказалось 

отброшеннымь услове, оть которато зависфла параллельноеть ли 2С 

п АВ, и осталось только уелоше, оть которато завиейть параллельность 

алый 20 и 4А.В,. 

в—& 
Такъь мы видимь, что и неопредфленность выражентя с. и ег 

а 
сокращене и получающаяся носл$ этого опредфленность выраженя для г 
допуекають геометрическое толковаяе, и омыель всего этото слёлующий: 

Котла дЪлаются 

а: =а 
и 616, 

точки А.В и М сливаются п положене прямой АВ длается неопредф- 

леннымьъ. Сокращейе фавноспльно тому, что мы отказываемся оть 
опредБлевня положен точки @ при помощи прамой АВ, которой поло- 

жене при пазванныхь услошяхь сдфлалось неопредфленнымь. Опред®- 

ленность выражешя, получившатося послф сокращешя, соотвьтствуеть 
опредьленю точки 2 при помощи прямой 4.В,. 

$ 390. Полятю о раскрыти неопредёленноети. Въ изсльдовави по- 
елВдией задачи въ предыдущемь паратре ф® мы зъ формулахь Ти ПТимли 

случай познакомиться съ выраженемъ, которое пря изв®етвыхь условяхь 
дБлалоеь неонредфленнымь, и видвли, что эта неопред®лемность вутемъ 

ивкотораго преобразовая мотла быть устранена. Видовь вырежен!, 

могущихь дБлаться неопрелфленными, существуегь много. Преобразо- 

вашя же, удаляюния изь внхь возможность пробрЬтевя при извфст- 

ныхь усломяхь неопредфленнато вида, называнися раскрыт1емь 
неопред $ ленности. При этомь значене выраженя, получаю- 

щееся при этихь условяхь по раскрыи неопредьленноети, называется 
нногда истиннымь значентемь его. Но не елЪдуеть забывать, 
что появлеше въ рЫвени какой-либо задачи неопредёленности иметь 
всегда особый смыелъ (если ова не ‘указываеть на упущенную ва виду в0з- 
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можноеть сокращен1я) и что раекрыме ея соотвЪтетвуеть отбравываню 

НВкоторой чаети уеловй задачи. 

Сказанкое подтвердится между прочимь и при изслёдовави рёзпеня 

задачи, приводимой какь примБръ въ елфдующемъ параграфЁ. 

$ 391. Изелфроваве общаго ршенёя задачи. Часто въ задачахь 
вмфото опредфленныхь чисель даютея неопредёленныя; и дВлается это 
©ъ тою цфлью, чтобы получить общее ршен1е задачи (см: Ти И вь вету- 
плен къ книг). Часто р5шають сперва въ буквахъ, другими словами, 
въ общемъ видф также задачи, въ которыхь даны чиела опредфленяыя, 

и затБмъ уже въ такихь елучаяхь подставляють для полученя искомаго 

отвфта данным числа въ найденную общую формулу. Принято это дфлать 
особенно при рЬшени геометричеекнхь задачь. 

Получающееся вь видЪ общей формулы рЬшевн1е задачи обнимаеть 

вс вообще возможные случаи: и случаи безусловной возмозкноети рЕшеня 
ея, и случаи невозможноети рЫшен1я, есзи таковыл существують, и рав- 
ным образомь всВ тВ особые случап, когда корепь уравненя можеть быть 

иетолкованъ, какъ нфкоторое особое ршене задачи. 

Выяснеше, при какихь условяхь получался каве изь возмолиыхь 
случаевъ рёшеня задачи, называется изсл $ дован!емт общаги 
р шен+я ея. 

Примръ. 

Задача. 

Вь треугольник АВС поетроена высота Ари 

въ вершинф А возетавлень къ сторонв ето АВ 

нерпендикуляръ, переевкаюний продолженную ето- 

рону ВС въ точкЪ Е. Зная длину а, фи 4 сторонъ 

треугольника ВС н АС и отрфзка СП, найти длину 
отрЬзка ОЕ*) и изелёдовать рЪшене. 

Рашенте. 

Составлен и рьшенле уравненя. 

Назовемь длину 

отр%зка ОЕ буквою 

2, а длину высоты Е й [4 =) В 

АР буквою В. Отр5- 

зокь ВО равенъ разпоста отрёзковь ВС в СР, елЪдовательшю, длина 

его должна быть выражеша формулою я—4. 

+») Примьчане, 
'Называя въ геомотрическихь задечахь на вычислеше длину ливёй наждую 

прост. ‹дною буквою, предполагають, что эти лини измёрены произв льною, 
но всяк разъ сдною и тою ке мьрою, п что буквы выражають, онолько разт 
чакал мЪра въ нижь содержится. 
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Изь прямоугольнаго треугольника АСД мы по пиеаторовой теорем 

мыфемт; 

а, 
и отеюда 

2—6 — 4. 

По извфетной геометрической теорем® о высотБ въ прямоутольномь 

треугольник мы изъ треугольника АВЕ имфемъ: 

2_ № 

В 4 

Умноживъ это уравнев:е на в и пюдетавивъ въ него посл этого выфето 

#1 равное ему зыраженше 2—4", мы получаемъ: 

в 

«4 
> 

«4. 
== 

Посявднею формулою для х и выражается искомая длина отрёзна ОР. 

Изельдоване. 

По теоремВ, доказываемой въ геометря, лия АС какь наклонная, 

не можеть быть меньше перпепдикуляра АР. Потому Ь не можеть быть 
2 

меньше @ и по этой причин въ частномъ 3’ которое мы должны из- 
& 

сл№довать, дЬлимое никогда не можеть быть отряцательнымь. Но в 

можеть быть н меньше 4, токъ какъ вершина В можеть дежать танже 
между Си В. 

Вь этомъ случа утоль АВО быль бы тупой, значене же х было бы 
отрицательнымь, что означлеть, что точка Ё находилаеь бы на иродол- 
зкеши стороны ВС за вершину В {въ чертежЁ празфе В). Увеличене числа, 

а соотабтетвовало бы перемфщенНю точки В по направлению оть С кь Р. 

При а-—4 точка В совпала бы съ Ри прямая АЕ сдёлалась бы параллель- 
ною ВС, а изелдуемое выражеше приняло бы видь 

2= 0, 

что вмфетВ съ порядкомъ знаковъ — и -- езначаеть, что точка И въ нё- 
ззавномь случаЪ ночезаеть ка пряной СВ въ безконечиости на правой 
сторонф я ноявится опять на ней изь безконечиоств уже слфва, вакъ 
только в стзиеть больше 4, то ееть, какъ только точка В диинегся дальше 
въ прежнемь иаправлени . Иосл® этого значение хостается положительным, 
я чёмь больше будегь а, тЕмЪ меньше будеть 2, то есть, чфиъ дальне. ть № 
уйдеть (вправо) В, тЪиъ ближе къ Р будеть находиться Е. 
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При неизмыфняющихся значеняхь аи 4 абсолютное значев:е х умень- 

шается вмветв съ уменьшенемь Ь и увеличивается вмфетб съ увеличе- 

из емь $. Этимь указывается, что при неизмфняющемся положен точек, 
.В,РиС, точка Е будеть приближалься къ основамю высоты Б или 

удаляться оть иего, смотря но тому, будеть ли къ нему приближаться. 
или оть него удалятьея точка А. 

Особеннаго вниманёя заслуживаеть случай, когда при эхомъ станеть 

= в. 

Ивелвлуемая формула въ этомъ случаВ превращается въ выражеше 

4’ которое можеть быть сокращено на (а—@), посл чего получается а 

&-а-4. 

Этимь указывается на то, что еслы въ данномь треутольвикВ оторовы 

ВС и 4С окажутся равными, 30 и отрЁзокь ОЕ будеть имъ равенъ, такъ 

что если бы мы описалн изь точки С какъ центра окружность радтусомь 

СВ, то она прошла бы чрезь точки Аи Е. 

И если, наконець, нри томь же услови, что 

станеть еще п 

то корень 

© 
приметь видь неонредленности з’ ио_въ то же время можеть считаться 

танже раввымъ Эа, такъ канъ при условн Ъ==а значене < оказалось 

равнымь в-4. 

Возможное при названныхь зыще условяхь преобразоваве 

ы в м (1009 
в—4 =—4 4 

=а +4—28 == 

есть раскрыце неопредёлевности корня, лёлающагося таковым именно 
велёдетые этихь услов1Й. 

Геомегричесюй же смысль этой неопредЪленности и ея раскрытя 

следующий: 
ЗВычиелен!е длины отрфзка РЕ по формул® 

и 

а—4 

ееть вычислене длины лини, получившейея путемь омисаннаго въ задач. 



— 458 — 

построешя. И въ частнемь случав, когда дБлаетея 

а, 

а затвмъ и 

4= ==а, 

этою фориулою указывается вычислеше лнвт, получающейся все ТВыь же 

именно способомь. Но какъ только сдёлаются 

точки А, Ви Р сольются, а вмфет6 съ тЪмъ сольются и прямыя АЁн ВС, 
такъ что у нихъ будеть уже не одна общая точка (Е), а безчиеленное мно- 

жество, п это и указывается неопредленностью выражетя для х при 
пназваиныхь условяхъь. 

Поель же сокращеня, двлающатося возможнымъ, когда дфлается 

Ь= 

формула для < превращается въ выражеше а--4 и указываеть. вычвелен1е 

отр®зка, получающагоея не посредетвомь указываемаго задачею построе- 
ня, а посредствомь другого болфе проетото, состоящато зъ отложени на 

ВС отрёзка СЕ равнаго СВ-=СА. 

Только получаемый послфднимъ способомъ отрёзокъ ОЕ будеть имфть 

длину Эа, когда сдфлаются 

-9:= 

Такъ мы видимь. что раскрывъ геопредФленность посредствомь ©0- 
кращеня, мы выЪфстВ еъ этимь удалили изъ формулы, соотвЪтетвовавшей 

веёмь первоначальныиь условямъ задачи, нёкоторую часть ея, безь кото- 
рой она предотавляеть ршенде нфкоторой новой болфе простой задачи. 

Интереево для сравненёя прослёдить и другой нуть, которымь мозжно 

перейти къ частному случаю задачи, котда 

4==а. 

Можно представить себЪ, что сначала дЪлается 

4=в, 

влЪдовательно, прямая АЕ параллельною ВС и, какъ уже разъясиено было 
выше, 

= о. 

Уменышпая затВмъ (выше уже было разъяенено, что 5 не можегь быть 

меньие 4) постепенно $ до 4, мы будемъ все времи нолузать для т безконечно 
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болышя значеня, чБмъ указывается, что прямая АЕ, приближаясь всяЪд- 
стве уменьшенгя стороны АС къ ВС, будеть оставаться все время нарал- 

лельною ВС, пока, каковевь, не станетъ 

Ь--а= 

и корень уравненйя не приметъ видь 

о 

о 

которато смысль разъяененъ быль уже выше. 

Прим чанте. 

Въ, раземотр$ицой задач корень уравненя дфлалея неопредфленнымь 

при услови, что становилиеь 

9=% 

Такъ называемымъ потнынымь значешемь корня въ этомь елучав 

«каза товь 

5=8а. 

При изелфдован:я рёшеня выяснилось, однако, что по отношеню къ 

задач истина имевио и указывается неопредфленностью корня уравнешя 

и 970 названное звачеве не составляеть даже чаетнато случая рёшеня 
этой задачи 

$ 392. Еще примбрь изехВдоватя решена: задача о курьерахъ. 

Задача. 

По дорогВ Вдуть два курьера и профзжаютъ въ часъ первый в; версть, 

второй с; версть. Второй профзжаеть мимо станифи В ё часовъ посл того, 
какъ первый минуеть станцю А. На какомъ разстоян: оть В вотр®тятея 

эти ‘курьеры? 

Рьшенте. 

Составлена уравнензя. 

Положимь, что курьеры Фдуть езЪва вправо н встрёчаются въ точкЪ 

У/, отстоящей оть В на разетояви 2 версть. Оть момента выфада изъ А д» 

момента вотрьчи первый 

курьерь прозхаль (4) А а в х я 
— 

зероть, и такь какъ онъ 
въ чась профзжаль по с; версть, то на весь этоть путь ему повадобилось 
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стожько часов ‚сколько разъ с; версть содержатся вт (4-2) верстах. та есть 

4 часовъ. 
& 

Второму курьеру, профхавшему до того же момента веет» х вереть, 

понадобилось на этоть путь, такъ какъ онъ въ чась профажаль по сз версть, 
столько чаеовъ, сколько разъ с, версть содержатся въ 2 верстахь, то есть 

=. часовъ. На путь оть А до № первому курьеру понадобилось времени 
ео 
на : часовъ боле, чБмъ второму на путь оть В до №", то есть, должно быть: 

4 = _ 2 В 

р 6 

Рьшене ураененяя. 

Уничтоживъ знаменателей, мы получаемъ: 

сза-Нене есь 

а отсюда 

еее -езр 
ва) (ег) 

и 

„ай. 
в 

Иземьдоваае. 

Предпошлемъ подробному раземотрфийо полученной для х формулы, 

что въ ней произведение с; Ё означаеть число верстъ, которое первый курьеръ 

усиВеть профхать съ момента выфзда со станум А до того момента, когда вто- 

} а а 
рой курьеръ провдеть стаяцю В, и что частныя = и ’ которыя будуть 

т 

ветрёчаться въ изол6довани ‚ означають чиело часовь, вь которое соотв я- 

ственво первый и второЯ курьеры пробзжають пространство оть 4 до В- 

Наибонфе полная картина измневя мфота вотрфчи курьеровь въ 
зависимоети оть измъненя скоростей ихь по величин и направленно 

должна получиться при стБдующемь норядь® изслВдованя. 

1. Нели с, >>, >® 

и притон 

а 
1) < а, слёд., *) <», то #>0 

*) Но 1-й изъ теоремъ, докязаиныхь къ $ 1%. 
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а 
—› то г=0 
в 

3) :> @, сабд., > 1, то #«0. 
а 

3) с1:=4, слд., 

Указывается же получешемь въ перечиеленныхь случаяхъ различиаго 
рода значев1й корня сл$дующее: 

Если первый курьеръ Фдеть скорфе второто, но нрофзжаеть при этомъ 

путь оть А до В болфе, чёмъ въ { часовъ, такь что второй уснЪваеть про- 
Ъхать мимо В раньше первало, то ветрфча пронзойдеть внраво отъ В; если 

же первый при этомъ пробдеть путь отъ 4 до В въ # часовъ, а потому при- 

бываеть въ В выЪотЬ сь первымъ, то ветр%ча происходить въ В; и если, на- 

конець, при этомъ первый пробхаль путь оть А до В менфе, чфмъ въё часовъ 

и потому мимо В раньше второго, то ветрфча произонгла до этого момента, 

влфво оть В. 

Въ послфднемь слузаЪ вотрфча могла произойти между Ая В 

в а а 
(пои ‚< .}. въ А (пы :- 5 п две А (о > 5. 

р 6: р 

Н. Бели в: =, 

>00 
>20 

и нратомъ 

1) её < 4, то г= Ко *) 

2} ей =а, то = 

3) си>а, 0 = *). 

Этимъ указывается сльдующее: 

сли курьеры Фдуть съ одинаковою скоростью и нрибывають въ В 

не одиовременно (пп.1и 3), то они нигдЁ не ветр®тятся и нигд$ не встрЪ- 

чались; если же они прибывають одиовременко въ В, то при одинаковой 
скорости #зды они, очевидно, все время уже Ъхали вы$фстф и будуть про- 

должать Ъхать такь же, такь что каждая точка ихьъ общего пути съ одина- 

ковымь правомь можеть. считаться мФотомъ вотрЪчи. 

Вь пояснение смысла безконечиаго рёшения добавимъ и бозфе подробное 
тоцковаяе его, тлабящее такъ: если первый курьеръ усифваеть профхать 

мимо В раныие второго (п. 3-й), то чЁмъ меньше с, отличается оть сз, оета- 

ваясь все время меньше су, тВиЪ дальше оть В влЪво произошла, вотрЬча; 
если же второй курьерь профзжаеть мимо В равыше перваго (п. 1-ый), 
то, при тьхь же условихъ отноентельно скоростей, мВето ветрЬчи бу- 

*) Виаки передъ символоиъ < поставлены на основанён предположеня, что 
мерекодъ оть случая 1 къ случаю Ш совершалея постепенно, такъ что разность 
с;—«: приближалась къ 0, остеваясь все время положительною. 
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деть Удапяться безпредьльно вправе оть В; и такимъ образомъ въ обепхь 

слузаяхь волфлетые приближения разности с:—е; къ 0 мЪсто встрёчи 

курьеровъ можеть оказаться дальше всякой точки ва продолженной пря- 

ной АВ, какъ бы велико разстояв!е этой точки оть В уже ни было. 

ПТ. Ели << 

и притомъ: 

1) 134, № =< 0, 
2) ви =@, то х=0, 

3) «> @, 0 =>0. 

Означаегь же это по отношению къ задач слёдующее; если нервый 

курьеръ деть медленвЪе второго и второй при этомъ профзжаеть мимо В 

раньше перваго, то встрЪча, произошла влЪво отъ В; если же второй при 
этомь прибываеть въ В выЪотв съ первымь, то встрфча въ В в происходить; 
и если, наконець, при этомъ первый провхаль мимо В равыше второго, то 

встрЪча произойдеть вираво оть В. 

Вь первомь изъ этихь трех случаевъ ветрёча можеть произойти или 
а @ 

д$вфе А (о < 5) пли въ А (за = 
й. 

(= 59 
} или между Аи В 

ы 

1У Ясли курьеры Фдуть другь другу навотр®чу, нанр., второй справа, 

знЪво, то ето скорость будеть отрицательная. Это будеть, слловательйс, 

случай, когда 

>06. 

Чтобы едфлать явнымъ, что с, отрицательная величина, положимъ 

е=—1. 

Тогда формула для х приметь видь: 

„_ —а-ад тее-9 
т @т ° 

тдЬ знаменатель с:--] и въ числителв множитель Т будуть веегла положи- 
тельны. 

Если теперь пря приведеняямъ прелиоложей?и будеть еще: 

1) а0>4, то =>0 
2) с-=4, то х=0 

3) «а, те 20. 

А указывается такого родв. зиачентями корня. сл дующеех 
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сни нервый курьеръ фдеть съ такою большою скоростью ято уснфеть. 

миновать и Веще до пр1зда туда второго курьера, то встр%ча произойдеть 

вправо оть В; если въ течен1е $ часовъ первый курьеру какь разь успветь 

профхать оть А до В, то встрЪча произойдеть въ В; и если, наконець, ско- 

роеть первато курьера будеть еще меньше, такъ что онъ въ & часовъ не 
усн%етъ профхать оть А до В, то вотрфча произойдеть лёвфе В; и такь каКЪ 

второй курьеръ долженъ появиться въ В посл того, какъ первый появляегея 
въ А, то въ послЁдиемь случа вотрёча состоится, очевидно, между Аи В. 

У пт, д.. Осталось еще изелдовать случаи. когла 

еее, 

котда ис; и с, отрипательны, то есть, оба курьера Флуть справа влФво, 

и, наконець, еще разъ вс перечисленине уже въ п. п. 1--У случаи съ с: Н са, 

но при отрицательномь &, то есть при условия, что второй курьеръ про- 
вжаеть чрезь В раньше, чЬмъ первый курьеръ минуеть 4. 

Но показавъ въ пунктахь Г--ТУ сь достаточною полробноетью, какь 

должно вестись изслёдоваюе рёшешя задачи и указавъ также, что еще 
осталось разсмотрёть, мы кожемъь предоставить продохжеве этого изел- 
довантя самимь учашимся. 

ГЛАВА Ш. 

понят!я о системъ уравнен!й и о равно- 
еильныхъ системахт. 

$ 395. Неопредьленноеть рБшенш уравненя еъ нЪеколькаыи не 
извветными. Если мы въ уравнени съ двумя непявветными 

перенесемь у въ другую часть, то нолучимь: 

=. 

2 
Если мы теперь возъмемь уравнымь 1,2. 3, Утит. л.н подстава мь 

З 

эти значентя въ послфднее уравнеще, то соотвЁтетвенно окажется х равпымъ 

31 = 
1, 0—1, 15. 5. 2— У? ит. д. Такт мы для кажлаго произвольно взятаго 

значен1я у можемт найти такое значенуе х, которое выбст® сь вомь удовле- 
творяетъ уравнению 

ху 
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Подобнымь образомъ п во веякомь другомь уравнени съ двумя не- 
извфотными каждому произвольно взятому значению одного нензвфстнато 
соотвётствуеть н®ноторое опредфленное значеше другого, козорыя оба 

зыЪетВ удовлетворяють этому уравненно. 

При трехъ неизветныхь можно двумь изъ нихь сообщать произвольныя 
значеня, при четырехь тремъ изъ нихъ и т. д. и т6мь же епособомъ, какз, 

въ приведенномь примёр%, всяый разъ вычиелить то значен!е остающатоея 

неизввотнато, которое выфст% съ другими составять систему значенй не- 

извфетныхь или систему корней, которая удовлетворить данному 
уравненю. Всякая система корней, удовлетворяющая уравнению съ нф- 

сколькими неизьфотными, составляеть р шенуе е1о. 

Изь воето сказаннахо слфдуегь, что уравнене съ ввоколькими неизвфет- 
ными имфегь не одно, не даа, вообще не опредфленное число рьшевй, 

а обладаеть охарактеризованною выше неопредёленностью и допускаеть 
всегда безчисленное миожеетво рьшен. 

$ 394. Вневеще опредЪленноетя. Въ уравневе съ ифеколькими не- 

изв®отными можеть быть внесена опредфленность только поередеявомъ огра- 
ниченя рёшенЙ какими-либо условёями. Если, напр., потребовать, чтобы 

числа, удовлетворяюния уравненю 

#у-=2, 

были цфлыя и положительныя, то рёшене получится уже только одно, 
& именно уравнению уловяетворить только система корней: 

= уу. 

Этото рода отрамичен1е чела рышевй уравневй намн будеть также 
разематриваться, но только поздифе. Теперь же познакомимся съ друтнмъ 
видомъ его. 

Можно было бы, напр., поставить условемъ, чтобы въ ураннени 

х--у=2 

у было вдвое больше $, то есть, чтобы было 

у—=8х. 

Чакъ ыы видимъ, что отраничене тенерь введено ири момощи второго 
уразненя, содержащато тё же нензвфетныя, и требованя отыскать тая 
эваченля ненавфстныхь, ноторыя бы удовлетворяли и первому я второму 
жрь этихь уравяен!Я. 
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сли мы въ уравиене 

ду? 

зифсто у подетавииъ т, то получимъ: 

#-+3т=2 

или 

Зт-=2, 
откуда 

2 ==. 
3 

Исли же мы это значенле подетавимъ вмЪето х въ уравнене 

У=2х, 

то получимь 

+ 
у=> 

Е 

Подотавивъ полученныя для хи у зпаченгя въ уравиенае 

`ау—8. 

мы убЬждаемся, что они удовлетворяють ему; но они удовлетворяють и 

‘уравнению 

У=9х. 

Какъ легко убёдитьея и какъ это елфдуеть изъ общато правила, которое 

будеть ниже выяснено, кром системы корней 

другой нфть, которая бы удовлетворяла одновременно обонмъ упомивав- 
шимся выше уравненямъ. 

Такъ оказалось, что требоваше, чтобы дев нензвЪстныхь удовлетворили 

одновременно двумз уравиенямъ, соетавило вполн® опредёленную задачу. 

Разсмотримъ еще елучай, когда неизвзетныхь три. 

Если, нанр., дано уравнене 

=-Ру+2=93, 
Барловъ. Руководеню алгебры. 
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то и оно, какъ разъненено было въ предыдущемь параграфЪ, допускаеть 

безконечиое число рёшенйЙ. Исли бы мы предъявили къ вотрчающимся 

эъ этомъ уравнев:н нензвёстнымт, еще требоване, напр., чтобы было 

в=у— 8х, 

з0 подетавизъ въ данное уравнене у—2х вмфсто 2, мы получили бы 

хуфу— 8—9, 

то есть 

Зи—е=9, ....( 

слфдовательно, одно уравнене съ двумя неизвфстными, допускающее такие 
еще безконечное чиело рёшенйй. Но если бы мы кь нензвфетнымь предъ- 

явили еще третье требоване, нанр., то, чтобы они удовлетворяли еще урав- 

неню 

82—2у+2=1, 

то, подетавивъ и въ него 2у-—х вмфето 2, мы получили бы второе уравнеше 

82 Зуфу 5—1 
или 

6=-у—1, . ® 

содержащее также только два неизветныхь хи у, какь и уравневе Г. 

Преобразовавъ это нослфдиее такимъ образомъ: 

—#=9-—у 

#=3у—9 

х подставявъ выраженте Зу—9 выЪсто х въ уравнеше И, мы получаемъ: 

12у—54—у=т, 

а отсюда 

119-55 

у=5. 

Подетавивъ это значене выъето у въ выражене Зу—9, полученное для 
<, мы находимъ: ” 

= 

а подотавиръ выфото хн у получивийяся дая нихь значеня въ найденное 
выше уравнене 

2=у—24, 
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мы находимь, наконець, 

#=8, 

и вмВетБ св этимъ систему корней: 

1=1; у 

единственную, которая удовлетворяеть олновремекио уравиен1ямъ: 

Туть оказалось, что задача стала опредёленною, когда къ тремь не- 
извветнымь было предъявлено требоване, чтобы они удовлетворяли одно- 

времепно иреме уравиешямъ. 
Такь же можеть быть показано и будеть впослдетыи въ общемь видь 

доказано, что въ случа 4 неизв®етныхь и уравнен!й должно быть дано 

4ит. д., то есть, чго вообще всяый разь должно быть дано столько уравневй, 

сколько имфется неизвфотныхь для того, чтобы задача стала опредбленною. 
Но нужно прибавить, что эти уравненйя лолжвы быть независи - 

мыии друть оть друга, т. е. обладать свойствомъ. о которомь говоритея 
въ слфдующемь параграфВ. 

$ 395. Поняе о незавиеимыхъ другь отъ друга уравненяхь. Если 

мы вернемся къ первому изъ примфроръ, разсмотрфнныхь въ предыдущемь 
параграф, и замЪнимъ въ немъ второе изъ данныхъ тамъ уравнен!й (у==8) 
друтимъ, а имевно, если мы подожимь, что кь нензвфстнымъ хи у предь- 
является требоваще, чтобы они удовлетворяли одловременно и уравкенйю 

х-ру=е 
и уравненю 

3=--З3у=6, 

получающемуся изъ перваго чрезь умножен1е частей его на 3, то спраши- 

зается, получимъ ли мы также одно опредфленное рытен{е задачи. 
Но 2-0й изь теоремь, доказанныхь вЪ $ 366, слёдуеть, что веякая си- 

стема корней, удовлетворяющая первому изъ эгихъ двухь уравнен1й, долана 
удовлетворять и второму; выше же было разъяснено, что первому удовле- 
зворяеть безконечио большое число такихь сиетемь; слфдовательно, все 

это безчисленное множество системъ корней должно удовлетворять и вто- 
рому. 

Слфдовательно, высказанное теперь требовазе уже ие предотавляеть 
задачи, дающей одно опредфленное рёшене (или нфкоторое опредленное 

отраниченное число рёшен1);и объяеняется это тёмъ, что мы второе урав- 

30* 
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нене вывели изъ первато и что оно поэтому не выражаеть вовсе новего 

требовавщя по отношен!ю къ нензвВетнымъ. 

Привеленнато прнифра будеть достаточно длятото, чтобы быль понятен, 

смысль слёдующато опредёлен1я: 

Фпредёлене. Уравнен1е пазывается зависялщимь 

отъ одного или н®*еколькихъ другихь, если оно 
можеть быть представлено какъ ел детв1е изъ 

нихъ; если же оно изъ нихъ выведено быть не мо- 
жетъ, то оно называется независимымт оту нихтъ. 

` Изь теоремъ в разсужденй, указывающихь, какь могуть получаться. 

нзь уравнешя равносильныя ему, слфдуеть, что вс получаемыя такимъ 
образомт, (можио доказать, что вообще всё) равносильныя урав- 

нентя зависятъ другъ отъ друга. 

Но зависания другь оть друга уравненя могуть быть и неравносильными . 

Такъ. напр., уравнеше 

{#48 -—9 

получаетея изъ уравнетя 

х--2=8 

чрезъ возвышене поелфдняго въ кнадратъ; слЪдовательно, эти уравнаня 
зависять другь оть друта; но они ие равиовильты, ибо послвднее иметь 

только корель 1, первое же кром% того еще корень—5. 

$ 396. Поняте о еинетемБ уравненй. Изь разсужденЙ этой главы 
мы могли убёдиться, что въ случаф нБоколькихь нензвЪетныхъ обыкновенно 

приходится имфть дёло съ н®еколькими неравносильными уравнетями, 

которымь всъмь искомыя значеня неизвфетныхь должны удовлетворять 
одновременно или, что то же самое, которыя, не будучи однозначащими, 
должны быть удовлетворяемы воть одною и тою же системою корней или 

{вътВхь случаяхь, когда рышен1 Я возможно боле одного) одивми и тЁми же 

системами корней. Для изучен!я такихъ уравнен!й необходимо предвари- 

тельно установить слёдующия поняття. 

Фпредёлешя. Уравнен!я называются  еовмиетными, 

эели каждое изъ встр чающихся въ нихь неиз- 

вфотныхъ должно н можеть имфть въ ннхЪъ во 

ВСВхХЬ ОДНО и ТО же значенте. 
Уравиен1я, въ которыхъ неизьфстныя назкан- 

изго требовантя удовлетворить не могутъ, назы- 
ваютсн несовмпетными, 

Совокунность же уравнен1Я, къ которымь 
предъявляется требованте, чтобы оян были ©о- 

выфетными, называетея счетемою урваненуй. 
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Для указан1я того, что нзсколько уравнензй составляють систему, ихь 

кишуть одно подъ другимь и сь лъвой (инотда и съ правой) стороны отъ инхь 
ставять витую скобку { ‚ или же проводять подъ ними горизонтальную черту. 

Сколькими системами корней данная система уравнен!Й можеть быть 

‘удовлетворена, столько она донускаеть рёшенЯ. 

Опредленыя. Система уравнен:й называется 
опредфленною или неопредвленною, смотря по 
тому, допускаетъ ли опа конечное (одно или н$- 
сколько) или безконечное чпело р$шен!й. 

Системы уравнентя, не допускающ:я р шен{Й, 

принято пазывать цнесовмфетными. 

$ 397. Шовяме объ иеключени иеизвФетнаго. Вь $394 мы по- 
яевили, въ какомь случаЪ система уравненй дЪлается опредъленною. 
Тамь же мы на примфрахт показали, какъ при помощи подстановокъ могли 
быть найдены рёшеня разсмотрфнныхь тамъь системь уравневй. Но нхь 

можно было бы найти также инымъ способомь, который покажемъ на слб- 

дующемь примЪрЪ: 

Можно было бы, чтобы рышать разсмотрнную уже снетему уравненй 

#у=2 
у=9х 

вычесть второе изъ нихЪ нзъ нерваго, тотда получилось бы 

хи 9х, 
откуда 

ж-2т=2, 

«лВдовательно, 

З5=2 

и 

накъ и прежде. 

Какь примфненнымь прежде епособомь подстановки ‚такь и ироизведен- 

нымь здЪесь вычитанемь достигалось то, что получалиеь уравненя, ©- 

держащя однимъ неизвъетнымт, меньше, ч5ыЪ данныя, или что это одно не- 

извъестное, какъ принято выражаться, исключалось изъ данныхь уравленй. 

Иногда такое исключен1е можеть быть достигнуто и еложенемъ уравиешй, 

а еще чаще чрезъ еложенае или вычитане уравнен!й, умнооженныхь предна- 

рительно на подходяция чнела. Исключая изь уравненй одно неизвфетисе 

за Пругимь, какъ это показано было въ нослёднемь примфрЪ нъ $ 394, мы 

25 
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въ кониб кокцовь и находимь значеню одното изъ нейзвЪетныхь, & 

затёмь легко и значеная веВхь остальных». 

Но чтобы ныфть право производить надъ уравнешями преобразовайя 

везхь упомянутыхь видовъ и подобныя имь дъйетыя, ведупия къ ненлю- 

ченю иеизвЪствыхь, необходимо предварительно доказать допустимость 

ихь, что мы и дълаемь въ слфдующихь паратрафахъ. 

$ 398. Равносильныя системы уравненш. 

Опредъленю. Двф системы уравнен1й называются 

равносильными, если он%ф имвютъ одни н тв же 

р# шения. 

Само собою разумфется, что. упомннаемое въ этомъ опредфлени уелов1е 

можеть быть выполнено только тогда, когда въ обфихь системахь неизв ст- 

ныя одни и т же, и что словами «одни и т же рёшенья» въ иемъ въ ожатой 

формВ выражается слБдующее: веякое рёшен{е одной системы есть также 

ршеве другой, и наоборотъ. 

$ 399. Основная теорема о разносильныхь сиетемахь. Для упрошеня 

доказатезьствъ, которыя намь телерь предетоить даль, предпозилемь имъ, 
что и всякое уравнен!е съ н®сколькими неизвветными можеть быть при- 

ведено къ такому виду, при котором одна часть его будеть 0, и что оно при 
этозь, на основанш теоремъ, доказаняыхъ вь Г главЪ этой части, полжно 

остаться равносильнымь данпому. Потому мы, пе нарушая этимь строгости 
доказательствь, можемь всотда. когда это пужно будеть, предположить, 
что уравнеше уже дано вт, такомъ влдё, 

Теорема. Если мы одно изъ уравнен!й системы рышимь относительно 
одного изь нензвфетныхь и получившимся выражешемь замнимъ это не- 
извфетное во во хь оетальныхь уравненляху,, то образующаяся такимъ обра- 

зомь новая снстема будеть равноенльна прежней. 

Предп. Подожимъ, что данз система уравнений 

съ нензвфетныхи 2, ун 2, что, примфрно, второе изь уравиени р®лшено 
относательно 2, при чемъ для этого неизвфетнаго получилось выражен 1е 
В. (В’ можеть, слфдовательно, одержать только нзвфотиня величины п 
эетальныя иензвфетныя 2 и у), и что выраженя Дн С вел дстье нодота- 
новки въ нихь выраженя В’выЪсто г превращаютея соотвтетвенно эъ вы- 
раженя А; и С:. 
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Утв. Система уравнений 

к данная енетема 

равиосильны другь другу. 

Док. Такь какъ ири рЪшени всякаго уравненя получаюлея все 

новыя уравненая равносильныя прежним», то ясно, что уравнея 

И В 

и 2 

о 

равносильны друРь другу. 
Чрезь подстановку же въ выражеще В’ значении х и у какой-либо 

системы корней получается вся разь значене 2 той же системы ихъ. 

А такъ какь выраженя А; ин С; отличаются оть выражен Аи О только 

тЬмь, что вЪ первыхъ двухь стоить вмсто 2 равное ему выражене В’, то 

выфетЪ съ Ди С всякою сястемою корней превратятся въ 0 также Али Су, 
и наобороть. А’ выфетф съ тёмЪ, что сказано было въ началф доказательства 
объ уравнени 

2=В’, 

этимъ и выражается справедливость утверждения. 
Такь же теорема доказывается, сколько бы система ни содержала 

уравнентй и относительно которато бы изъ пеизвзетныхь ни было ршено 

„любое изъ нихъ. 

При помощи преобразован, указываемыхь этою теоремою, рёшене 

всякой сиетемы уравнев1й можеть быть еведено кь рёшен!ю друтой, у ко- 

торой одвимъ нензнфствымъ,—т®мъ, которое былое неключено чрезъ под- 

становку, —и однимь уравнешемъ меньше. 
Такъ посредетвомь исключен одного неизвзстнато рёшене системы 

п уравнешй еъ я нензвфетными можеть быть еведено яЪ ршеню системы 

("—1) уравневй съ (и—1) нензвфстными, эта послёлняя чрезь исключен!е 

друтото нензвфстнато къ рышен1ю системы (и-2) уравневй съ (и—2) нейв- 
вЪетными и т. д., пока мы не дойдемъ до 2 равнен1Я съ 2 неизвЪетныхи и, 

наковець, одного уравненая съ 1 нелзрфетнымт. Воеходя обратно и под- 

ставлия полученных уже для неизвветныхь значення вь формулы для тЕхь 
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неизв*етныхь, которыя послфдовательно исключались, ны получимъ и вс® 

значентя каждой системы корней. 

$ 400. Феновная теорема о получеши равноевльной сиетемы исвуе- 

ственнымь сповобомъ. Исключеню неизвЪотныхь въ той же послёдо- 

зательности, которая была онисана въ конц предыдущаго параграфа, но 

зь случа надобности п въ иномь порядкф, можеть производиться также 

при пВлесообразномъ примбневни слёдующей теоремы: 

Теорема. Если въ систем уравнев!Й одно замнимЪ такнмъ, которое 

получится чрезъ сложеше умиожениыхь ва любыя числа уравпевшй ея, 

то получится новая система равносильная прежней, но только при услов!. 
что множитель замВняемаго уравиеня не есть 0 н что умножеше уравнен!й 

производится не на выражешя, содержашия неизвЪетныя. 

Предп. Положимъ, что дана система уравненй 

А—0 
В=0 

6=0 

съ нензвфотными х, уи 2., что а, фи с произвольныя числа или выраженя, 
не содержалщя неизвЪстныхь, но с не равно 0, и чю, приифрно, третье 
уравнене замфняется новымь. 

Утв. Сислема уравней 

Я=о0 

В=о 
вА--ЬВ-еб=0 

и данная система 

А=0 

равносильны другъ другу. 

„Док. Велкая система корней, превращающдая и Аи Ви Съь 0, пре- 
вратить [46] наА нЪВи с0 въ 0, слёдовательно, и сумму этихъ трехъ про- 
изведен1й. СлЪдовательно, вторая изь называемыхь вь утверждещи систем 

удовлетворяется ябфми системами корней, которыми ‘удловлегворяется 
первая. 

Всякая же система корней, превращеющеля н Аи Ви вА-+-ЬВ-+с0 въ ©, 
преврашаеть уравнеше 

вА-ЬВ--‹С—0 
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вь слёдующее: 

&. 0+. 9е. С=0, 

то есть въ 

—0. 

Но велёдетве предположения, что с не равно 0, при этомь должно пре- 

вращаться въ 0 выражен1е С’. Слдовательно, всякая система корней, удови 

творяющая второй нзъ казызаемыхь въ утвержден1и системь уравненй, 

удовлетворяеть и первой, 

А доказавъ то и друтое, мы и доказали снраведливоеть утвержденйя. 

Такь же теорема доказывается, сколько быни было въ еистем$ уравненй 

и которое бы изъ нихь ни замфнялось новымъ производнымъь уравнещемъ. 

$401. Понибрь. 

Чтобы рёшить, примфняя поелёднюю теорему 

уравненй: 

слВдующую систему 

2994321 „0 
(4) зу —22=5 ети 

25—у-+92=1. 0... (ПО 

можно поступать такъ: 

Можно уравнен1е Н замфаить новымъ, получающимея отъ сложеня 

‘уравнев1й системы, умноженныхь предварительно: первое на—1, второе 

за--1 итретьена 0. Такъ получается новая система (БВ), равносильная данной 

и состоящая изь уравкенй Ти ПТи уравневя 

Зу—бе4 ... (а) 

Въ системв (Б) можно уравнене ЧЕ замБнить новымъ, нолучающимся 

чрезъ сложен!е уравнен1й ея, умноженныхь предварительно : первое (Т)на—2, 

второе (а) на 0 и третье (П) на +1. Тавъ получчется равносильная ей си- 
тема (В), состоящая изь уравнен! Т, (а) и уравнен!я 

Зу—42==5, ... (6) 

зъ которой уравненя (а) и (6) сами по себЪ составляють опредвленную 

систему (Г), изъ которой могуть быть найдены значеня для неизьфстныхь 

зи 2. Нотому мы можемъ продолжать рёшен1е задачи, умалчивая объ уравие- 
нш Т системы (В) и объ умноженм его на 0, а просто слагая уравненуя си- 

стемы (Г), умноженвыя предварятельно: первое (а) на —1 и второе (6) на -11. 

Такь мы находимъ: 

2=1. 
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Это послёднее уравнен{е вифетб съ (а) няи (6) составляеть систему 

равносильную (Г), а еще вифетЬ съ уравненемъ Т систему равносильную 

(В), слёдовательно, равносильную также системамъ (Б) и данной (4). 

Подставиеь въ уравнен:е (а) иля (6) вмфето 2 полученное дяя этого не- 

извфетнато значене 1, мы получаемь уравнене съ однимь нензветнымь 

и изъ него 

у=3- 

Подстаннвъ же вм%ето уи гнолученныя для нихъ значен1я въ уравнен1е Е 

или любое язъ уравнев{й системы (4), мы находимъ способомъ, не требую- 

щимъ лальнфйшаго объяснен1я: 

2—4. 

$ 402. Упрощене объяененыя поелёдняго хода рёшеня. Мы упри- 

стили бы тоть же ходъ рёшензя, если бы нолучене уравненя (а) объяс- 

вилы просто вычитанемь уравнен{я Тизь уравненя НП, получене уравненя 

(6) вычитанемыъ удвоеннаго уравнешя Гизъ уравненшя Ни, накопедь, полу- 

чен!е значеня для г вычиташемъ уравневя (6) изъ уравнензя (а), потому что 
производя эти дЪйств!я, мы по существу дФлали бы то же самое, что дБлалось 

и прежде. 

Такъь же упрошенво и кратко мы будемь выражаться и впредь, не 
осложиля объяененй постояннымь повторетемъ подробной ссылки на по- 
сяфднюю теорему. Этимъ мы будемь только эту теорему, выраженную въ 
очень общемь видф, примфнять въ форм частныхь случаевъ ея. которые 

могли бы быть и особо формулированы какъ слфдетв:я изъ нея. 

ГЛАВА ТУ. 

Система двухъ уравнен]й первой степени 
еъ двумя неизвфсетными. 

$ 408. Иршведеше жъ ординарвому виду. Пр1емами, указанными въ 
Х глав этой части, уравнене 1-ой стецени съ 2 нензвфетными можеть быть 

приведено кь виду 

их Ъу=с, 

который для таннихь уравнетй считаетен о рдинарнымъ. 

Правило, указывающее необходимыя для этого преобразования, гласить 
2 5-ато нункта включитеньно такъ же, какъ и иравило въ $ 379, н остается 

въ общемъ тёмъ же и для предетоящихь еше случаевъ приведеня уравнен 
кь ординарному виду. 

Изь сказаннаго слдуеть ‚ что ейстема. двухь уравненй первой стелени 
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сЪ двумя неизвфетными можеть быть въ общемъ видВ изображена тавъ: 

а Ву=е 
ев, 

Вь этомь видф мы и будемъ представлять всяк! разъ такую снотему . 
котда будемъ разсматривать казе-либо вопросы, относящееся къ ней. 

$ 404. Рышене способомъ подотановки. Основнымь сцособомъ р%ше- 

н1я опредёленныхъ спетемъ уравненй можио назвать тотъ, который основы- 

ваетсн на теоремВ 154 и которому прим$ры мы видфли нри рёшени снстемт 

уразнен!й съ двумя и съ тремя неизяёстными въ $ 394. Онъ называется 

енособоему подстановки и состоить, какъ это не можеть 
не быть уже ненымъ изъ предылушихь разеужденй. вь слБлующемь: 

Правило. Для ръшешл системы двухь уравненй первой степени съ. 
Эвумя неизвтетиными нужюно: 

1) привести оба уравненая къ ординарному виду, 

3) ръшить одно изь данныхь уравненй относительно одного ‘из неиз-. 
въетныха (т. е. такъ, какь будто бы другое неиавистное было данная вели- 

чина), 

3) подетавить полученное выражене вмъото этого неизвъетнаго в. 

Фругое уравненае., 

4) рюшить получающееся такимь образомь уравненле, содержащее 

только одно неизвюстное, 

ци 5) подетавить найденное ддя этого неизвьетнаго значенще въ упомлнутое 

выражеме для другого неизвъстнагод. 

ПримЪръ. 

Рёпшть систему уравин И: 

Ршен{е. 

Чтобы привести первое уравнене къ ордннарному виду, уничтожимъ. 

»ь немъ презь умножене на 3(10--я) знаменателей и перенесемь въ ЛБРую- 

часть члены, содержание нензвфстныя, остальные же въ правую: 

33-0 

11—3у=43 
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Съ тою же иблью умножимъ второе изъ давныхъ уравнений на 15 и въ 

немъ такъ же перенесемь члены, какъ эъ первомъ: 

5у—10--22=3у—8х 

522у=10 .. (И). 

Рьшимъь полученное уравнене (1) относительно у: 

Получившееся же такимь образомъ уравнене рышимъ обычвымъ по- 

радкомъ: 

342—830 -165=86 

292=116 

116 

Сльдовательно, 

х=4. 

“Это значене подетавимь вм\сто 2 въ найденное выше для у выражене: 

Сзъдовательно, 

При ловфрь% оназывается, что и первое н второе изь данныхъ уравнензй 
фи подстановк® значешя 4 вм ото хи значеня—5 вмфето у превращаются 

зъ тождества . 

$ 405. Сшособъ еравнешя. Особый видь способа подстановки собта- 
вляеть такъ называемый способь сравненя. Онъ отличается оть иредыду- 
щато только тмъ, что оба данных уравненя свачала ртаютея отвосительно 
одного н того же нензвфотнато и затВмь уже производится подстановка ето 

или, что по существу то же самое, примфилетея теорема УТ. 
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Нримфръ. 

Задачу, ршенную въ предыдущемь параграф, по этому способу при- 

илось бы рёшить такъ: 

Рьшивъ какъ уравиене Т, такъ и уравнене 11 отвосительно у, мы по- 

лучили бы: 

а отсюда но теорем УГ 

Изъ этого уравнен1я получается также: 

ш=а, 

какъ и по первому способу. 
Чрезъ нодетановку же этого значеня выфето 2 въ любое изъ обоихъ вы-. 

раженй для другого нензвфстнаго получается также: 

у— 

$ 406. Обычивишие искусственные премы неключенья нензвфетнаго. 
Примфрами, приведенными въ предыдущей и въ этой глав, особенно же 

разсуждентями въ 8 397 п 899, въ достаточной стеневи уже выяснено, что. 

рёшен!е системь уравнен! достигается чрезъь искмоченае неизветныхь. 

Основнымъ пруемомъ, при помощи которато оно можеть быть произведено, 

мы назвали водстановку. Но исключене неизвзстнаго можегь быть также 
достигнуто при помощи теоремы 155, какъ мы это вндфли на примВрЪ въ 

$ 397, и какъ мы еще покажемь это теперь на нфскояькихь примфрахъ, 

череходя оть наипростЬйшихь случаевъ постеленно кь случаямь боле 

сложнымъ и, наконець, (въ слёдующекъ нарагрефЪ) кь рАшеню снстемы 
двухь уравненй 1-08 степени съ двумя нелзрЪетными въ общемъ видЪ. 

а) Если дака система уравнен: 

82—3у-9 

4т--Зу==а7 

то сейчасъь же видно. что при вложен ихъ исключается у н получается 
уравнене съ однимъ нензвФетнымь: 

172—836. 
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'Изъь иего мы находимъ: 

х=3, 

зодетавивт же это звачене вмфото х въ одно изъ данныхь уравиешй, напр, 
второе, мы получаемъ: 

4. 3-3у-эт, 

а отсюда: 

Зу==27—12=15, 

-слфдовательно, 

У=—5. 

6) Если требуется рЪштить систему уравнен1й: 

‘то, умноживъ на 3 первое изъ нихЪ и вычтя изъ полученнаго такимъ обрзеомъ 

‘уравнен1я давное второе, поднясавъ ихъ предварительно одно подъ другимъ. 

мы получаемъ: 
З-ату-та 
З&- Ту 

26—40, 
откуда у—2. 

Для вычиеленя друтото нензвфетнато мы можемъ полученное значеще 2 

подставить вмфето у въ любое изъ данвыхь уравнев{й, нанр., къ первое, 
л получаемъ въ такомь случа: 

откуда 

слфдовательно, 

2-8. 

Ъ) Если дана система уравненй: 

Залей 
52-- Ву 

то неизвфетное 2 можно исключить, умножинь первое уравнеше ва 5, второе 
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на Зи вычтя зат ыъ одно изъ голученныхь уравневай изъ другого: 

155-859 =$35 
152—24у=117 

109%=218. 

Отеюда мы получаемъ: 

у—2. 

Другое неизвъстное мы можемъ найти, исключивь такимъ же образомь у. 
Аля этото умножимъ первое уравневе данной системы на 8.второе па 17, 

и сложимь получающяся такикъ образомъ уравпенёя: 

242-4136; 

852—186 

Иаь ноелфднято же уравяеня мы получаемт: 

&=11. 

2} Если въ коэффищентахь передъ неизвЪфетнымь есть обще сомножи- 

тели, то сравнять эти коэффищенты удоби%е такъ, чтобы новый ноэф- 
фищенть быль общимъ наименьшим кратным ихф. 

Напр., въ системЪ: 

24=—95у= 2 

общее наименьшее кратное коэффищентовъ 25 и 35 есть 5?.Т, и потому для 

нсключеня у первое уравнеше слЬдуегь умножить на дополнительнато 
множителя 7, второе ка дополинтельнато множителя 5, а затЪмъ получаю- 

фяся уравненя сложить: 

1682——17бу-=14 

Отеюда мы находимь: 

Общее наименьшее кратное коэффищентовъ 24 и 18 есть 2*. 3*, Потому 

для неключеня неизвъетнато 2 достаточно нервое уравнене данной системи 

умножить ла дополнительнато множителя 3, второе на дополнительнато 
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мвожитеня 4, получающцяея же такимъ образомъ уравнен!я вычесть первое 

изъ второго: 

12х— 7бу=б 

86 

5 
и посл сокращен 

_2 

5 

Ноказанный на послднихь четырехь прим®рахь сповобъ решен я 

системы двухъ уравнен!й первой степени съ двумя неизвфстными состоить 

тлавнымъ образомъ въ особомъ премЁ исключешя иеизвфотнато, который 
можеть быть охарактеризовань елёдующимь образомъ: 

56 Нравиле. Для исключен1я изъ двухъ уравнент!й 

``  щемзвВотнаго. встр®чающагося въ нихь только 
въ одной и той же стецени, достаточно эти урав- 

вен1я умножить на такихъ миожителей чтобы 
коэффиц!ентомъ при исключаемомь неизвьст- 
номъ получилось общее наименьшее кратное 
прежнихьъ его коэффицентовь, и зат мух полу 

чивш!нся такимъ образомъ уравненазя сложить 
или одно изъ другого вычесть, смотря по знаку 
передъ членомъ, содержащимь исключаемое не 
изв В етное. 

$ 407. Способъ уравниваня кооффищентовь или сложена и вычи- 
таи\я Разъясненный въ предыдущень пераграфВ способъ рёшешя сиетемы 

двухь уравненй нервой стецени съ двумя неизвЪетными примънимь и 
кь систевань съ ббльшимь числомь уравиен! и неизвстныхь м нотому 
намъ придется еще къ нему возвращаться. Онъ называется снособомъ 
уравниваи1я коэффицтеитовъ, чаще же способомъ 

сложения в вычитануя. 
Что касается примбнетя его къ рено системъ двухь уравненй 

первой степени съ двумя нензьфстными, то главная суть его дих ую 
случая выражена правиломъ 156, такь какъ по исилючени одного иеня- 

вфетнаго получается такое уравнеше 1-ой степени еБ одною немзвфетаою 



— 481 — 

величиною, въ которомъ только и остается перенести козффащенть при вей 
въ другую часть, чтобы оно было рёшено, другое же неизвЪетное всегда, 
можеть быть найдено такимъ же образомъ. 

Но необходимо указать ва то, что другое неизвестное можеть быть 

найдено также чрезь подстановку значевя нерваго въ любое изъ урав- 

ней данной системы и рёиюше затбмъ этого уравнешя. 

Въ общемъ для буквенныхь уравнешй оказываетея боле удобнымь 

первый варанть этото споеоба, для числепныхь— второй, 

Рашинъ. еще по этому сповобу данную 85 общемь зидь систему 

дзухь уразвненй первой степени съ двумя пеизвьетными: 

ах Бу=е 

щ рту 

Чтобы исключить у. умножимь первое изь этихъ уравнешй на т и 
второе на В и вычтемъ затВмъ второе изъ получающихся уравненй изъ 

перваго: 

атх--ипу=ет 

Вынеся еще х за скобки и перенеся образовавшийея при этомъ коэф- 

фищенть при нейзвЪетномъ въ другую часть. мы находимь: 

(ат—БГх=ет бт 

_ т— т 

— тЫ. 

Чтобы исключить х и найти у, произведемь аналотичныя дЪйств}я. а 

нменио, умножимь первое уравнене данной системы на 1, второе на а. 

вычтемъ первое изъ получающихея при этокь уравновй изь второго, вы- 
несемъ затВмъ у за скобки, а коэффиценть при у перенесемь въ другую 

засть: 

(вт-_Вбу=ап—$ 

ап — 

«тЫ ° 

$ 408. Сиовобъ Везу. Сравнаять коэффищенты при исключаемомь не- 

извфетномь можно еще иначе. Вели въ систем% 

пу 
ы-у 

Барховъ. Руководство злгебры. 
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второе уравнен1е умножимъ на нфкотораго пока еще неизвфстнаго множи- 

теля 1и сложикъ уравненёя, то получимъ: 

ар уе 
Цепи 

(се -Ко-Набуто-нив (А). 

Воли мы желземъ исключить у, то нужно # избрать так!. этобы было 

Ви 

Ршая послЪднее уравнен!е относительно {, мы ваходимъ: 

Такъ мы узваемъ, что у исключится. если мы съ первымъ уравяешемъ 
ь й 

данвой системы сложнмъ умноженное на—— второе уравнене ея. 
т 

Если же мы желаемъ исключить 2, то нужно : избрать такь, этобы 

было 

елЪдовательно, 

и 

Такъ оказывается. что исключится 2, если мы съ первымь уравне- 

. а 
и\емъ данной системы сложамь умноженное на — реторов уравнене ея. 

Но нфть надобноети нослф онредфленя искомыхь значеняй : про- 
изводить упомянутыя поелЪднёя два сложен1я уравненй: достаточно для 

исключеня у, слфдозательно, для опредёлешя 2, въ уравнене А вмБето 
Ы 

1 подетавить — —, а для исключеня х. слдовательно, для опредфленя у. 

: а 
вЪ то же уравнене подставить —-. выфото &. 

Этоть слособъ рёщешя системы уравнензй называется способомъ 
веонредёленныхь иножителей *) ини свособомъ Безу. **) 

*) Это общее назване. Для системы, состоящей только изъ днухъ урав- 
ненш, нуженъ только олинъ такой множитель. 

**) Вёзоии. 
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Не отличаясь особымъ удоботвомь, опь интересень яЪмъ, что допу- 
‹скаеть обобщене для системт уравпен!й съ произвольнымъ количествомъ 

неязвзстныхь (см. 8 448, 447 и 707). 

Перечисленными и разсмотрёнвымн четырьмя способами исключеня 

нензвжетнато мзъ системы уравнений не исчерпываются шлемы, при по- 
мощи которыхь этого можно достигнуть. Нримфры и иныхь епособовъ 
неключенгя вотр$тятся впослфлетьи (ем. $ 420}. 

$ 409. Разъединеше иензвьфетныхь. Которымь бы изъ способовь мы 

ни рёшили систему ураввешй 
ае--фу=е 

всегда получается одно и то же рёшеше, а именно, оназывается, что эта 
система уравнетший удовлетворяется системою корней 

ст— 5 

— тЫ 
вп 

х 

ат-Ы 

Послёдиюю же должно разсматривать какъ систему двухь уравнений 
равпосильную данной систем, при чемъь важно отмфтить ту особенность 

ея, что въ каждомъ изъ уравненй, составяяющихь ее, вотрчается только 
одно неизвЪотное. Получен системы уравневй такого свойства (или нф- 

сколькихь такихь системь въ томь случаЪ, когда данная система допускает 
нфеколько решен) и составляеть суть ршен1я воякой данной системы 

уравнен1й ке съ днумя только нензвфетвыми, но и съ любымь количествомь, 

ихь. Преобразован!е данной системы уравнешй въ такую равносильную 

можно было бы, переводя существующий для этого иностранный терминъ, 

назвать разъединен1емь неизв фстныхъ. 
При рушени системы 2 уравненй 1-ой степени съ 3 нензвфетными 

по снособу подетавовки (слфдовательно, и но снособу сравнен:я) поелф- 

докательно проиеходять преобразовавйя системь въ тавыя новыя, которыя 
равносильны каждая предыдущей веегда иеноередственио по теорем 154. 

При примфиензи же обоихь друтихь разсмотрьнныхь снособовъ равно- 

сильны данной непосредственно по теорем 156 только дез системы: си- 

стема, состоящая изь одного изь данныхь уравнены и уравнешя, нову- 

зающагося по исключеши одного нензвфотнаго, и система, состоящая 
талоке изъ одного изъ данныхь уравиенй н уравненя, получающагося 

по исключен друтого неизв®стнато. Равносильность сметемы 

стт 

2——ы 
_ а & 

у ат—Ы 

3“ 
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съ данною уже не слФлуеть непосредственно по теорем 155. Но она видна— 

этимь указашемъь важно дополнить обосвоване послфднихь двухъ на- 

звавныхь способовь—изь того. что па теоремв 155 равносильны данной 

вистемВ системы 

| аау=е 
| _т—м 
тЫ 

и 

_ вт— 
— ат—Ы 

Ы+ту-н. 

а такъь же системы 

аа ты = 
ап — 4 

ты 

и 

аа— м 

ты 
ШРту=а, 

изъ совокупности же послфднихь четырехъ. сиетемъ слЪдуеть [$ 398], что 

систем$ обоихъ данныхь уравяев равносильна система уравнен!й съ разъ- 

единенными нензвфетными, представляемая системою корней: 

вЫ 
_ в — 4 

— т-Ы 

На основан же послфднихь разсужден!й и того свойства частнаго. 

© которомь упоминается въ $ 379, должне признать за правило; что въ 06- 

щекь система двухъ уравнен{й первой степеня съ 
двумя неизвфетиыин имфетъь одно р®шен1е. (0бЪ 
особыхь случаяхь и зъ частвости о признакахь зависвмости уравненй 
другь оть друта говорится въ $ 413-418 и 424). 

$ 410. Сзедене вебхь снесобоюь къ одиещу. Если дана система 

‘уфавненй . 

ах уе 
Ы+ му 
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и мы, сравнявъ коэффизенты при у [$407], переневемъ во второмь урав- 

ненши членъ Ы‘въ правую часть, то получаемъ: 

Фту=Би— М. 

Если мы теперь зодставимь выраженте 5п--Ы вмВсто Бту въ уравнеше 

атх-Ныму=еть, 

то получаемъ: 

атх 1-51-_ Мезет: 

и если еще туть неренесемь чденъ Би въ правую часть, то получается: 

атх—Ых—ет— фт. 

то есть то же самое уравнеше, которое получилось вь упомянутомъ выше 
параграфВ посл вычитанёя уравненй. 

Тажъ оказывается, что способъ уравниваня коэффищентовь можеть 

считаться особымъ видомъ способа подстановки. Кь послфдиему могуть 

быть сведены, кащь мы тенерь видимь, ве остальные способы, которые 
такъ же, какь и способы, разсматриваемые поздн%е въ $ 561 и 562, можно 

было бы назвать искусственными. 

ГЛАВА "1 

Изелвдован!е системы двужхъ уравненй 
первой степени еъ двумя неизвфетными. 

$ 411. Общий обзоръ вефхъ возможныхь елучаевъ. Чтобы установить, 
каве вообще возможны случаи рёшевЙ системы двухъ уравненй первой 

стенени съ двумя нензвфстными, нужно разсмотрфть такую систему въ 

общемь вид®. Сохранивъ для изображеня послфлиято т$ же буквы, кото- 

фыя намны уже были избраны въ $ 403, другими словами, изображая такую 

систему такь: 

{ а фи =е 
Ш +ту= т, 

мы имфемъ уже готовымь и ршеше ея, ибо въ $ 407 нами было найдено, 

что она удовлетворяется системею корней: 

ст— 

ат—Ы 
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Легко видно, что въ этихь выражен1яхь для д и у какъ дБлимое, тажь 

н длитель можеть оказаться и положительнымь, и отрицательнымь, и 

равнымъ 0. Но какь нами уже неоднократво указывалось, частное въ томъ 

елучаЪ, когда дёлитель его дфлается равнымъ ©, никакого опредфленнаго 

числа означать не можеть, хотя и можеть имфть иВкоторый особый сиыелъ. 

какъ это разъяснялось. между прочимъ, и въ главф ПТ этой частн книти. 

Различая потому случаи, когда выражеше ат--Ы не равно 0 и когдт оно 

равняется 0, мы изъ сказаннаго о дёлимомъ и дзлителЪ выражен! для и 

у заключаемъ, что въ рёшенш системы 2 уравнен! 1-ой степени съ 2 не- 

извветными аначеня послднихь могуть быть каждое: въ 1-омь случа и 

положительнымьъ и отрицательнымь и равнымъ 0. во 2-мъ ке только или 

безконечно большимъ ини неопредёленнымь. 

$ 412. Опред®ленныя резцены. Какъ при изелфдоваи уравнетя 1-й 

степени съ 1 нензвфетнымь, такъ и туть не соетавляеть никакой трудио- 

сти установить условя, при которыхь значен!я неизвфетныхь т и у будуть 

имёть знаки положительный или отрицательный, а также услошя, при 

которыхь они будуть, одио или оба, равны ©, 

Что же каслется посл®лдниго случая. то подотавивъ зъ уравнешя 

выЪето того и другого неизвстнаго 0, мы получаемъ; 

&. О. 0=с 
,О-1т. 0-м. 

изъ чего видно. что только тотда, когда и 

оба неизеФотныя могутъ оказаться одновременно равными © (при услови, 
конечно, что буквы а, $, Ги т обозначають конечныя числа). 

$ 418. Безконечно больния рёшентя, Значеня хи у, удовлетворя»- 
ия снстем8 2 линейныхь уравнен!й съ 2 ненавфотными, будуть безконечно 
болышимн при условш, что ть выражевщяхь ддя этихь неизвотныхь д8- 
литель ат окажется равнымъ 0, но при этомъ дВлимыя ст— фт и ап— 61 
не будуть равны 0; и важно замЪтить, что если изъ неизвфетныхь одно ока- 
жется безконечно большимьто другое конечнымь быть не можеть, а бу- 
деть обыкновенио также безконечно большишь и можеть оказаться только 
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еще неопредёленныкь, что произойдегь въ томъ случаф, когда въ выра- 
жен для него двлимое окажется также равпымъ 0. 

При повфркВ такого рёшеня получаются носл$ подстановки равенства 

которыя по причннамъ, изложеннымь, между прочимъ, въ $ 367, нельзя счи- 

тать ненравильными, 

Если въ частности выражен! ат—Ы сдвлается равнымь 0 всяЪдетв!е 

того, что окажутся 

в—0 

и 

6—0, 

но нри этомь не равныии 0 величины с. Ги *, другими словами, если бу- 

деть дана система уравнентй 

{0.2-50. уе 
| ымжу=ы. 

ТДВ и я еще могло бы равняться 0, то лено, чго и такая система, можеть сни- 
тальен допускающею р®цене не иначе, какь при помощи поняття о 68з- 

конечности. 
При нежелани же разематривать безконечво больше корни уравневй 

какъ рышеня ихъ, систему уравиенй 

в2-Нфу=с 
Ш-ту=в 

можно считать не допускающею при условш, что 

ат =0, 

$ 434. ротиворбчания другъ другу уравпен:я. Выражене в—Ы мо- 

жеть въ частиости оказаться равнымъ 0 велфдетве того, что окажутся 

Если при этомъ будеть 
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то мы будемъ имфть дфло съ системою вяда 

ах-Ефу=е 

ах-- фут, 

въ уравнешяхь которой л®выя части тождественны и потому ривны другь 

друту, каыя бы конечныя числа ни обозначались буквами г и у, правыя же 

части между собою не равны. Тавя уравненя, конечио. одними и тфыи же 

конечными звачен!ями неизвЪетныхь удовлетворены быть не могутъ и на- 

зываются потому противорфчащимя другь друпу, Но 

еели мы въ общихь формулахь лля хи у положимь 

а=! 

и 
т, 

то получимь 
2=е 

и 
у=оо. 

Сь системамн уравнений разсматриваемаго здфеь вида приходится 

имЪть дфло въ аналитической геометри, и тамъ приведенное безконечное 
рёшене имфеть н®который волн опредфленный и ясный смыелъ. Потому 

и принято систему названныхь безконечныхь корней называть решенемт 
разематриваемой системы уравненё, при чемъ должно считать 

если у этихъ коэффищентовъ знаки противоположные: ибо только въ томъ 

случа можеть быть рфчь о томъ, что уравнешя удовлетворяются на- 

званиыми корнями, если послЪ подстановки ихъ въ эти уравненя полу- 
чаютея равенства 

которыя не могуть быть названы несправедливыми. 

$415. Неопредъленных у/ыпеня, Если кром® двлителя ат-- 5 вы- 
ражени для 2 станеть равнымъ 0 зокже дёлимое ст--Фя, то значене: этого 
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неизвфстнато сдёлается неопредленнымь, Но если названныя двЪ раз- 

ности равны обЪ 0. то должно быть 

Ы ат 

фт =ст. 

Раздёливъ же эти равенства друть на друга и умпоживъ зат®мъ объ 

части полученнаго такимъ образомъ равенства на ие, мы (по теорем УП) 

узнаемь, что при названныхь условяхь должно быть; 

га = 

и, елБдовательто, 

ера. 

а потому 

ап =0. 

А изь этото сп®дуеть. что если окажется вол дотв!е указанныхь выше 

причннъ = неопредвленнымь, то должно быть неопредвленнымь и у. 

Изь уравненЙ же 

ап=а 

и 
Ъя—ст 

мы находимъ 

$ в=^ 
® 

и 
ст 

5=— 
п 

а подетавивъ эти выраженя выфето ан В въ первое уравнензе системы, 

мы получаемь: 

д 
п 

< ст 
—-у 
п 

При условаи. что с не равно 0 [см. правило Б вь $ 873] мы это уравнене 

можемъ раздфлить на с и поелф этого находимъ: 

1 „т 

ит 
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а изъ этого уравнешя чрезь умножене его на п 

ш--ту-н, 

то есть второе уравневе системы. 

Такь мы убЪждаемея, что при названныхь выше условяхъ второе 

уравнене системы слфдуеть изъ перваго и равносильно ему и потому не 

выражаеть новаго условя относительно неизвЪохныхь, и что велфдотвйе 

этото, какъ это разъяснено было вь $ 395, система уравневи пе можеть 

быть опредленною. если 

или же окажется, что 

ап—с1=0. 

Если же все при тВхь же условяхжь будеть еще 

е=0. 

то уравнеше 

61 ст 
оз уе 
® % 

нельзя будетъ раздвлить на с [по правилу Б въ $ 373]. Но оно въ томъ слу- 
чаф, когда е—0, есть тождество, елфдовательно, удовлетворлетея, какъ 

веякое вообще тождество, любыми значешями вотрёчающихся въ немь 

буквь и потому въ системВ дЪлается вполиф лишнимъ, какъ вообще въ систе- 

махъ уравиевй тождества не имфють смыела. 

Важно въ заключеще замфтить, что въ равемотрфиныхь здёеь елу- 

чаяхь неопредфлениости рёнен{я мы въ систем ие имфли двухь незави- 
симыхь другь оть друга уравнений, а цыфли или два уравневя, изъ ко- 
торыхь одио могло быть выведено изъ другого, или въ сущности одно только 
уравнене. 

$416. Случай, жотда 2=1-=0. Особаго вниманя заслуживаеть слу- 
чай, когда дВинмое и дёлизель выражен! для хи у дВлаются равными 0 

велфдетвйе того, что становятся еоотвЪтетвенно 

ф=т-=0 



или 

Такъ какъ эти случаи вполнЪ аналогичны другъ другу, то достаточно 
разсмотрёть изъ нихь только одинъ, напр., первый. 

При названномъ услови, что 

ф=т-=0. 

изъ равенстве 

ат—Ы-=0 

ст-—т=0 

ка основая правила Б въ $ 373 нельзя заключать. вакъ зъ нредыдущемъ 

параграф, что и 

вс =0, 

хотя случайпо и послфдвяя разность можеть оказаться равною 0, каковой 
злучай мы раземотримъ эъ конц этого паратрафа. 

Если же будеть 

атс 5Ро, 

то при упоманутомъ выше услови будуть 

а нензвфетное у равным --00 или — 00. 

Разсматриваемый случай системы 2 линейныхь уравнев! 1-ой степени 

съ 8 нензвфотными вотрчается также вь аналитической геометрии и ври- 

веденные символы для значен1Я нензвфетныхь тамъ выВють совершение 

зевый и опредвленный смыслъ. Называя ихь на этомь основаи рфше- 
немь этой системы, равио какь и вообще безконечно больния и неонре- 

дьленныя зкаченя нензвфетныхь ршешаями системъ уравненй, мы до- 

стигаемь еще того, что за зыражещями для неизвЪетныхь такимъ образомъ 

сохраняется характерь рышевя во всфхь безъ исключешя, иыснимыхь 

и 0о6обыхь случаяхь, изъ которыхь часть уже раземотрфна, а остальные 
также будуть изолфдованы въ этой главЪ. 

Въ разсматриваемомь случав, когда 

ф—т-0, 
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наша система преврыцаетея въ такую: 

ах--0 . уе 
0 „у=и. 

Подставляя въ уравненя, составляющия ее, значевя 

о #=- 
6 

у=о. 

мы въ лЁвой части каждаго изъ этихъ уравнен{й получимь сумму или раз- 

ность двухь неопредьленныхь выражен, относительно которыхъ нельзя 

считать неправильнымь допущенше, что онф могуть равняться и си п. и 

это донущене даже необходимо, если мы приведенных значеня неизв%ет- 
ныхь желаемъ считать рёшенемъ системы. 

Если въ системБ, которой изелдован!е мы производимъ. будуть и 

Ъ-ш—0 
и кроы$ того 

ап—61=0, 

слфдовательно, какъ легко убЪдиться, 

то достаточно первое уравнене умножить на это послфдиее равенство, 

чтобы получить второе уравневе и такимъ образомъ убёдитьея, что вт@- 

рое уравнев!е еллуеть изъ перваго и равносильно ему и что потому система, 
какъ это разъяснено было уже въ предыдущемь нараграф®, должна быть 
неопредвлениой. 

Что же касается значе неизвФотныхь въ этомъ случаЪ, то оны вы- 
ражаются символами 

что вноли% соотвфтетвуеть иеопредфленноети системы. Гань макъ уравненя 
ех раввосильны другь другу, то для вычислен1я системы корней, удовле- 
творяющихь нимъ, достаточно котораго-нибудь одного изъ нихъ. А тавь 
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какъ это одно уравнене содержитъ два неизвёетныхъ, то оно неопредфленно 
($393) и системы корней, которыми оно удовлетворяется должно вычислять, 

придавая одному неизвфстному произвольныя значензя и находя соотвЪт- 
ствующя значення другого. Вели придавать произвольныя значення не- 

извфетному 2, то еоотвтствуюция имь значен я у нужно будеть вычиелять 

по формуль 

Изъ нея же видно, что кавя бы значеня мы для х ни избирали, у 

будеть безконечно велико, н только въ случаЪ, когда мы возъмемъ 

0 
у выразится символомь б' ти сеть, будеть неопредъленнымъ. А это ©9- 

отв тствуеть тому, что если мы будемъ придавать неизвзстному у произволь- 

ныя значешя, то, какое бы конечное число иы для него ни избрали. веетда 
будеть 

в 

При нежелани же считать неопредьленные и безконечно болыше корни 

рышенями уравненй, мы должны разсуждать такъ; въ систем 

ат. уе 

0. у= 

неизвфетное у велЪдотые умноженя на 0, будучи конечнымь, исчезаеть, 

и система предетавляеть вобою два ураввеня съ одвимь неизвзотнымъ. 

которыя въ общемь будуть несовыфетиы. совыфетны же лишь при усло- 

ви, что случайно окажется 

чть проивойдегь въ равомотрфиномь нами случа, когда 

ап =0. 

$ 417. Случай, когда с=я-=0. Вь названномь случа система уравненй 

принимаегь видъ: 

ах, —0 
Ш--ту-0. 



— 494 — 

И язь общихь формулъ для неизвотныхъ и путемъ велосредственнал 

рышевя этой системы легко найти, что она удовлетворяется системою 

хорней 

:=0 

У—0, 
есни будеть 

ато. 

ели же окажется, что 

ат =50. 

слБдовательно, 

1 т 

аь 

то ршене будегь 

те воть, система неонредьленною; и не трудно убъдитьсн, что вЪ этомь слу- 
ча$ уравненя зависять другь оть друга и, напр., второе можеть быть полу- 
чено изь перваго чрезъ умиожене на равенство 

гм 

в 

$ 418. Дазьиъие случаи неопредьлениыхь и безконечныхь решен . 
Вь поствднихь параграфахь мы видёли, что дьлимыя и двлитель выраже- 

эй для хи у могли превращаться въ 6 также велфдетве того, что нЪко- 

торын изь данныхь величинъ дёлелись равными 0. Возможны еще и друе 

таюе же случаи кромф разсмотр®нныхь. Тамъ, напр., р®шеня сиетемь 

в2--0 . у=0 

0. у=0 

0.2-0 . у=о 
ту 

тласать дла той и для другой: 
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то есть, и эти двф системы неопред®ленны. Причины же и ихъ неопреджлен- 

ности могуть быть выясиены такими же разсуждещями, какими мы ее 
дфлали понятною въ случаяхь, раземотрённыхь въ предыдущихь цара- 

графахъ. 

Равнымъ образомт мы, разсуждая такъ же, какь тамъ, можемъ выяснить. 
что система 

0.2450. 
9.2-0.у=и 

допускаеть рёшеня только при помощи понятЁя о безконечности. Вели же 

въ пей въ частности будуть 

би = 

то и она дБлаетея неопредфленною, притомъ по той очевидной причин%. 

что она въ сущности представляеть собою не систему уравненй, а есть ва- 

писаное два раза одно и то же тождество. 

Этимъ мы можемъ считать законченнымъ изсл&дован!е системы 2 уразне- 
н1й 1-ой степени съ 2 неизвЪетными, такь какь слузаевъ, существенно от- 

личающихся оть раземотрённыхь уже болфе нфтъ. 

$ 419. Выводы. Изь произведеннаго нами въ этой главЪ изолЪдован!я 

мы видимъ, что введя поня{я о неопредфленныхь и безконечныхь рше- 

нзяхь, мы можемъ считать долускающею рёщеве всякую сиетему 2 уравне- 

ий +-0й степени съ 2 неизвзотными, даже такую, въ которой подъ видомъ 

уравневЯ даны одно или два тождества, нли такую, въ которой, если ири- 

знавать за рёшен]я только конечные опредфленные корни, уравненя должны 

быть названы противорбчащимн друть друту (см. $ 414) илн же невозмож- 

ными (см. конець $ 413 и $ 418). 

Весьма важнымъ результатомь ивсл$дованя должно признать выводъ. 

что только, нотда уравиешя системы оказывались зависящими одно оть 
другого, или когда они оба или одно изъ нихь оказывались вовсе не уразне- 
вами, а тождествами, р8шен1е дфлалось неопредфленнымь, т.е., полу- 

чалось безконечное число рёшенй, и, елЪдовательно , система уразнев1 была 

неопредзленною. 

Но веб эти случаи нолучались только при особыхъ условяхь. Чтобы 

указать на ихь возможность и ка то, что безконечныя и неонредёлениыя 
рашеня иногда не считаются рёшен1ямн системы уравневй, прибавимь 

вь формупируемомь ниже результат® изелждованя слова «въ общемь» 

и выразимь его такъ: 

Теорема. Вь общемь система 2 независимыть Эругь отё друга уравнений 

1-08 степени 05 2 неизвьстными есть сыстема опредьденцая. 
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Для рашешя же задачь при помощи уравневй мы изъ нолучениаго 

изслдоващемъ результата должны вывести правило, что если нъ уравнени, 

выражающемь услове задачи, ветрЬчается 2 неизвфотныхь, то должно 

составить еще уравнене, содержащее эти нензв®етныя, и иритомъ такое. 

которое выражало бы не то ке услов въ иной форы®, а друтое, тавкъ кал, 

въ противномъ случаф оба составленныя уравненя ис могуть оказаться 

независимыми другь оть друта. 

$ 420. Прим рь изежВдовашя увщеня задачи. ИзелЪдован!е того, какъ. 

должно толковать рёщен!е системы уравнений по отношен!о къ рёшен!ю за- 

дачи, услов1я которой имя выражены, покажемь на слёдующемь примЪръ: 

Задача. 

Стороны даннаго прямого угла МОМ пересВкаются одною прямою 

въ точкахъ А и В, ототоящихь оть веритины на разстояняхь аи Ъ*), другою 

прямов въ точкахь С'н Р, отетоящихъ от вершины на разетоящяхь си а*). 

Найти: 1) на какихъ разстоящяхь оть сторонъ даннаго угла находится 
точка пересченя Р этихь двухъ прямыхъ; 2) выяснить, какой смыелъ 
имфють безконечное и неопредфленное рёшеня. 

Рьшен!е. 

Составленае уравненяй. 

Изь точки Р опустимь периендикуляры РО 

па ОМи РЕ на ОМ. Подь упоминаемыми въ за- 

дачф разстоянями точки Р оть сторонъ данкаго 

угла и должно понимать эти перпендаякуляры. 

Длину перпендикуляра РФ назовемъ 2, а длину 
перпевдикулара РВ буквою у. Такъ какь фигура 

РВОФесть прямоутольникъ, то въ ней 

противолежания стороны должны рав- 

нятьея друть другу, то есть, должно 
быть: 

м 

4Р-ОВ 
РЕ=90. 

м 
К с А а потому длина ли- 

ий АВиСК долж- 
на выражаться соотвфтетвенио формулами ах и ва. 

Но геометрической теорем, упоминавшейся уже въ задачЬ Я въ $ 389, 

*) Какъ понимать такое обозначене разстоянй, разъяснено въ примтчани 
къ задач, разсмятривземой въ 8 301. 
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должно быть, такъ какъ ливи РВ ин. ОМ наралаельны друть другу, 

у =... (1 ь ® 

и. 

Системото этихъ двухь уравневй должно считать пеизвёетныя величины 

жи у вполи® опредфлевнымн. 

Рилнеме системы. 

При рышенти системы уравнейй Ен ТЕ удобнЪе всего исключить не- 

изьфстное у, раздёливъ эти уравневтя другь на друга. 
Такъ получаетея: 

«а 2) а 

ве) Ъ 

а отсюда въ обычномъ порядкЪ 

(аа-юз-ве д 
_ ас(4—5) 

Неизвестное х удобвфе всего исключить, коренеся въ уравненяхь Ги 

И! дВаителей изъ лФвой части въ правую и вычтя посл этого уравнейя 

одно изъ другого. 

Такъ мы находвмъ: 

а отеюда 

4—0 у=- . 
иде 

Барховт. Руковощетво алгебры, 32 
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Нолученныя для хи у выражещя и составляють общее рЬшене и ош- 

втъть на 1-й вопровь задачь. ОтвЪть же на. 2-ой вопросъ дается въ и. п. 2и3 

яаслёдовантя. 

Изельдованяе. 

1) Конечныя опредъленныя фьшения, 

Легко видно, что выражев]я для х и у могуть быть и положительными , 

и отрицательными, и равными 0. 

Если оба эти выраженя окажутся положительными, то точка Р лежить 
между сторонамя зтла МОМ. 

Если окажутся 

=<0 
#>0, 

то точка Р ложить въ дЪвоиъ смежномь сь МОМ углЪ. 

Если окажутся. 

250 
у<о, 

то точка Р лежить въ угл, вертикальномъ съ угломь МОМ. 

Если. наконець, окажутся 

> 
у<о. 

то точка Р лежить въ нижнемъ смежномъ съ МОМ угл%. 

Если выражене для х окажется разнымъ 0, то Р лежить на сторон ОМ 

угла МОМ или на ея продолжеши за вершину 0, сметря по тому, будеть ли 
при этомь у2>0 или у< 0. 

Если же выражен!е для убудеть равнымъ 0, то Р лежитъ на сторон® ОМ 

утла МОМ или на ея продолжен за вершину О, смотря по знаку неизвьЪет- 
заго =. 

Наконець, если оба эти выраженя окажутен равными ©, то этимъ 
будеть указано. что прямыя АВи СР пересфкаются въ вершкин® 0. 

2) Безконечное утшеше. 

Значен!я для 2 и у дВлаются безконечно большими въ тВхь случаяхь, 
КОРДА 

в4-фю—0. 

если при этомъ, однако, ви одна изъ величин в, 6, сн @ не будеть равно 0, 
такъ какь въ противномь случа, какь легко видно, оба ненаёветныя 



— 489 — 

‚двлаются неопред®ленными. Но приведенное равенство можеть быть удовле- 

творено только, если 

и, слЪдовательно, 

Вь геометри ие доказывается, что если дв прямыя отефкають оть 

<торонъ угла части, между длиною которыхъ существуеть выражаемая 
поелфдинмь равенствомь зависимость, то эти двё прямыя параллельны, 
и что, наобороть, параллельныя прямыя отсБкають оть сторомъ угла части 
названнаго свойства *). Такъ оказывается, что разетояще точки пересфчешя 

прямыхь АВ и СР оть сторонъ утла МОМ будеть безконечно велико всявй 

разь, когда эти прямыя будуть параллельны между собою. А смысль этого 
отвёта тоть, что яВмь боле положене прямыхь АВ и СР приближается 

кь параллельному, тфьь дальше отъ сторонъ дапкаго прямого угла уходить 
точка Р, и что она такимъ образомъ можеть удаляться безпредёльно, пока, 

наконець, не наступить моменть, когда прямыя сдёлаются параллельными, 
му нихь уже точки пересчен1я не будеть**). 

3) Неопредьленныя ршеняя. 

о 
Значен для у ириметь видъ Го если ва=фе и притомъ или а=с, нли 

ф—0, или 4=0, а также, еели а=е-=0. 

8) Нели 
4=ю 

и 
=, 

то мы, раздьливъ первое равенство на второе, убЪждаемся, что въ этомъ 

«луча также 

5—4. 

: о 
А изь этого едфдуегь, что при названныхь условяхь и х принимаеть видъ 5 

*) Геометрическая теоремы, на которыя мы соылаемся, гласять: Прямыя, 
отовкаюция оть оторонъ угла пропоршональныя части, параллельны между 
в960ю; и наобороть: параллельнныя прямыя отобкають оть сторонь угла 
пропорунональныя чаети. 

**) Мы прибавляемь послбдыёя слова, чтобы удовлетворить опредфленио 
параллельныхь лин, хотя момента, когда у прямыхь перестать сушество- 
вать точка пересфчен1я, нельзя себЪ представить, такт какъ мы прямыя пред- 
ставляемь себЪ бозконечными. Этимъ отвтомь очень наглядно еше разъ 
пояеняется омысль безконечности въ томъ двоякомъ понимашЁн ея, © кото- 
ром говорилось въ $ 117. 

32“ 
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Выражается ме приведенными равенетвами случай, нотда прямыя 

АВ и СР совпадають, а неопредЪленность значенй для ыеизвЪотныхь с0- 

отвфтотвуеть тому, чго одной онредфленниой точки перес®чен{я у этихъ иря- 

иыхь нёть, а каждая точка. одной изъ нихь есть также точка другой. 

6) Еели 

аа 

и 

$=0. 

той 
в4=0. 

Но проивведене а можеть быть равных 0 только [458], если 

в=0 

или 
4=0. 

'Разсмотримъ сперва нервый изъ этихъ случаев. 

Значен!е для 2 и теперь оказывается неопред®леннымь. Условаями же- 

а—=0н Ь-=0 указывается, что мы тецерь ныемь дЪло во случаемь, когда 
точки 4, Ви Оеливаются, слбдовательно, прамая АВ проходить чрезъ точку" 
0. Такь какь положене ея теперь делается неопрелфлевнымь, то понятно. 
то вм ет съ тВмъ должно одвлаться неопредвленнымъ и ноложене точки Р. 

Разсмотримь теперь случай. когда 9==0. 

; ‚ @а—в} 
При этомь и названномь выше уелови аё=ю уже выражеше а 

эеть выражене неопредфленное, которое въ общемь не означает 20. Потому 
54(—) : 

формула ть ` выражающая значеше для у, при упомянутомъ еще въ 

. ® 
этомь же пункт услов!! Ь-=0 превращаетея въ выражене 0. 5 которое- 

должно означать 0. СлЪдевательно, въ разематриваемомъ случа мы ниЗемт. 
р\®шене системы 

2=0 

указывающее на то, что если прямыя АВ и СЛ совиадаютъ со стороною ом 
даннаго угла, то каждая точка одной прямой есть звыже точка другой и. 

лежать эти точки на сторон ОМ. 

в) Вели 

аа=ю 

4—9. 
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тои 

№0. 

Но проивведене 56 можеть равняться 0 только, ели 

ъ=0 
или 

в=0. 

Первый изъ этихь случаевь есть тоть же, ноторый мы только-что раз- 

смогрзли. Второй же даеть рёшен1е системы 

„= 

у ееть случай, когла точки С, Фи О сливаются, сяБдовательно, прямая СР 

проходить чрезь вершину угла О. Теперь положеще точки Р дёлается не- 

опредёленнымь потому, что положеше прямой СП ифлается неопредЁ- 

ленвымъ. 

т) Если, наконець, 

в=е=0. 

`то также, какъ въ предыдущихь случаяхь, мы находимь рёшене системы 

#=0 

_ 0 
15 

имвющее тотЪ смысль, что если прямыя 4В и СР совпадаютъ со стороною 
ом даннаго угла, то каждая точка одной прямой есть также точка другой 

и лежать эти точки всё на сторонв ОМ. 

ГЛАВА УЦ. 

Уеловя опредЪленности и неопредфленноети 
вистемъ уравненй и несовмЪетности урав- 

нен!й системы. 

$ 491. ИввовыЪетноеть нфеколькихь незавиеимыхь другь оть друга 

уравнений съ одвямъ неизвфетвымт. Значеще неизвъетнаго, удовле- 

творяющатго уравневю, содержащему только одну эту неизвестную вели- 

чину, не можеть удовлетворять также произвольному другому уравненю 
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сьът№мь же однимь неизвЪстныхъ. Такъ, напр., значение 2, удовлетворяющее 

уравненю 
2=2-1=5. 

не удовлетворяеть, какъ показываеть повЪрка, также уравненио 

3%47-5 

или уравненю 
32=1—2 

или уравненйо 
23—39 -в 

ит. д. 

Чтобы убвдиться въ томъ, что сказанное справедливо вообще, положим. 

что нфенолько линейныхь уравненй съ 1 нензрфетнымъ приведены каждое 

кь ординарному виду. при чемъ получилось: 

в: 
=4 

в? —| 
тд 

Ршенйя этих уравнен1й суть: въ первомъ случаВ 

==-, 
в 

во вторемъ 

а 
х=-: 

въ третьемъ 

ит, д. 

Слвдовательно, только если случайно окажутся 

Баг 

10 воБиъ даннымь уравневяюмь удовлетворить одно и то ке знамена неиз- 
вфетнаго, иначе же нфть. 

Но при уелови, что 

изъ нюбого изь данныхь ‘уравненй, зриведениыхь къ ‘ординарному виду, 
могутъ быть выведены ве% остальныя, а, слбловательно, и вообще ибъ жюбето 
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изъ данныхь всё друмя данныя уравнешя. Напр., умноживъ уравнене 

ав 
на равенетво 

мы получаемъ 

откуда 

СтВдовательно, при названномъ выше ублови данныя уравненя не 
независимы друть оть друта. 

И даже больше того: изъ преобразовазий, при помощи которыхъ это вы- 
яевилось [теорема 2 въ $ 366], ридпо, что при пазванномь услови дапныя 

ураввеня должны быть равпосильны другь другу. 

Но при сравнен1н опредфлен!й равносильности и совыЪегности уравне- 

нйй [14Т и 151] легко обнаружить, что вообще 
уравнен1я съ 1 неизв стнымь должны быть 

совыфетны, если они равносильны, и наоборотз. 

Результатъ налихь разсужденй, остающийся справедливымь для 

уравневшй вобхь стененей и вообще всякихь уравнев1й съ 1 неизвфетвымъ, 

мы можемъ выразить такь: 

Два ь божье незавивимыхь другь оть друга уравненй съ 1 неизеветнымь 
‘невовмльстны. 

$ 422. Уежовныя уравненя. Приведениыя вь предыдущемъь зара- 

трафь уравненйя: 

указывающйя, при канихь услошяхь уравненя 

ие 
г =4 

вв 
ит. д., 

мотуть быть совиБетными, называются условными, какь н всобще во вофхъ 

случанхь обозначаются тБмъ же назван1емь уравиешя, выражаюнщя убло- 
в1я вовмстиости уравненй данной систены, если нхъ въ ней больше. ч5мъ 

требуется для того, чтобы система была опредвленною.  . 

Но въ самомь широкомь значени слова условными назы- 
ваются вообще уравнения, выражающ1я зависи- 
мость между извфетвымя величинами, встр чаю- 
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щимися въ систем данныхъ уравненти, слЬдова- 

тельно, уравненя, содержания въ силу названнаго свойства ихъ толькб эти 

величины, но не содержашщя неизвЪетныхъ. 

2 уравненя 
оз=в 

и 

<=4 

могуть быть совыфетными только при уеловш, что 

ьа 
ас 

3 уравненя 
ар 

т=8 

в = 

могуть быть совыфетными только, если 

ь 4 

ве 
и кромБ того 

ь_} 
ае 

{равенство 

#1 
ее 

есть слдетв:е изъ послднихь двухь и потому не составляетьноваго уснов1я). 

Изъ этого мы вилимъ, что 3 уравненя съ 1 неизвфстнымь могуть быть 

совыфетными только. если выполнены 2 условя, выраженныя условными 

уравненями. 

Продолжая разсуждать такимъ же образомъ, мы найдемъ, что совм®ет- 

ность 4, 5, бит. д. уравнений съ 1 неизвестным будеть достигнута тольно 

зъ томъ елучаф, если будуть удовлетворены соотьфтетвенио 8, 4,5 м т. д. 

условныхь уравненй между вотрёчающимися въ дазныхь уравненяхь 

язвфетиыии величивами, то есть, что вообще 

п уравненай съ 1 неизетстнымь могуть быть совмшетными только. 

томь случат, есмь удовлетворены (п—1} уоловныть уравненй. 

$ 423. Невовмветиоеть трехь и ботБе иезавиенмыхь другь отъ друга 
уравнений съ 2 ноизвфетными. Въ $ 398 была доказана неопредёленность 
одвого уравненя съ даумя неизьЪстными, з затфыь въ $ 394 ин. 419 
было разьчонено и установлено, что при прельявдени къ & вензьветнымь 
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требеван, выраженныхь 2 везависимыми друть оть друта уравнешами, за- 

дача дВлается опредленною. Если же оть 2 веизвфетныхь будеть цотребо- 

вано, чтобы они удовлетворяли 3 независимымь другь оть друга уравне- 

вяимъ, то задача уже будеть переопред$лена, то есть, не найдется такой си- 

стемы корней, которая бы удовлетворяла веЁмь 3 даннымь уравнешямъ. 

Налр., снстем8 уравненй 

32- бу= 
2т--Зу=ев 

удовлетворлеть система корней 

==1 

у, 

но она не можеть въ то же время удовлетворить еще любому третьему уравне- 
нию, содержащему только т$ же 2 неизвстныя х я у, напр., уравненйю 

й 2 
Ну 

или уравненно 

—2у—5. 

Если перейти къ общему виду уравневй, о мы видимъ то же самое. 

а именво. что система корней, удовлетворяющая системф уравненй (ем. 

$ 407). 

аз -Рфу-е 
ы-Рииуая. 

не можеть удовлетворять также еще ‘уравнению 

ат-ву=|. 

и только, если случайно окажется, что 

ет— м а— 4 

4 ты "°`ы 

то названныя 3 уравнетя будуть совм®ствыми. 

Если же потребуется, что бы т$ же вначен!я неизвфетныхь ги у удовле- 

лворяли еще уравиенио 

ре ау=г. 

чо это станеть возможнымь только, еозн случайно еще окажетсн. что 
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'Итакъ же летко путемъ подстановки найти всяк разъ услов!е, при кото- 

ромь наша система корней удовлетворить алтебраическому уравнепю ка- 

кой угодно степени п вообще какому угодно уравненйо, содержащему т же 

пеизвЪетныя. у 

Продолжая разсуждать такь же, мы убъждаемея, что 5, 6, Тит. д. 

‘уравнен!й съ 2 неизвзотными могуть быть совмфотными только въ томъ слу- 

ча, если будуть удовлетворены соотв тетвенно 3, 4, Бит. д. условных 

уравнен!й, и приходныь въ концф концовь къ слёдующимь двумь занлю- 

ченямъ, изъ которыхь первое справедливо и для уравнеяйй высшихь ете- 

пеней: 
1) Три в бояте независимых другь отъ друга уравненй съ двумя неиз- 

въетными не могуть быть совмъетными. 

2) Для того, чтобы п линейныть уравненй съ @ нензвъетными были 

совместными, необходима такая зависимость между этими уравнемями, 

чобы встиртъмилощаяся в5 Нить мавъетныя величины удовлетворяли (п— 2} 

уеловнымь уравнешяиу, 
НесовыЪотность системы, пронсходящую оть того, что дано слишкомь 

много независимыхь другь оть друга уравненй, нзкоторые иностранные ̀  
математики харентеризують особымъ очень мёткимь обозкачещемъ: они 

такого рода несовмёетныя системы называють переопред лен - 
ными*). 

$ 424. Шризнавт. завиеимоети двухь уравиен другь отъ друга. 

Зависимость двухь уравненй другь оть друга обнаруживается веегда 

при исключения изь них олното изъ ветрёзающихея въ нихь нензвьетныхъ, 
тавъ какь въ случаЪ такой зависимости поел названнаго исключеня 

всегда получается тоюдеетво. Въ этомъ легко убЪдиться на любомъ примёрж, 

и доказывается это сябдующимь разсуждешемь. 
Такь какъ во разсмотр®нные способы исключеня неизвфетнаго, какъ 

это разъяснено было въ 5 410, сводятся къ одному, то достаточно равемо- 
тр$ть вопровъ цо отношению кь исключено неизвфетнато способомъ под- 

становки. Какь известно, мы должны рЫшить одно изъ двухъ уравнений от- 
носительно того неизвфетнаго, которое должно быть ноключено, и нод- 
ставить полученное такниъь образомь для этото неизвзетнато выражене 
въ другое уравнене, тогда неизвЪетное и будегь исключено. Ееля бы мы это 

зыражене нодетавили въ первее изъ названныхь уразнен!й, то, какъ во- 
обще ири подетаиовк® рышеня уравненя въ это уравнеще, мы в въ этомь 
случав получили бы тождество. Въ случа зависимости обоихьъ уравнений 

Яругь оть друта мы тБ же преобразовавя, пря помощи которыхь второе 

ураввен!е можеть быть выведено изь перваго, можемъ повторить и ноен® 

водотаиовки въ него названнаго выражентя и получили бы такимъ образомъ 
тоть же результаль, который получается нослВ первой изь упомянутыхь 

подетановокъ. Но при преобразован и тождества по праввлажь, валоженнымь 

*) Нельзя не признать такое назраше болёе логичнымь и ме согласиться, 
что лучше только уравненя называть несормфетными, а ие системы. ` 
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въ & 357—877, всегда оняхь получается тождество. Слфдовательно, и 

равенство, которое получится, если мы изь двухь зависимыхь другь 
оть друга уравненй нсключимь одно иензеЪстное, должно быть тожде- 
ствомъ. 

И наобороть, если цо исключеши изь двухъ уравнен1й одного неизвЪет- 

наго получится тождество, то эти уравненя должны завиеЗть друть от 
друга. 

Ибо и въ самомъ дЪлВ, если въ обоихъ уравнешяхь только и есть 8 не- 

извЪетныхь, то въ случа независимости уравнен!й другь оть друга система 
должна быть, какь это было указано въ $ 394 и подробно разъяенено для 

уравнений первой стенени въ ГУ глав этой части книги, опредвленнов . 

а получене тождества но исключени одного неизвЪотнаго указывало бы на. 
неопредфленность рёшеня, а, сл5довательно, и системы (ср. м. 5 въ 6 380): 

а если въ обоихъ уравнешяхь неизвветныхь больше двухъ, то въ елучаь 

зависимости ихь другь оть друга венкЁЙ разь, когда мы для вобхъ ихь 

кромё исключаемаго неизвЪфстнато и еще одного возьмемь произвольныя 
зваченя, получитен опредёленная система, которая по этой причинв не 
можеть дать тождества по исключен ненавфетнаго. 

Изь всего же издоженнато мы должны заключить, что получене тожеде- 
ства при чскмочени неизвиетнаго ‘изъ двуть уравненй есть признакъ ить 
зависимости другь ото друга (если подъ видомъ уравнен!й не даны тожде- 

ства). 

Прим ры. 

1) Чтобы исключить х изъ уравиевй 

| д—ву = 

| 2% _вву-(4+3У)4—39), 

решныь первое изь нихь относительно х и подотавимь получающееся для 
этого неизвфотнаго выражене во второе уравиене. Такь мы находимъ: 

х=3у-4 

(Зи) —6 Зуи Зи 4— у). 

Раскрывъ въ послёдиемъ уравнени скобки и сдфлавъ приведен1е подобныхь 

пленовъ, мы получаемъ тождество: 

16- бу—16-—9. 

Изь этото мы заключаемъ, что уравненя, изъ которыхь мы исключили 
=, должны зависть другь оть друта. И въ самомъ дёл, если мы первое 

изъ данныхь уравненй возвысимъ въ квадрать, затВмъ перенесемь члекъ 
9у? изь лЪвой чаетя-въ правую и, каконець, въ правой чаети разложимь 

16—9у? нл сомножителей, то и получимь второе изъ.давныхь уравнев!й. 
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2) сли мы изъ уравненй 

32--бу-е 
2 

Е 1 
92 абу= ф 1—5 ) 

исключимь которымь-либо изь способовь любое ИЗЬ НеИЗВЪОтнНыхЬ, то 

также получится тождество. 
И туть легко убфдаться, что уравнен1я зависять другь оть друга и что. 

напр., зторое можеть быть нолучено изь первато, если это первое уравнеше 
умпожимь на 6, затВыъ пересенемь членъ 32 въ правую часть и т. д. 

$ 425. Чиело незавиенмыхь другь оть друга уравиенй, въ кота- 

рымъ сводится система совифетныхь урзвиенй еъ 2 неизвветными. 

Способъ составлешя упоминаемыхь въ предылущемь паратрафВ условных» 

‘уравненй указывается непосредетвенно самою сутью двла и уже примфнялоя 

нами тамъ же. Онъ соотвфтотвуегь повёркё совмЁстности численныхь 

уравневйй чрезь полетановку въ инхь пайденныхь уже корней и состоить 

въ томь, что рёшается система такихт, двухь изь данныхь и уравневй съ 

двумя неизвфетными, которыя другь оть друга не зависять, и полученная 
система корней подставляется въ остальныя (и—2) уравненй. 

И если всф полученныя такимъ образомь (п—2) условныхь уравневй 

окажутся или будуть признаны удовлетворенвыми, то ие трудно убфдиться, 

что изь 9 уравнов]Й системы мотуть быть выведены вс оетальныя. 

Такъ. напр.. уравненя 

совмфетны при услови, что 

Нредположивь это услове удовлетвореннымь, мы третье изь названныхь 
‘уравиенй можемъ вывести изъ первыхь двухъ, между прочимъ, сяфдующимь 
образомъ: 

Умноживь первое изъ нихъ на в - › а второе на. ат о 
нолучивицяея такимь снособомъ уравненя, мы находныь уравнене: 

7 исложивъ 

в(ат-—е Ге) Бат) -икае 9) 
7 = о иы 1 

ат «ое 
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которое можеть быть упрощено н еще преобразовано такъ: 

«ты от—М ст фт) -Неат- й) 

тЫ ат МТ’ ато Ы 

А такъ какъ правая часть постВдняго уравневя, соглаено условному 
уравнению, равна {, то и въ самомъ дЪлф оказывается, что уравнене 

ав -+ву= 

вытекаеть какъ сл детв1е изъ перныхь двухь, еели встрёчающуяся во веЪхъ 

3 данныхь уравнешяхь извфстныя величивы связаны межлу собою такъ, 
какт это выражается приведеннымь условнымъ уравнешемъ. 

Первое изъ данныхь уравнен можеть быть при томь же услови вы- 
ведено изъ второго и третьяго сл$дующизть образомъ: 

Условное уравнене легко можеть быть преобразовано (чрезь упичтоже- 
нЕ знаменателя и т. д.) въ равноеильное ему: 

фей 4 
ат 91а 

Пользуясь имь и сложивъ второе изъ данныхь уравненй, умноженное из 
ат 

„т, 65 третьимъ, умноженнымь на - —--. мы получим первое изъ 
4т— ат 
вижь совершенно такимъ же способомь, накимъ выше получили третье. 

Наконець, такъ же можно было бы, предполагая данное условное урав- 
нене удовлетвореннымь, изъ первато и третьято изъ данныхь уравненй 

вывести второе. у 

И такъ же можно было бы изъ двухь уравненй вывести вс остальныя, 

если бы было дано болфе трехъ совмфстныхь уравнешй первой степеин 

еъ двумя неизвестными. 

Изь всего же изложеннато злфсь слЗдуелъ. что для отыснаня системы 

корней, удовлетворяющей нлькоторой совокупности линейныхь уравненй 05 2 

неизвпетными, достаточно двуть изъ этить уравнентй, но независимыть 

оругь оть друга. 

Если же окажется, что изь одного уравнешя такой совокунности мокуть 

быть выведены веф остальныя, то лено, что во уравненя такой системы 

будуть однозначащими и что она потому будеть равносильна любому одному 
изъ нихь и по этой причин еистемою неопредфленною. 

$ 496. Уеловыи неопреклевности, опрохфленноети и пероопредлен- 

ности спетемы уравнен И съ 2 нензвфетвыми. Въ виду предстоящахо ниже 
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обобщеня резюмируемь здЪсь 10, что мы съ нодробноетыо, соотвЪтствую- 

щею важности вопроса, разъяснили въ начал ТУ и въ УТ тлазВ этой части 

книти и въ этой глав. Такъ какъ выяснепныя истины остаются справедли- 

выми и для уравнен: выстихъ степеней, какь это отчасти уже должно 

было быть очевиднымъ, но будеть еще все болфе выяеняться постененпо. 

то мы можемъ выводы изъ названныхъ разсужден!й нашихъ формулировать. 

умалчивая о стенеин уравненй, хакь: 
1} Если неизвЪетныхь 2 и дано только 1 уравнене, то оно предетавля- 

еть собою неопредфленную систему. 
2} Если неизвЪетныхь 8 и дано 2 незавненмыхь другь озъ друга уравне- 

я, то они предотавляють собою опред ленную систему (или въ общемъ опре- 

дфленную, какь мы выразились въ $ 419 по причин®, тамь же указанной). 

3) Если неизвФетныхь 2 и дано болфе 2 независимыхь другь оть друга 

уравиен!й, то они предетавляють собою переопреджленную систему (или 

несовмёстную-—©м. конець $ 428). 

$ 427. Неопред®ленность одного и системы двухъ уравненёй съ тремя 

и болЪе неизв етлыми. Неопред®ленность одного уравнен{я еъ н®еколькими 

нензвзетными разъяснена была уже въ $ 393, неопредфленяость же системы 
2 уравненй съ 3 неизвжетными показана была на примр® въ $ 394. Теперь 

посл$днюю истину нфеколько обобщимь и притомъ докажемъ. 
Система друхь зависящихь другь оть друга уравнен й 1-ой степени 

<ъ любымь числомь неизв%етныхь равносильна одному изъ этихъ уравненй. 

Потому положимь, что въ сиетемв 

ао Нине. 
ом Фи Нее -НЧт рези +. 

уравнен:я, въ которыхь неизьфетныхь болфе чВмъ 2, независимы другь 

оть друга. Взявъ для вс№хъ этихь неизвфетныхь кром двухъ, налр., 

ди у, опредленныя, но совершенно произвольныя значеня, мы получимь 
систему уравненй, содержащихь только наззанныя 2 неизвфетныя. Эта 

система будетъ въ общемь опред®ленная, но если бы въ ней уравненя слу- 
зайно и оказались зависящими одно оть другого и она вь силу этого и 
оказалась бы неопредфленною, то оть этого результать нашего изслфдо- 
ван1я не измфинлся бы. Количество названныхь выше произвольныхь зна- 
ченйй для замфиемыхь ими неизазстныхь величинь безконечно велико. 
Каждая грушна такихь значений выфет съ соотвфтетвующими значенями 

и у, удовлетворнющими уравненямь, содержащим только ихъ, составить 
еистему корней, удовлетворяющихь данной систем уравнен. Слдова- 
тельйо, послВдвей удовлетворлеть безконечио большое число вистемь кор- 

вей. А эго и значить, что она неопредленна; и этимь доказана вообще 
неопредьленность системы 2 уравненй съ 3 и болфе неизевотными. 

Занявь точку зрЫшя, указанную въ кони $ 419, можно полученный 
результать считать относящимся и въ тому случаю, когда оба уравненя 
<нетемы протнворёчать другь другу. 
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Юри р®шени же вопроса, какая точка зря кредпочтительнВе, не 

послёднюю роль должно играть то обетоятелество, что тамь, гдЪ при рБ- 
шени задачь приходится вотрёчаться съ совокупностями уравненй тина 
такь называемыхь противорфчащихь прутъ другу, т. е. тнавкымь обра- 
зомь въ аналитической геометр1и, никакого противорфя они не озна- 
чають, & имфють разумный смыель опрелфленныхь особыхь случаевь. 

$ 428. Чизло возможныхъ неключен неизьЪетнаго въ сиетем$. Въ 
$ 394 была показана на примБрВ опредЪфленность системы 3 независамыхь 

другь оть друга уравнен1й съ 3 неизвфетными. Но примфръ доказатель- 

ствомь служить не можеть, и презнде чёмь принять опредвленноеть такой 
системы за общее ираьило, пеобходнмо изелфдовать вопросъ глубже и 
зъ общемь вид. 

Такь какь оказалось [$ 410], что ве разсмотрённые способы исклю- 

чевля неизнфетнато сводятся къ одному, то которымъ бы изъ нихь мы ви 

исключили одно изь неизвфетныхь, напр., 2, изъ предполатаемыхь неза- 
висимыми другь оть друга уравнен й системы 

| т-Ныу ев рь 
вах быу Нее =рь 
аут Ну Реза рз, 

веетда должны получитьея въ результат® одни и ТБ же уравневя, еодер- 

жаийя только оба друйя неизвфетныя. 

Дия отыскаия значенй этихь неизв стиыхь намъ нужно @ такихь 

уравнешя. Но какъ вообще веякое изъ нензнфстныхь, такъ и <, мы можем 
яеключить изь уравнешй равематриваемой системы три раза: изъ перваго 

и второго, изъ перваго и третьзго и, наконець, изь второго и третьято, 
то есть, могуть быть получены 8 уравнешя съ неизвфетнымя у и 2. Потому 
необходимо главвымъ образомь изенфдовать,не представляеть ли еовохун- 

ноеть этихь 3 уравневй переопредёлеиной системы [$ 423], в для этого 
произведемь вс названныя исключеня венавфетнаго х; 

Умножимь первое уравнен!е системы на а», второе на в, и вычтемь 

первое изъ получающихея при этомъ уравненйй изъ второго: 

вату Раба 
алое --абуу Роба врь 
(ева) (влево един -аыфт 5 

Подобньмь же образомъ неключимь х изъ перваго и третьяго урав- 
вен: 

вазх тазу Раз 
вазе -разбзу Набу 
(ау ау -Канех— @з61)2-=Ю:ру взр: и. 



м5 

— 518 — 

Наконецъ, ностунимъ аналогичнымь образомь с0 вторымь и третьимъ 

уравиенемь системы: 

зас -азрьи ас. —азрь 
азазт ау -- =а@:рз 

(а,бз `-азбз)у -(асз— азс) 8 -=@зрз аз» (0. 

Если мы которое-либо изъ уравнен!й данной системы рёшимъ отнови- 

тельно котораго-либо изъ неизвфетныхь, сл®довательно, и нензвфотнаго 

%, то это рёшене составить уравнене равкосильное рёшентому уравне- 

ино. Потому но теорем® 164 первое уравнене данной системы и уравнешя 

Ти ПЕ должны составлять систему равносильную данной системЪ. Равнымъ 

эбразомь должиа быть равносильна ей система, состоящая изъ второго 
уравиеия данной системы и уравнешй Ги 111, и, наконець, также система. 

состоящая изь третьяго уравневя данной системы и уравнений Пи П1. 

Изь этого сл®дуеть, что опредълимъ ли мы уи 2 изъ системы уравнен!й | 

п Пили изь системы уравнензй Ти ПТ или изъ системы уравненй Ти ПТ. 

для этихь неизветвыхь должны получиться одни и тв же значен1я, а именно 
т, которыми, выфотв съ вычиеленнымь изъ нихь значещемъ х, удовие- 
творяется данная система уравненй. Потому и безразлично, изъ которой 

изъ перечисленныхь трехъ системь 2 уравнен съ 2 неизвветными будуть 

опредёлены эти посл дяйя. Относительно же системы уравнешй Г, Пи Ш 

изъ сказаннаго слёдуеть, что она не можеть быть системою переопред®- 
ленною. Но она при этомъ не можеть быть и системою неопредёленною, 
такъ какъ при независимости уравнен1й данной системы другь оть друта. 
не могуть завиевть также другь оть друга ин уравнешя Ги ИП, ни урав- 

нешя Ти НЕ, на уравненн Пи Ш, что, вирочемъ, видно и изъ того, что 

ни въ одной изъ назваивыхь трехь системь уранненй при исключени ко- 
тораго-либо изъ нензвфетныхь не получаетея тождества {5 424]. 

$ 429. Уелове опредёленности еиетемы уразненй съ иеколькими 
неизветными. Указывая и здвсь, какь въ $ 419, добавляемыми словами 
«въ общемъ» на то, что возможны и безконечныя значеня неизвфетныхь 

въ рёшеши системы уравненй н вообще такого рода особые случан, как 
разоматривались въ УТ глав этой части книги и которые иногда не пря- 
зпаются за рёшешя, мы названное выше условЁе опредфленноети системы 
можемъ выразить въ внд® слёдующаго предложешя: 

Теорема. Въ общемь система независимыхъ 
другъ отъ друга уравнен{й, въ которой уравне- 

н1й столько же, сколько неизв ф стныхь, есть еи- 

стема опредфленная. 

Док. Положимъ, что система состоить изъ в иезависимыхь другь оть 

друга уравнен!й съ п неизвестными. Прелетавимь себ одно изь этижь урар- 
пен рФненныхь отноентельно которато-либо изъ нензвфотныхь, которое 
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будемь называть 2, п полученное для яего выражен/е подетавленныхь 8% 
остальныя уравнен!я системы. Такъ мы нолучили бы (и—1) уравненйй съ 

{"—1) неизвестными. 

Но такь какь каждое изъ уравнев! системы могло бы быть уравие- 
щемъ, которое мы представили себф рЪшненнымь относительно х (кромЪ. 

конечно, тёхъ уравненй, въ которыхь бы этого неизвЪетнаго случайно 

не оказалось), то мы должны себф предетавить въ общемъ возможными 
опиеанныхь выше системь {и—1) уравнен!й съ (я—1) неизвфетными больше 

одной. Но всф онЪ, каждая вмБетЪ съ уравнешемъ, изъ которато для нея 

определялось подотавляемое выражен!е для х, востазляють по теоремЪ 
154 системы равносильныя данной и, слФдовательно, равносильныя между 
60б0ю [5 428]. Такъ оказывается, что рёшене системы » независимых 
другь оть друга уравненй съ и неизвфстными можеть быть сведено къ 
рышен1ю системы (и—1) такихь же уразнейй съ {п_—1) неизвзетными. 
Если мы сможемъ рфшить поелёдиюю, то, подставивъ нолученныя для не- 
извФетныхь значены въ выражен!е для т, мы получимь рёшен{е (или рф- 

шеня, если окажется, что рёшеюй сиетема допускаеть больше одного) 
и данной системы. 

Но нами уже было доказано, что 2 совмВетныхь независимыхь другь 
оть друта уравнен1я съ 2 неизвЪетными составляють опредъленную систему 
уравненй. Слфдовательно, и система 3 независимыхь друть отъ друга 

уравненй еъ 3 неизьфетными есть система опредвленная. А изъ этого 

слвдуеть далфе, что опредёленною же должна быть система 4 независимыхь 
‘другь оть друга уравневй съ 4 неизвфетными и т. д., то веть вообще опре- 

двденною система и независимыхь другь оть друга уравненйй съ п не- 
извфетными, что н требовалось доказать. 

Прим чанте. 

Хотя бы мы и ве ум$ли найти рёшеня уравненя относительно 5, о 

которемъь говорится въ доказательств® (это можеть случиться, если стецень 

уравненя окажется слишкомъ высокою), самое доказательство оть этого 

не теряеть своей силы, такь какъ существуеть и можеть быть доказано 

предложеше (0 немъ будеть еще рфчь внослёдств?и), что веякое алгебран- 

ческое уравневе имфеть корень. 

430. Уелове неопредЪленности системы уравненй еъ иъеколькими 
нензьВетными. 

Теорема. Система, въ которой независимыхъ 
друхтъ отъ друга уравнен1Й меньше, чфмъ неиз 
вБстныхьъ, ееть сиетема иеопредВ ленная. 

Док. Положимъ, что дана система, въ которой независимыхь другь 

оть друга уравиевый п, а неизвфетныхь ®--р. Вътакомъ случа мы р нейз- 
взетнымь можемъ придать одинъ разъ за другимъ какя утодно значещя 

Барховт. Руповодотво алгебры 33 
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и всяк разъ посл» этого получимь п независимыхь другь оть друга урав- 

неши съ п неизвёествыми, елБдовательно, по теорем 15% опредфленную 

систему уравнев!й. А такъ накь произвольныхь значев!й, которыя мы 

можемъ придать названнымь р ивнзвфотнымь безконечно много,—ибо на- 

зкдое чиело можеть быть такимъ значенемъ,——то и опредбленныхь системъ 

п уравиенй съ п неизвЪствыми безконечно много. А это и значить, что 

данная совокупность п совмфстныхь уравнешй съ (®--р) неизвфотвыми 

есть система неопредЪлелная. 
Но мыелимы случаи, когда изь уравнен!й, получающихея по придани 

р неизвфотнымь произвольныхь значенй, одно или нфеколько уравнений 

окажутся зависящими оть другнхъ, Въ этихъ случаяхь мы будемь имфть 
независимыхь друть оть друга уравнен1й съ и неизвфетными меньше, чёмъ 

пи, сл довательно, какъ уже выяснено было въ началв этого доказатель- 
ства, системы неопредфлевныя, изъ чего слБдуеть, что и въ такихъ овобыхь. 

случаяхъ данная система все-таки будеть неопрелёленною. 

Такъ оказывается, тто дйствитезьно вообще веякая система, въ которой. 

независимыхь другь отъ друга уравненйй меньше, чёмь неизвфетныхь, 
есть система неопредВленная. 

$ 431. Услове переопредЪленноети системы уравнен! съ нфеколь- 
хими неизвестными. 

Теорема. Система, въ которой незавивимыхь 
другь отъ друга уравнен:й больше, ч$мъ неиз- 

вфстныхь, есть система переопред $ ленная (не- 

совм $стная). 

Док. Положимъ, что дана система, въ которой незавиенмыхь другь 
оть друга уравненй я, неизвфетныхь же меньше, чВмъ в, и представимъ 

себЪ, что и здЪсь, какь при доказательств теоремы 157, мы одно изъ урав- 

ненй рышили относительно одного неизвстнато, которое будемъ называть 
=, н подставили полученное для него выражен въ остальныя уравненя 
системы. Такимъ образомь мы получили бы систему, въ которой и урав- 
нен!й и нензвфетныхь было бы на одно меньше, чфмь въ давной систевВ, 

п которыя вмфетф ©ъ уравнешемь, изь котораго для нея опредёлялось 
подотавляемое выражеше для д, составила бы по теорем 154 систему, 
равносильную данной. Равносильными ей были бы н остальныя системы, 
которыя могли бы быть получены опясанпымь епособомь [ср. доказатель- 
ство теоремы 15%]. Такъ мы видимь, что рёшен!е всякой системы и раз- 
сматриваемато здесь вида можеть быть сведено къ рфшенно системы, въ 
которой чиело и уравненй и непавфстныхь на 1 меныне нервоначальнаго. 
Но нами уже было доказано ($8 421, 423), что если даны 2 ипи боле неза- 
виеныыхь другь отъ прута уравней съ 1 неизв®стнымъ или если даны 

3 или боле независимыхь другь отъ друта уравненй съ 2 неиэвфетными, 
то тавя совокупности уравневйй составляють первопред®ленныя снетены 
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уравненй. Слдовательно, должна быть переонредвленною также система, 

4 или болЪе независимыхь друтъ отъ друга уравненй съ 8 неизвфстными 

ит. д., то есть вообще система независимыхь другь оть друга уравненй, 

если въ ней этихь послфднихь больше, чфмь неизвфствыхь. А это и тре- 

бовалось доказать. 

$ 482. Усюня совметности уравнен 1 въ переопред®ленной сиетежВ. 

ПослЖдняя теорема вмфетВ съ приводнмымь ниже елфдетыемъ изь нея 

суть обобщен1я истинъ, найленныхь нами въ 8$ 421, 428, 423, 425. Что же 

касается упомянутаго елфдотвая, то оно для уравненй, степень ноторыхь 

выше первой, справедливо съ извфстными оговоркамн, почему мы и ограви- 
чиваемся здфеь такою формулировкото ето: 

Слёдетв!е. Для тото, чтобы а линейныхь уравненй съ (пр) неизвет- 

выми были совыБотными, необходима такая зависимость между этими 
уравненями, чтобы вотрёчаюнляея въ нихь извфетныя величины удовле- 
творяли р условнымь уравненямъ. 

И вь случаЪ удовлетворевя этихь условныхь уравнешй изъ (и—р} 
независимыхь другь отъ друга уравпезий дапной системы могуть быть 

выведены остальныя р уравневй ея. 

$ 433. Практичееы! выводъ изъ ноелЪднихъ теоремъ. Изъ послёднихь 

теоремь слЪфдуеть важное правило, которое необходимо примфнять при 

тЪшени поередетвомъ уравненй такнхь задачь, для которыхъ требуются 
опредъленныя ртъшеная безь огрониченмя ить изеъетною областью чисель 

(ср. $ 394). Оно есть обобщене правила, приведеннаго нами въ конц $ 419, 

и можеть быть формулировано такъ: 

Правило. Для р шен1я задачи необходимо всегда 

составлять столько независимыхъ другъ оть 
друга уравнений, сколько въ нихъ встр 6 чаетсн 

неизв стныхъ. 

Прим5ръ. 

Задача. Въ треугольникВ одннъ изъ внутреннихь угловъ втрое, 

а другой вдвое больше третьяго. Вычиелить величину этихь угловъ. 

Рашенте. 

Составленяе уравненай. 

Если мы обозначимь число тралусовъ, заключающихся въ нанмень- 
шемъ изъ искомыхь угловъ, въ олфдующемь по величин® и въ нанбольшемъ 
изъ нихъ, соотвфтотвенно буквами х, уи 2, то условя задачи будуть выра- 

жены елдующими уравневями: 

2=32 .. 

1=22 .. (ПП) 

33* 



— 516 — 

'Уравненй 1 и 11, одлако, недостаточно для р®шев1я задачи, такь какъ 

въ нихь вотрёчается 8 неизвфотныхь величины. Третье уравнен!е, содер- 

жащее эти 3 неизвфотныя можно получить различными способами. Такъ, 

напр., мы могли бы закое уравневе составить, разсуждая слдующимь 

образомъ: 

ели одннь изъ внутреннихь утловъ треугольника втрое, а другой 

вдвое больше третьяго, то оба первые уита выфет® должны быть впятеро 

больше третьяго; а это было бы выражено стВдующимъ уравпешемь: 

2 

Но если мы станемь рфшать систему, состоящую изь этого уравнешя 

и уравненй Ти П, то при исключени, какъ ненаввстнато у, такъ и неиз- 

вфотнаго 2, мы получимь уравнене, уже ныфющееся въ сиетемВ, а при 

исключении неизвфстнато 2 одио и то же уравнеше, изъ которыхь бы урав- 
ненйй мы это неизвфстное ни исключели. Изь этого видно, что въ названной 

системв уравненён не независимы друтъ отъ друта, и что она по той причин® 

неопредВленна. Но в до того, какъ приетуплено будеть къ общеню ея, 

должно быть ясно. что она опредфленною быть не можеть, такъ какъ для 
соетавлевёя зретьяго уравненя мы воспользовались условями задачи, 
которыя уже были примфнены при соетавлещи уравнев1 Ти П, велёдетве 
чего уравнешя долишы были оказаться зависящими другь отъ друга. И 
въ самомь дЪлф леско вывести любое изъ нихъ изь остальныхь двухь. 

Но не трудно получить третье уравневе, содержащее неизвёстныя 

х, уи зи не зависящее оть уравненй Ти И. Цо извфетной геометрической 

теоремВ сумма внутреннихь угловъ треугольника должна составлять 180°. 

Въ евлу этой теоремы мы нифемъ: 

в-Ру4-2=180 ... (ТП). 

Уравиеня Т, 1 и ПТ составляють опредфленную систему, рынивъ 
которую мы и найдемь нокомыя величины. 

Ризшене системы. 

Подставивь въ уравнене ПТ виЪето 2 и у данныя уравненямя Ги Н 
выражен1я, мы нолучаемъ: 

2-2. 3т=180, 

‚а отсюда 

65—180 
и, слБдовательно, 

2==80. 

Чрезь подстановку же этото корня вь уравнешя НП и Е мы находимъ: 
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Отетьть. 

Величина угловъ треугольника: 30°, 60° и 90°. 

Еще примфръ въ пояснене послёдняго правила будеть приведень 

впостЁдетвм (въ $ 565). 

ГЛАВА УП. 

Опред$ленныя системы уравнен! первой 
степени. 

$ 484. Ординарпый видь уравиен!я первой степени съ иЪеколькими 

неизьетными. Какь сказано было въ $ 403, ординарный видъ уравненя 

первой степени еъ 2 неизвёстными ееть 

ат ус. 

Если уравнен1я посредствомь преобразован, указанных въ Г главЪ 

этой части книги, могуть быть приведены къ виду: 

аз-РФу-е#=а 

аз --Бу--са--ди=е 

ит. д., то это будуть уравнон:я первой степени съ 3, 4 и т. д, неизьЪет- 
нымя; и такой видъ ихь считается ординарнымьъ для уравнен1й 1-ой 

степени съ пфеколькими ноизвфетнымя. 

$ 435. © порядЕБ псключеня неизвВетныхъ. Изслфдован ями преды- 

дущихь главь въ общемь уже предуказано, какь должно рфшать опре- 

дфленную систему уравпешй. Ходъь такого рышевя мы резюмнруемь въ 

вид правила въ слФдующехь параграф и къ примфнено его къ линей- 
нымъ уравнешямт, мы уже подготовлены. Только полезно еще предвари- 
тельно указать, кажь избЪжать ошибки, которая легео можеть произойти 
при исключен пеизвзетныхь д которая востоить въ томъ, что въ случа 
нееоблюденя извфстнаго порядка при такомъ исключен и могутъ получиться 

зависящя другь оть друга ураввеня, какъ это можеть быть доказано 
слёдующямь разсужденемъ. 

Ноложимъ, что мы желаемъ исключить одно и то же неизафетное, ко- 
торое назовемъ х, изь нфкоторыхь 3 уравненай системы. Въ этихь урав- 

неняхь представимъ себЪ вс члены, кромВ того, который содержить х, 

перенесенными въ правую часть. Обозначивь получивицяея послф этого 

правыя части названвыхь уравнев1й буквами Р., Р, и Рз, мы эти урав- 

неня можемьъ изобразить вь такомь видф: 

ах=Ру 

ат=Рь 
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Иеключеше изь этихъ уравнен]й нензвфетнато х мы можемь произ- 

вести любымъ изъ способовъ, раземотрённыхь въ главЪ У этой части книги, 

а также чрезь дБлеше уравнешй друть на друта. Уничтоживь затБмь 

еще знаменателей, мы такимъ образомь получаемь изь нервато и второго 

уравнешя: 

({ ®«Рь-ыР,, 
изъ перваго и третьяго 

и изь второго и третьяго 

(ШО вр. 

Но разяблявъ уравнешя Ти И друтъ па друга я уничтоживъ также 

затфмь знаменателей, мы тоже получимь уравнене ИТ. Такимъ образомь 

мы видимьъ, что уравнене ЦТ завнеить отъ уразненй Ги НП. А вифетВ съ 

тВмь, какь легко убфдиться, и уравнеще 1 можеть быть выведено изъ урав- 

ней Ни Ш. а уравнеше Ц изь уравнений Ги ИТ. Изь сказанвато же 

олфдуеть, что при составлени, чрезъ исключен которато-либо изъ неиз- 
вфетныхь изъ данной онредфленной виетемы, новой опредфлентой скотемы, 

въ которой и однимъ неизвфстнымь и однимь уравнешемъ меньше, чВмь 

вь данной, нельзя изъ однихь и тёхт, же трехь уравнеюй исключать не- 

извфстное три раза, другими словамн должно для получения третьято 
‘уравнен{я новой вистемы исключить х изь одного изь этихь трехъ урав- 
ненй и любото четвертаго уравневя данной системы. 

И такъ вообще необходимо при названномъ выше составлени новой 

сиетемы, искнючая неизвфстное, соединать уравнея но два другь съ 

другомь такь, чтобы одио изъ нихь не прикадлежало къ числу примбнен- 
ныхь уже уравненй. Летче же всего обозрфть выполневе яослёдняго 

требовавйя, соединяя при исключения неизвфстноло одно и то же уравнен!е 
системы съ каждымъ другимъ. Такой порядокь исключентя неизвЁстнаго 

соблюдается, напр., всегда, когда одно изъ уравиен системы рёшается 
относительно исключаемато нензвфотнаго и полученное для него выражене 
подставляетея въ остальныя уравненя ея. 

$ 436. Правило рЕшенйя опредленной системы линейныхь уравненй. 

Нослф замфчаюй въ предыдущемь параграфь, мы можемь считать 

‹ебя достаточно подготовленными для резюмировав!я тото, каковь должень 
быть ходъ ршеня названной въ заглав ми этого параграфа ‘системы урав- 
вен. 

Правило. Для фъшеная опредъленной системы, состоящей изо п урав- 
ненёй, нумено; 

1) из уравненй данной систвмы исключить однимь изь спогобовь одно 
+ то эюе неизвестное (п Т) разъ такь, чтобы помучилаеь система (п—1) 
независимыхь бругь оть друга уравнены; 

2) изз уравненй послъдней системы исключить пакимь же образомь 
‘новое ивизвъетное; 
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3) чз5 новой системы (п-2) независимыхь другь оть друга уравнентй 

45 (п 2) неизвъетными цекмочить кокое-либо третье изъ нензвьетныхь и 

затльмь продолоюать составлять такь же новын опредълениыя системы, 

пока ие получится 1 уравнеше съ 1 неизвъепнымь; 

4) ръшивь это ‘посльднее уравнене, подставить полученный корень 

35 одно изъ уравненй системы 2 уравнентй оз 8 неизвестными или— въ слу- 
чать примльнентя способа подетановки--вь вырамесне для нензвъетнаго, 

исключавшагося изь этой послъдней снстемы: 
5) полученныя значешя для посльднихь двухь пеизвъетныхь подставить 

85 одно изъ уравненй системы 8 уравненй съ 3 нензвьетными или—в5 елу- 

чаь примъненя способа подстановки—въ выраокене Эля исключавшагося 

из5 этой системы неизвюстнаго; 

6) продолжать подетавлять тапимз же образомь найденных уже зна- 

ченя неизвъетнихь вз уравнемя предыдущихь системе или — вь случа при- 

ъмъненя способа подстановки—въ выраоженя для исключавшитея изь этить 

системь ненавъетныхь, лова не получится значеще и посльдняго ненависть 

наго. 

$ 487. Примфрь рБшеня снетемы емовобомъ подетановки. Рышимь 

такимъ способомь елбдующую систему уравневй сь 3 неизвЪетными: 

Сначала приведемъ эти уравиещя къ ординарному виду. Для этого 

умложимь первое изь нихь на общато знамепателя 8 (2у—)= ветрёчаю- 

щихея въ немъ дробныхь выражен, при чехъ мы получаемь: 

22-8) {2у—®а=хг--6 (9—2). 

По раскрыт скобокъ мы отеюда находимъ: 

Зуг--42— Вуз хе-хе 1у 6х, 

а нося перенесеня всбхь членовъ, содержащихь неизвфетныя. въ лёвую 

часть: 
6х—12у-42=0. 

Разлливъ еще послфднее уравнен1е на 2, мы получаемъ: 

Зх— би-2г=0. 
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Если мы рторое изъ уравнен!Й дашной системы по раскрыт скобокъ 

умножимь на 6, а третье на 80, и перенесемь затБыъ члевы, содержащие 
неизвфстныя въ лЪвую часть, а остальные въ правую, то эти оба урав- 
неншя также будуть приведены кь ординарному виду, данная же система 

будеть замфнепа слФдующею равносильною: 

32—6у 482=0 

Способомь, названаымь въ заголовкв этого параграфа, ее удобифе 

всего рёшить такъ: 

Рынивь второе изъ уравнен1Й ея относительно 2, мы получаемъ: 

2=3— ву ... (а) 

Подетавивъ 310 выражене выфето 2 въ первое и третье изь уравнений 

ея, мы находимь: 

| 82— 6у--2(8—85--ву)—0 
} 6215 у--8—22--ву)-, 

а по приведеши къ ординарному виду: 

<—6бу=6 

2%—Эу=11. 

Получивь изь перваго уравнешя послдней системы 

=6--ву ... (6) 

п подетавявъ полученное пыраженс вифсто х во второе уравнеше, мы на- 
ходимЪ: 

2(6--9у)—Зу—11, 
з по упрошеши: 

12--12у—Зу=1 
Зу=—1, 

откуда 

то ееть 
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Подотавивъ, наконець, въ выражен! (а) выфото хи у найдевныя зна- 
Чен ихъ, мы получаемъ: 

—3—2 .4--6 (-.) #=: . 4-6. 5} 

то веть 

2= 

$ 438. Примфръь ршеня системы споеобомъ сложеня и вычиташя._ 

Рашимъ такимъ слособомь слфдующую систему уравненй съ 5 веизвЪет- 

ными: 

275—у — 28и—5 
182 +2у—62—5и--6% 

452—Зу--25—4и—4 
ЗА чу Зари ВЕ = 
36% 5у--4а--Ти-рбе =42. 

Важно выбрать для иесключентя такое неязвфстное, чтобы въ новой 

систем$ козффищенты оказались какъ можно меньше. На первый эзглядъ 
можеть показлться, что у обладасть такимъ свойствомт. Еще же удобне 
будеть исключить изъ данной системы 2, еелн соединить 8-ъе уравнене съ 

каждымь другимь, но неключен!е этого пеизвЪфетнаго изъ третьяго и чет- 

вертахо уравненй замфнить исключенемь его пзъ второто и четвертаго. 

Такимъ образомь получаетея слёдующая система: 

; а) 992—бу--2и- 40—48 (изъ уравненй Зи 1) 

(А) ] 6) 1585—Ту ЧТ 6=89 (> » 3н2) 

в) 90510-17 125=88 (> > 2и4) 

Е) 1265" _15и—25=ю08 (» » Зи 5). 

Изь этой системы удобнфе всето исключить у, соедипяя уравненшя т) 

съа), г) съ 6), на) (вмЪето г} съ в). Такимь путемъ получается сяфдующая 
система уравненй: 

{ 5812—774--49—462 
(Б) 1 1292-—88и-8и=625 

3082 —18и—16%==68. 

Отеюда мы чрезъ исключен о получаемъ: 

в) 1791—9429 и—=1549 (изь уравнешй 1 и 2) 

‹ 18504-—163и=1187 ( » » Зи 3). 

Изъ этой системы удобнфе исключить с, умножая первое уравнете 

ва 150, а второе на 199 (чтобы получилось общее наименьшее кратное 
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хоэффищентовъ 1791 и 1350}, и вычитая загВмъ полученное первое уравне- 

ще изъ полузеннаго второго: 

1791 . 1505—86300 и =282350 
1850, 1992—89487 м =286218 

= 3863 и —=8863. 

Отсюда же получается: 
и-=1. 

Найти х тфмъ же способомъ изъ системы В очень неудобно. Легче это 

леизвфетное вычислить чрезъ подстановку значен!я + въ одяо изъ уравненй 

этой онстемы, напр., во второе. Такъ получаетея: 

18502—168 . 1=1187 

13505=1350 
х=Ь 

Чрезъ подотановку найденныхь для и и % значен]й въ одно изь уравне- 

ий (удобяфе всего третье) системы Б мы получаемъ: 

9=8. 

Нодетавивъ значеня вычнеленныхь уже трехъ неизвфотныхь въ одво 
изъ уравненй (удобнВе всето четвертое) системы А, мы нолучаемь: 

у=5. 

Осталось, наконець, подставить найденныя уже значен]я неизьВотныхь 

и, =, о и увь одно изъ уравнешй дапной системы, нанр., первое, чтобы полу- 

чить звачене и послЪдняго неизвЪетнаго: 

2—8. 

$ 439. Шремфрь рЬшеня системы, въ отдфльныхь уравненяхь 

которой ветрЪчаются ие веб неизв етпыя. При рЪышен!н задалъ изь геоме- 

три, физики и т. м. р8дко бываеть, чтобы отдфльныя уравнев1я еистехы 

содержали всё неизвфетныя, вотрфчаюнцяся въ ней вообще. Нотому важно 
познакомиться съ прамф$ромь рёшеня и такого рода системы, напр., 
слБлующей: 

Зи—и=2 ... @ 
55 4и-3х=1А ... 
и-не-у-2=90 (1 
4-у-22—8 -.. ЧУ) 
Зи—=1 ... 
2и—и-—ш-9—2=0 ... (УР 
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Изь этой системы удобнфе всего исключается у, такъ кань это неиз- 

вЪетное ветрФчается только въ уравневяхь П1 и ТУ. Сложивъ ихь, мы по- 

‚лучаемь: 

и-Н4ь-я—в=12 ... (а). 

Это уравнене выфстб съ уравнещями Т, И, Уп У1 составляють новую 

‘еистему (А), содержащую только 5 пеизвфетлыхъ. Изъ послфдней удобн%е 

всего исключить 2, ветр5чающееся только въ уравнешяхъ (а) и УТ, Вычтя 

второе изъ нихъ изъ перваго, мы получаемь: 

—и--5Ри—а=12 ... (0). 

ВыьотБ съ этимь уравненемь уравнешя 1, Ши У составляють новую 

еистему (Б}, содержащую уже телько 4 неизвфетныхь. Изь нея удобиъе 

всего исключить $, такь какъ оно встрёчаетея только вь уравнеяяхь (6) 

и П. Вычтя ихъ одно изъ другого, мы получаемь уравнене 

5-44 -2, ... (в) 

которое вифотВ съ уравненями Ти У составляють систему (В) съ тремя 

неизвфетными. 
Изь нея можеть быть исключено неизвфотное х чрезъ сложен умножен- 

наго на 4 уравиеня У сь уравневемъ (в). Получающееся такимь образомъ 

‘уравнене 

18и—51=6 .. @) 
и уравнее Зи—м =8 ... (Г 

‹составляють систему (Г) уже только еъ двумя неизвстными, изъ которой 

можеть быть слЬдующимь образомъ исключено +: 

Зи 5и=—56 
16и—5 10 
2и 

# 

Подетавивь теперь 2 виЪсто % вь уравненйе 1 (какъ уравнезе енстемы Г), 

мы получаемь; 
%-4, 

а подставивъ то же значеще вуЪсто + въ уравнене У (какь уравнен!е си- 
стемы В), мы находимъ: 

х=8. 

Чрезь подстановку найденныхь уже значения неизвЪетныхь мы можемь 

найти значен1е у изъ ураввеня П (какь уравкешя системы Б) и получаемь: 

?=3. 
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Такимъ же образомь получается удобнЪе всего значен1е для г изъ урав- 

ненфя (а) (какъ уравненёя системы А): 

#=9. 

Наконець, тёмь же способомь мы изъ уравненя ПТ данной системы 

получаемъ: 
у=6. 

$ 440. Снетемы уравневй , содержащихь обратныя величины неизв ет- 
ныхъ. Здесь умБотво указать на искусственный снособъ рЕшер1я системы, 

который удобно примЗнять вь тВхь случаяхь, когда въ уравнешяхь ея 

встрчаются только обратныя величины вефхь или нфкоторыхь неизв фет- 

ныхъ. Вь этихь случаяхь изофгаются усложнемя хода рёневя, если 

сначала разсматривать эти обралныя величины какъ нейзвфотныя и вычис- 
лять ихь, а затмь уже изъ нихь опредФлять значеня самихь неизвьВет- 

иныхъь. 

Для пояснен1я этого правила рёшимь ел$лующую систему: 

А теперь упичтожимь въ уравненяхь ея знаменателей коэффищен- 
товь, умиожая первое уравнене на 12, второе на 8 и третье также ва 12: 

1 1 
36 - —— 48. — фо 

2 у 
2 1 2 44-16. —— б2=8 

| е у 1 
204-16. ва. 

т у 
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1 РА 
Умноживъ, чтобы исключить —, второе изь этихь уравненй на 8 в 

у 
<ложивь его зат8мь съ первымъ, мы случайно исключаемь 3 нензвфетныхе 

заразъ и получаемь: 
1 

168. —=28, 
Ея 

«лфдовательно, 

откуда 

1 + 
Второй разь исключимь у слагал второе изъ уравневй поелфдней 

Фистемы съ третьимъ; такь получается: 

т 
248 . -- 142-82. 

Е 

1 1 
Подотавивъ въ это уравчене 6 вуБето -, мы находимъ: 

“ Е 

1 
248. $ —142=3а 

124 28 
= 

з з 

2—2. 
—3 

Чиобы отыскать значене и третьяго иевизвЪетнаго, подотавимь вы“ 

численныя уже значеня обоихъ друтихъ неизьфетныхъ въ первое уравнеше 

данной системы. Тавъ мы получаемъ: 

сяфдовательно, 
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ГЛАВА 1х. 

общее рёшен!е опредвленной системы 
уравнен!й первой степени со многими 

неизвЪетными. 

$441. Примънее способа Безу къ р5шенйю снетекы еъ 3 исиз- 

вЪетвыми. Прежде, чмъ перейти къ примфнен!о способа неопредълевныхь 

множителей (Безу} къ ршентю системы линейчыхь уравнешй съ произ- 

вольнымь количеством неизвЪетныхь, рещимь этимь сособомь опре- 

дБленную систему уравненй первой стецени съ 3 веизвФетными. Пусть 

такая система будеть: 

| ме--Ьу Ноа, 

{ оыр-- Бу -Ноье- 4 
| але -Ныу-роза-з. 

Если умножимъ первое изъ этихь уравненй за н®котораго пока еше 

неизьфетнаго мвожителя ж и второе на нфкотораго множителя п и сложимь 
иреобразованиыя такимъ образомъ лервыя два уравненя системы и третье, 
то получаемъ: 

(ати -нод-Нт Ебт Ну (теме -Е4т--8 ... @)- 

Теперь видно, что если т и в избрать такъ, чтобы они удовлетворяла 
уеловямь 

Быт -Рыя-Н=0 (^) 

и ст ет --с3=0, 

то окажутся заразъ исключениыми у и г;н изъ уравнешя (а} мы при усло- 
вши, что удовлетворены уравнен1я А, находимь: 

_ фт --ат-- 43 

Ш ат--азп--аз ° 

Такь какъ для опредёленн множителей т и п нужно решить ©и- 
стемр А, то рёшене системы 8 линейныхь уравнен!й съ 3 неизвфетными 
оказывается сведеннымь посредетвомьъ разематризаемаго способа къ рёше- 
ню системы хвухь такихь же уравненй съ двумя неизвъетными. 

Изъ системы А мы получаемь: 

И: вс. 
Бек 

_ Бове, т ыы: 
Вис Быет 
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Подставивъ же эти выраженя вм$ето в и п вь формулу для х и умно- 

живъ затВыъ ея дьлимое и дфлителя на Ве;—Во1. мы получаемь: 

Чех Фура) афзог ые) Рае Фе). 

ал (оз зб) газет без) Наз(Флег-— Вис) 

Если мы изберемъ множителей ж и я такъ, чтобы они удовлетворяли 

условлыъ: 

вит Рави -Роз=0 | 
етот -Нез=0, | (в) 

то мы при условиг, что удовлетворены уравпешя Б, находимъ: 

_ фт див 
ть” 

а посл подстановки сюда вмбсто т и я выражешй, получаемыхь для этих. 
величивъ изъ системы Б, и ноелВ упрощеня имфемь: 

_ Чара без) Г фбалез ва) Е Ч5(азег 91оз) 
База) НЪКаноз—— аз) НБу(лог— ас) 

Если, навонець, избрать миожителей т и п такъ, чтобы они удовле- 

зворяли условямь: 

ат ал + вз=06 в) 

и фт Ьп-- 6 =0 > 

то изъ уравнения (а) слдуеть: 

— бт. 
ат + сл -- 63 

Посл же подстановки сюда мЪсто м в выражен, получающиехея 

при рЕшени относительно этихъ буквъ системы В, мы находимъ: 

„_ Ф (аб азб) -Ф(азв г -азбз) --з(абг--аа в) 
сКазфз— аз.) Река аз) Гоз(аь разв) 

$ 442. Зажфчан относительно полученной снетемы корней, Если мы 

вь выражешяхь, полученныхь въ предыдущемь параграфВ для хз. УИ 2. 

вь дёлителяхь раскроемь скобки, то уб®димея, что эти двлители совер- 

тиенно одинаковы. 
ИКромБ того легко обнаружить въ этихь выражешяхь, что дёлимыя 

ихъ отличаются оть дЪлителей только тфыъ, что въ послёднихь предь 

скобками стоять множителями коэффищенты опредзляемаго неизвъетнаго. 

въ двлямомь же вмфото каждато такого коэффинента стонть свободный 
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члену (т. е., членъ, не содержащй неизвфотнаго я въ к: мъ изъ данныхь 

уравненйй соетавляюний правую чаеть ето) тото же уравненя, въ которомъ 

ветрёчается этоть коэффищентъ. 

Въ формулахь для неизвфотныхт, полученныхь въ $ 407 при рёшеня 

системы 2 уравненй 1-ой степени ст, 2 неизвфетными также видно, что въ 

нихъ дълимыя могли бы быть образованы изъ дфлителей чрезъ замфну 

коэффищентовь при опредъляемомь неизвфетвомь соотвфтотвенными сво- 

бодными членами. 

$ 443. Приивнене способа Безу къ любой опредфленыой енетем® 

зинейныхь уравнен!. Не трудно обобщить примфненцый только-что ир1- 

емъ и составить правило для рёшен{я но епособу пеопредфленныхь мио- 

жителей опредфленной системы линейныхь уравненйй съ произвольнымь 

количеетвомь пензвЪетныхь: 
Если нензвЪетныхь, а, сиБловательно, и уравнен!й *, то (и—1) уравне- 

вй умиожаемъ на невзвфетныхь пока множителей ти, ть, Тз,.... Я, 

и затмь слагаемъ умноженныя и неумяоженное уравненя. Лля того, 

чтобы получить значеве котораго-либо изъ неизвфетныхь, нужно, чтобы 

въ уравнеши, полученномь оть сложеня, коэффищенты при остальных 

(п—1) неизвфетпыхь превратнлись въ 0. 910 требоване даетъ (я—1) ли- 

нейныхь уравпенйй для опредфленя (и—1) неопредленныхь множителей; 

и рышене системы съ и нензвЪетными сводится такиыъ образомъ къ р®ше- 

ню системы, въ которой к неизвфетныхь и уравнен на одно меньше. 

Рещен:е послфдней системы можеть быть сведено такимъ же способомъ 

кь рёшенюо енстемы, въ которой и неизвфотныхь я уравнен!й еще на одно 

меньше, и т. д. Такъ и при примфнени этого способа мы постепенно до- 

ходимь до системъ 3 уравненй съ 3 неизвфетными, 2 уравнен! съ @ не- 

извЪегными и, наконець, 1 уравнен!я съ 1 неизввстнымь, которыя вс уже 

р®шены нами подробно. 

$ 444. ЗакономБриоеть построен! формуль, выразкающихь корни си- 
хтемы. Въ выраженияхь, полученныхь въ $ 441. для неизвЪетныхь х,уна, 

видна такая закономфрность построешя ихъ, которая даеть возможность 
сразу писать рёщешя, ве производя всяк разъ всей процедуры рЕшеня 

системы. Чтобы чвифе обнаружить законъ, по которому нужно образо- 
вывать эти выражешя, вернемся мъ системВ съ 2 неизвфетными [ем. $ 407]: 

ав-Нбу о 
Ш--ту=и. 

Расположивъ козффищенты ивизвфотныхь между вертикальными чер- 
тами въ елёдующемь порядкЪ: 

а 6 
Тжт|, 
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мы видимъ, что одинаковый для обоихь неизьфетныхь дфлитель пол 

чается чрезь умножене кресть на кресть эхихь коэффищентовъ и вычита- 

не изь перваго произнеденя ат второго произведея 81. 

Если свмволоиъ 
аъ 
гм 

обозначихь выражее ат—Ы, то бужеть послфдовахельно обозначить 

выражене ст фи синволомъ 

В 
пт 

и, слЕдовательно, эначеше неизьВстнаго х выражевшенъ 

Пользуясь введеннымь символомъ, мы выражеше для у можемь пред- 

ставить вЪ вид: 

$ 445. Шервое понятйе объ опредфлитетв. При помощи введенных 

въ предыдущемь параграф символовь мы можемъ въ выражеши для х, 
полученномъ въ $ 441 при рёшен виетемы съ 3 неизвфетными, изобра- 
зить дВлителя слдующимь образомъ: 

в. аз 
а |= | © .. Ды. $: са $5 сз Ты въ! 

ЗВве же это выраженю сокрашенно ‘обозначается символом; 

Символы, съ которыми’ мы туть познакомились. называются опред- 

митедлми, а числа, изъ которыхь они воставляются, элементами ихь. При 

Баржиз. Рухеводетю элтебры, м 
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сравнени послВдияго опредёлителя съ выражещемь, которое он зам фня- 

еть, мы видимъ, камъ опрефлитель съ тремя горизонтальными строками 
и такимь же количеетвомъ вертикальныхь столбцовь {опредфлитель З-ъято 

порядка) можеть быть выражень чрезъ опредфлители, въ которыхь по од- 
ной строк я одвому столбцу меньше (опредфлители 8-ото порядка). Не 

трудно замфтнть, что при этомъ элементы перваго столбца опредфлителя 

З-ьяго порядка съ чередующимнся знаками являются множителями, а 
множимхыми опредфлители, получающиеся черезь вычеркиване той строки 

я тотб столбца, вь которыхь находится множитель. 

На основан!и изложеннаго не можеть быть сомнфй, кавя алтебраи- 

ческ1я выражен я сл$дуеть понимать, если мы систему корней системы урав- 

нешй, рышенной въ $ 441, изобразимь вв видё: 

4 ы а: м @ 
92 в с] в. 4: в 

$446. Ратене нъ общежь вид енетемы 4 линейныхь уравненй 
<ъ4 попзнфетными. Чтобы рёшить систему уравненй съ 4 неизвйетиымит 

чт НН На фи-Ь 
пути -Неза Фи 

ат уе Рав 

вах -НЫу са Нан. 

сложнмь эти уравнен{н, умноживь предварительно мервое на т, второе 
на п и третье на р. Мы исключимъ одновременно неиавфетныя у, 2 нии по- 
лучимЪ 2, если изберемь множителей т, п и р такъ, чтобы онн удовлетво- 
фяли условямъ: 

бит Ня -Ныр-Нь=0 
ет -ея реф Ноа 0 

Ят--ал ара, 0 
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Ивзъ послфдней же системы мы по правилу, изложеннойу въ предыду- 
шемь параграфЪ находимъ: 

Обоз о) Рой бзйа Вз@а) а Фзбу -0зез) 
Безе) оквыйз—_ ба) На Вас Взбь) 
Би сзар са) В’сзЯа са) (сз —сзЯа) 

(сад пез) Бе: позвал) Неа.) 

Тажимъ же образомь чрезъ разложенше и выяесеше другихь множите- 
‚лей за скобки мы получаемъ: 

Ш ь аа 

ба 68 5: сз @ 

а:—4 4. ы с 4 
в 

ыьы ы с 4, 
в 68 6 5 4 
а а: 4; Ь 25 4 

ыы [а & 
и в —& с @ 

а @ —& 1ы а & 
р= — =. 

ыы аа 
с ба 6 $. сз @ 

Ра 4 4 ы о а 

Подетавивь эти выражен выфето т, пи р вь формулу: 

„— МАНА -ЫР-НЫ, 
ат -Нав разр 

з4* 
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нолучвющуюся по исключеши неизв5етныхь у 2 и м, перемфнивъ знаки 

въ двлимомъ и делитель ея и раоширивъ затфить ве на общато знаменателя 

выраженй для т, пи р, мы находимъ: 

В е, | аа ыЫ о & вай 
н.в В в вЫ © < 

ы а ыы 4 Ь а бы 55 са 4 
== . 

$ св @ аа Ноа ы а @ 
а. |5 в 4: в» |6 с; @:| а’. | сё @а|-- | сз @ 

ы с @ ы с, в, ыы бы 5 са 4 

Длитель этого выраженя ностроевь совершенно такъ же, какъь и 

первое выражеще въ $ 445, и нотому по аналохи съ внедеинымь тамъ 

сокращеинымъ обозначещемь и его естествевио выразить символомъ: 

1 Ы я 4 | 
аа В в 4 
оз ы в & 
а в @ @& 

, 

‘который называется опредфлителемъ четяертаго порядка. Изь пронехо- 

ждешя же его слёдуеть, что правило, какь выразить его чрезъ опредёли- 

тели З-ьяхо порядка, должно гласнть такь же, какь и правило, по кото- 
рому опредфлитель 8-ьяго порядка выражается чрезъ опредфлители 2-ото 

(см. стр. 530), а именно, онъ равенъ многочлену, въ членахь котораго 

элементы его перваго столбца съ чередующимися знаками являются мно- 
жителями, а множимыми опредфлители получающеся черезь вычеркива- 
ве той строки и того столбца, въ которыхь находится множитель. 

Дблимое вь формул для х, будучи такямъ же выраженемь, какъ 

и дёлитель, можеть быть также ивображень при номощи введеннаго нами 

теперь символа. И такъ же могуть быть выражены и остальныя неизвёстныя 

рёщаемой нами системы, такъ что система корней, удовлетворяющая ей, 
можеть быть изображена такъ: 

цы аа а на 
ьыец а Ь с 4 
вы а: Ь 6: в 
4 в Ц а @& 

= —- . ; 

а Ы а а 6 
198 В сз @ 4: Ы са 8 

п Ы в: 4 аз 508 > 
1% м © в „а 



а В! 
2 Ё& 
В 
« & 

< & 

са 42 

па @3 
а 4 

Й туть, какъ въ приведецной въ концё предыдущаго параграфа си- 

«тем корней, опредёлители въ дёлителяхь одинаковы, а опредфлители 

въ двлимыхь отличаютен оть первыхь тмъ, что въ нихь коэффищенты 

каждаго онредёляемато неизвФетнаго замфнены соотвётетвенными ево- 

бодными членами. 

$ 447. Указаше на предстоящя обобщеня. Поздн%е будет доказано. 
что уже предуказывается разсмотрЬнвыми здЗеь примёрами, а именно, 

что въ случа и большаго количества нензьфетныхъ р шене опредзленной 

<истемы линейныхь уравнев!й можеть быть выражено при помощи опред#- 

лителей. При помощи нхь мы даже будемъ въ состоянт въ общемъ видЬ 

выразить рЫшен4е системы я уравнешй 1-ой стенепи еъ з ненавфстными 

[см. $ 707], при чемь окажется, что корни такой системы будуть выражены 

чрезь олредфлители и-аго порядка. 

Тамъ же будеть доказано, что опредфлитель любого (я-аго) порядка 

разлагается на опредфлители низшаго [(и-—1)-аго} порядка по тому же 

правилу, по которому мы производили такого рода разложеше опре- 
двлителей 4-аго и З-ьято порядка, и что при постепенвомъ нереходв къ 
опредфлителямь все низшаго и низшаго порядка въ конц концовъ полу- 
чается тоть нногочленъ, который быль обозначенъ разложеннымъ опре- 

дВлителемъ. 

ГЛАВА Х. 

Отношешя и пропорши. 

1. Обиия понятя. 

$ 448. Отношеяйя. Существуеть два способа сравневя двухъ эдно- 

родныхъ неличинъ между собою: или указывають, на сколько одна изь нихъь 
больше другой, или жзе, во сколько разз одна больше друтой. Вь обоихь 

олучаяхь говорять обь отношен1и этихь величинъ другь къ другу. 

'Церваго рода отношене ваходится чрезъ вычитане, отношене посязд- 

няго рода вычисляется чрезь дёлеше. 
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а) Опредвленю. Ариометичеекимь отвошещемь двухь величинь ви В 

называется ихь разность а—5. 

6) Фпредвлеше. Геометрическимь или кратнымь отношевемь (или 

в 

просто отношешемь*) двухъ величинъ называется частное пхъ + 

Зъ обояхь слузаяхь пи Бназываются членами, а предыдущимь, Б—-по- 

. . @ 
елБдующимь. Численное значене отношетя ` азываотсл также его зпа- 

менателемъ **). 

$ 449. Пропорщи. 

а) Опродвленю. Равенство, части которато суть ариеметичесвия от- 

ношеня, называется ариеметическою пропорщею. 

Такъ, напр.. ариеметическя пропорции суть: 

тождество 
18—И=10—3 

и уравнеше 

а =с—4. 

6) ОпредЪлене. Равенство, части котораго суть геометрическая от- 
ношен]я, называется геометрическою пропоршею. 

Такъ, напр., геометрическя пропорши суть: 

хозкдеетво: 
в 

3:8=В :4 
Р 

и уравнене: 

а: Ь=с: 4. 

Читаются же так1я равенства, если имь присваивается назван про- 
а 3 

порщ, такъ; «3 относится къ 8, какъ 1; въ 4 и ‹аотносится кф, какь с 

относится къ @. 

Какъ въ одното, такъ и въ другого рода пропоршяхь первый и поелЪл- 
в членъ называются крайними, второй и тре средниин. 

Если въ пропорци оба средн!е члена одинаковы, то она называетея 
непрерывною. 

*) такъ какъ ариеметическое отношенёе почти никогда ве примниется. 
„ **) Прим. Нельзя не замфтить, что обозначеше ото выбрано несьмь’ не- 

дачво, такъ накъ слово «знаменатель примфияется и иъ другомь общенен ето 
номъ вмысль. . 



— 535 — 

$450. Пропорщи ио. существу урзввеня. Пропорши. выражающя 

геометрическя теоремы или физичесве законы, равно канъ и пронорци, 

соетавляемыя для рёшешя и при рёшеши арнеметическихь, геометриче- 

скихь и друтихь задать, это веегда уравнешя. Уравнене же есть всякая 

пролорщя, нанисанная въ общемь вид$, напр.. 

т: Ир: 94. 

Поэтому и неизьЪстное, встречающееся въ пропорци, акт, напр., 
въ пропории: . 

8—2-=8—8 

или въ пропорци 

5:8-=:4, 

можеть быть вычислено по правиламъ, по которымъ рёшаются уравнен и 

Теоремы же о пропорщяхъ, которыя будуть даказываться пиже чрезъ 

преобразоващя но правиламъ, по которымь нреобразовываются уравнея., 

останутся, конечно, въ, сил и для тондествь, инфющяхь вндь пропордёй, 
такъ какъ при преобразован по этнмь правиламъ тождествь опять по- 
лучаются тождества [$ 864]. 

т. Ариеометическая пропорщя. 

$ 451. Теорема. Сумма крайнихь членовъ ариеметической пронорщи 

равна сумм ея среднихь членовъ. 

Предт. а—ф=е—4. 

Утв.  афанье. 

Док. Еели вь пропорщи 

а—$—3 

‘перенесемь Ь въ правую, а @& въ лфвую часть, то мы н получаемь: 

а-а-64е. 

$ 452. Теорема. Въ ненрерывной ариеметической пропорщи среза 

зленъ равенъ полусумм$ обоихь остальныхь членовъ ея. 

Предв. а-т=т_% 

Утв. т 
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Док. По предыдущей теорем изъ пропорщи. 

а-—т=т— 

получается: 
2 =га--Ь. 

слЪд., 

__®- 6 
т=—^ 

$ 458. Другой видъ непрерывной аряометической пропорщи. Если мы 

вь непрерывной зриеметичеекой пронорши 

а—т=т-ф 

перем$нимь знаки и переставимь члены, то получится пропорщя: 

ж—в=р—т. 

Нотому мы имбемъ право называть непрерывною арнометическою 
проибриею и такую, въ которой крайне члены одинаковы. 

$ 454. Арнеметическое среднео. 

ОпредВлене. Новторяющийея члень вь непрерывной ариеметической 

пропорщи называется ариеметическимьъ среднимь остальныхь двухь чле- 
новъ ея. 

Сяъдетые. Полусумма двухъ величинъ есть ихъ 

ариеметическое среднъе. 

Ноняте объ ариеметическомь среднемъ обобщается селФдующимъ 0б- 

равомъ: 

ОпредЬлене. Ариометическимъ среднимъ нфеколь- 
кихь величивъ называется частное оть дёле- 
ч1я ихъ сумжы на число ихъ. 

а е14 
Такь —_- есть среднее ариеметическое величинь а, В, си 4; 

та онеие + } И есть ариеметическое среднее величинъ т, м, р, 4, "зи. 

И. Геометрическая пропорщя. 

$ 455. ФиредЪленя. Баждый аленъ геометрической пропорция назы- 
вается четвертымь пропоршональнымь остазьяыхь трехь. Каждый изъ 
непонторяющихел членовь иепрерывной геометрической пропориря на- 
зываетсн третьимъ пропоршюональнымь остачьныхь двухь. 
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Тавъ въ проиорни 

в:т=т:5 

а есть третье пропорцюнальное величинъ В н т. В есть третье пропорщю- 

`начьное ведичинъ а и т. 

Опредфлене. Повторяющся членъ въ непрерывной теометрической 
пропорши называется геометрическимь средпамъ или среднимт пропор- 
пюнальнымь остальныхь двухъ членовъ ея. 

$ 456. Теорема. Произведен1е крайнихъ членовъ 

теометрической пропорнц:и равно произведен:ю 

ея среднихъ членовт. 

Предп. а: =: 4 

Утв. ад 

Док. Если мы пропорию 

в:6=е:4 

умножимъ на 64 *), то и получается 

аа—№ю. 

Сябдетвю 1. Если въ пропорши **) равны другь другу одинъ край- 

ии одинъ средн и члены, то и остальные два члена ел равны между собою. 

Слъдетью 2. Край членъ пропорщи равенъ произведеню среднихъ, 

ъдбленному на друтой крайнй; сред члень равенъ произведению кра: 
нихь, дёленному на другой среди. 

$ 457. Теорема (обратная). Изъ сомножителей двухь раввыхь иро- 
изведен! можеть быть образована пропоршя, въ которой крайними чле- 

нами будуть сомножители одного изъ этихь зроизведенй, а средними 
сомножители другого. 

Предп. тт ра. 

Утв. т: р=а: т. 

+) Это есть то же самое, что уничтожить знаменателей вт уравяеши. 
**) Если говорятъ нросто о пропорши, то понимають геометрическую. 

#68; 
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Док. Раздбливъ равенство 

тпт—=ра 

на ра, мы и получаемъ: 

т: рёа: т. 

$ 458. Возможныя перестановки членовъ въ пронорцёя, Изъ пропорй 

в: 66:4 

по теоремВ 166 слёдуеть’ равенство: 

а4=%. 

Изь этого же равенства по теорем обратной [163] кромв первоначаль- 
ной пропорщи можно огразовать еще 7, сл довательно, вообще слёдуюния: 

[о 
зе 

4) 4:е в. 

Заключающееся въ этихъ равенствахьъ слдетые изъ названныхь двухъ 
хеоремь можеть быть формулеровзио такъ: 

#зо Са%дете. Въ пропорц1и доиустимы: 

1) перестановка крайнихъ членовъ инежду со- 

бою, 

82} перестановка среднихъ членовъ между со 

бою, 

3) одновременная перестановка крайнихъ чле- 

вовъ между собою и среднихъ между собою, 
4) зам на крайнихъ членовъ средними и серед 

вихъ крайними. 

13% $ 459. Теорема. ели трн члена пропорщи равны соотвфтетвеннымь 
`` эщевань другой, то и четвертые члены этихь пропоршй равны. 

во теор. УТ стВдуегь: 

Сяфдовательно, по теорем 167, 

ж=у: 
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Тань же нужно было бы доказывать теорему, если бы хи у были въ 

данныхь пропоршяхь не третьими, а какими-либо другими соотв тствен- 

ными членами. 

$ 460. Теорема. СреднЁЯ членъ непрерывной геометрической пропор- 

щи равенъ корню квадратному изъ произведеня обонхь остальныхь чле- 

новъ ея. 

Предп. а: т=т с: 

Ушв. т= а 

Док. Изь пропорши 

а: т=т: | 

слфдуеть по теоремБ 166. что 

те аь. 

а отсюда по опред®леню 668, тго 

т= аъ. 

$ 461. Другой видъ непрерывной геометрической яропорнш. Если 

мы въ непрерывной теометрической пропорции 

а: тет: 6 

по теоремВ 1 крайше члены замфнимь средними, а среде крайними, 
то она приметь внидъ: 

т:а=:т 

Потому мы ииЪемь право называть непрерывною теометрическою про- 
порщею и такую, въ которой крайне члены одинаковы. 

$ 462. Обобщеню нонятён о геометрическомь средиемъ. Изь опре- 
джленя 166 и теоремы, доказанной въ $ 460, опЁдуеть: 

Слёдетье. Геометрическое ерёднее двухъ чи 
селъ есть корень квадратный изъ произведен! я 
ихъ. 

На оепованш этого предложешя понят!е о геометрическомь средиемъ 
можеть быть обобщено слВдующинъ образомъ: 

ОпредВлене. Геометрическимъ среднииъ п дан- #93; 

ныхъ чисель называется корень я-ой стецени изъ 
произведен: я ихъ, 

Такъ, У афейе есть геометричеекое среднее чисель а, Ъ, с, на. 
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$ 468. Ироизводныя пропорции. Изъ данной пропорщи могуть быть 

образованы новыя, предетавляющия равновильныя съ ними уравнены, 
при помощи прмовъ, указываемыхь теоремами, приводимыми н дока- 
зываемыми въ этомъ и въ слБдующемь параграфахъ. 

#за Теорома. Сумма или разность членов первато отношен!я пропорщи 
7 ` отнобится въ его послфдующему члену, какъ соотвЁтетвенно сумиа ли раз- 

ность членовъ второго отношен1я къ его поелВлующему. 

Предп. а: Ъ=е: 4 

Док. Если мы къ обфимь частямъ данной пропорши ирибавимь ве 

21, то получаемъ: 

что и чребовалось доказать. 

РЕГ Теорема, Сумма или разпость членовь перватго отношея пропорши 
Ш ` относится къ его предыдущему члену, какь соотв®тетвенно сумма или 

разность второго отношеня къ его предыдущему. 

са: :4 

Утв. + са 

в с 

„Док. Но предыдущей теорем% изъ данной пропорши 

в: =: 4 

получается сяфдующая: 
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ЗВь оббихЪ эгихъ пропорщяхъ можно по теорем 170 переставить среде 
члены: 

'Изь послвднихь же двухь про- 

поршй по теор. УТ слздуеть: 

Слёдетвю. Сумма или разность членовъ перваго отношен!я пропорци 

относится соотевтетвенио нъ сумм или разности членовъь второго отно- 
шен!я. какъ предыдушёй членъ перваго отношешя къ предыдущему вто- 

рого, или какъ посябдуюлий члень перваго отношеня къ посл8дующему 
второго. 

$ 464, Теорема. Сумма членовъ перваго отношеня пропорщи отно- 

ситея кь ихь разностн, накъ сумма членовъ второго отношевя къ ихь 
разности. 

Уне. 2 
“аъ са 

Дек. По теорем 176 пзъ данной пропорши 

а: 5=е:4 

слёдуеть: 

= 
ва 

я 
оф в 

сае 

а + 
а отсюда по теорем УГ: да а 
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СтЪдегые. Сумма членовь пцервахо отвошеня пропорши отновится 

къ сумм членовъ второго, какъ разность членовъ первато отношенйя кт. 

разности членовъ второго. 

ТУ. Системы пропорций. 

$465. Разъменене вонять. Инотда, напр., въ ариеметикь при рБ- 

шен{и задачь на тань называемое пропорщюнельное дёлене, приходится 

имфть дВло съ системами пропорщи. Тая вистемы часто соединяются 

въ одну составную проиорцио вида: 

в:Ь:с:4:е 

которая, однако, не должна разсматриваться какь одно уравненще, а за- 
иБняегь собою систему н®околькихь пропорцй. Такь, напр., составная 

пропорщя 

а: 6: с: 4=т:в:ф:0 

замфняеть собою сиетему: 

и заключаеть въ себЪ также слЗдующя пропорщи, зависящия оть приве- 

денныхь трех: 

Но можно было бы также сказать, что названная составная пропоршя 
замфияеть собою снетему: 

равносильную приведениой выше, или же еще всякую изъ равновильныхь 
ей, которыя мы можемъ получить, если изъ чнола 3 пропорщй первой 
системы и названныхь 3 пропорцИ, зависящихь оть нихь, возьмемь 2 

произвольныя и 8-ью оть этихь двухь независимую. 

Важно замфтить, что тотда кавъ уравнению 

&:6:е: 4=т:я:р:9 

можеть быть приданъ видь: 
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составную пропорию 

&:Ъ:е:4=т:п:р:а4 

такь преобразовать нельзя, такъ какт опа вообще не равенство, а пред- 
ставляеть собою наниезнную особынъ способомь систему уравненй. 

Нри рЬшени же задачь необходимо всегда пыВть въ виду, что 
зоставная пропорц{я зыражаетъь собою систему 
столькихь независимыхъ другъ отъ друга про- 
порц1й, сколько по одну сторолу отъ знака ра 

венетва стоить знаковъ д%ленуя. Чтобы едфлать это 

болёе явнымъ, можно такую пропорцо, на основан теоремы 179, пре- 

образовать въ рядь равныхь между собою отношешй. Напр., пропорцию 

в: 

можно преобравовать танъ; 

Изь послёдней же строки и иодобныхь примровъь легко выводится 

правило, чо рядъ равныхъ между собою отношен:й 
представляеть собою систему столькихъ неза- 
висимыхь другъ отъ друга проиорцЕЙ, сколько 
въ немъ насчитывается знаковьъ равенства. Огольки 
же потому въ ненъ можеть ветр8чаться неизвЪетныхь *). 

$ 466. Обобщеня теоремъ о преизводныхь пропорщяхъ. 

Теорема. Сумма воЗхь предыдущихь членовъ ифеколькихь равныхь ГЕЕ 

между собою отношенй относится къ сумм вовхь иоследующихь, накь 
любой изь предыдущихь къ своему послЗдующему. 

о-ва Ра, ау 
А ыыы +Ь 4% в 

*) Въ задачахь — пропормональное дълеше бываеть дано кроыф про- 
пор еше одио услоше, почему тачъ неизвфотныхь бываеть однымъ больню, 
чЪмъ пропорций. 
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Док. Численное значеше предположенныхь равными между 6060ю 

отношенй ® Е и т. д. обозначимь буквою 4. Въ такомъ случаЪ по опре- 

дБленю 58% долинно быть: 

419 
аз=4 № 
аз=4 6: 

4 В, 

а, 4 6, 
Сложивь [$ 3] эти равенства и вы- 

— — — неся затЪыь общаго множителя за. 

скобки, мы получаемъ: 

ааа аз +. фак На, О, -НЬЬ-НЬь Ни НВ). 

Сяфдовательно, цо опредёлению 53а, (или по теорем 145) 

ааа --- Ни. На» — 

Я ЗЫ 

а: -раз-раз-- < Ра а 

ыыы 8 
42 

Сы ыы. 
Чрезь перестановку ще въ этой пропорц среднихь членовь полу- 

чается сявдующая теорема: 

Слёдетые. Сумма возхь предыдущихь членовъ ряда равныхь между 

собою отношен Я относится къ одному изъ этихь членовъ, какь сумма возхь 

послздующихь членовъ къ соотвзтетвениому послЗдующему. 

$ 467. Дальиъйния. обобщеня. Тёмь сме сиособомъ, накъ теорема. 

199, легко доказывается слёдующая болфе общая: 

Теорема. Если данъ рядь равныхъ между собою отношений, тб сумма 

ихь предыдущихь членовь, умпоженныхь каждый ва произвольное чиело, 
относится къ суммЪ поспфдующихь, умноженныхь каждый соотвФтотвенно 
на то ще число, накь любой изь предыдущихь нъ своему иосл®дующему. 

Чрез перестановку же среднихь членовъ получиется легко формузи- 
‘руемое обобщен теоремы 189. 
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\У. Измврене и отношеше величинъ. 

$ 468. Отвошее величииъ. Сравнивають между собою способами. 
указанными въ $ 448, не только пиела, но и снлошныя величины [$ 1], и 

даже числа обыкновенно именно ради вравнензя величниь, выраженныхь 
этими чиелами. Такое сравнение величинЪъ можеть нроизводяться или не- 

поередетвеннь или при посредетв® према, называемате излеьренемь [ср. $4]. 
Наглядне всего можно показать примёры этихь сиособивъ сравненя 

на прямыхь отрЪзкахъ. 

Положимъ, что мы 

отрёзковь АВ и (0. 

заемъ сравнить меху собою длину прямыхе 

А Е Е в В 
+ 

——4 
с р) 

Отложивь на отрвк® АВотрЪззокь АЕ равный СР, мы видимъ, что АВ 

па ЕВ больше СР, а разноль АВ-_СР-ЕВ можно назвать арнеметиче- 
скимь отношетехь отрёзковь АВ н СБ. 

Отложивь же на АВ еще отрфзкн ЕЁ и РФ равные Ор ину 

дившиеь чрезъ нанесеше на АВ еще разъ оть С вправо отрфэка СР, что 

В также равняется СР, мы узнаемъ, что АВ ровио въ 4 раза длинн%е СВ 

или что СР содержится въ АВ ровно 4 раза. Это выражается равенствоме 

АВ—4Ср, 
но также и равенотвомь 

АВ 

св 
АВ 
бр пли АВ:СР можно было бы назвать геометрическим 

отношенемь отр8зковь АВ п СТ; но обыкновенно его называють просто 

отнощешемь ихъ. 

и выражене 

$ 469. Поняте о мЪрё. Убблившиеь поелфднимь пзь онисанныхь 

7. 7: 
ры =—— 

с р 
+ 

мм 

способовъ относительно отрёзковъ АВ, СР я ЗМ, что 

АВ=15мММ 

бархохь. Руководство вагебры. 35 
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СО=БММ, 

мы вЪ то же время пробр®ли возможность узнать, во сколько разь АВ 

.. АВ 
больше ОБ. или опредфлить отношене —_-: тавь кавъ СР въ 5 разъ 

ср 

больше ММ, то СР должно содержаться въ АВ въ 5 разъ меньшее коли- 

15 
чество разъ, ч6мь ММ, то ееть, = разъ, другими словами, 

АВ_15 
Ср 5 

Изъ этого примбра мы видямь, что отношее двухь отрёзковъ, а 
равнымъ образомь и двухь величинъ вообще, можеть быть опредьлено 

ти посредетвв нфкоторой третьей однородной съ ними величины, которая 

содержится въ нихъ обоихь. Въ жизни мы сравниваемъ такъ ливи есь ед- 

ною и тою же извфотною везмь лиею, которую называють футомъ, или 

с иБкоторою друтою, избранною по соглашеню, хоторую называють 
метромъ, и т. д.; и ность такого сравненёя мы имфемъ возможность узнать, 
которая изъ сравненныхь еъ футомь яли метромь и т. д. лиый больше, 

и на сколько именно или ро сколько именно разъ. Такъ. сравнявають в 

ввса тёлъ съ иБкоторыми избранными по соглашению и извЪетными вефыъ 

опродфлекными вЪоами, которые называются пудъ, фунть, золотникъ, 
граммъ, килограмм ит. п., а лослВ такого сраввешя пр1обрётается в03- 

можность сравнить к вЪеа этихь тВль между собою. 

Этя величины, избираемыл по соглащеню для тото, чтобы при поеред- 

ств ихь (по предварительпомь опредфлени теометрическаго отношеня 

кь нимъ) можно было сравнивать межлу собою величины однородныя съ 

ними, называютя мзрами; и всякому изъ насъ известно, что есть мёры 
длины, поверхностей, объемовъ, времени, вЪеа и т. д. 

Но мы можемъ также ддя всякаго отдЪльнато случая избирать особую 
произвольную мЪру, такъ что вообще понят о мБр можеть быть опре- 

дЬлено слёдующимь образомь: 

Опредфлене. Еслн при сравнен!и двухъ однород- 
ныхь величинъ Ди М оказывается, что А в аразъ 

больше М, то есть, что 

А=аМ 

или, что то же самое, 
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то М есть мъра иди можетъ быть названа мЪфрою 

величины 4, за можно назвать чнеломъ измфра 
величины 4 по отношентю кь м6р% М*). 

Въ примВрЪ, нриведенномь въ предыдущемь параграф, можно от- 

р#зокъ СР назвать м6рою, которою измфренъ былъ отрзокъ АВ, при чемъ 

получилось число измфра 4. Въ зримЪрВ же, раземотрнномь въ начал 

этого нараграфа, отрЁзки АВ и СР нмБли обидую мёру ЛЕМ, при чемь числа 

изиёра отрёзковь АВи СРпо отношеп!ю къ ней были 15 и 5. Отпошен1е же 

ливй АВ и СЛ оказалось равнымъ отношешю пазванныхь чисель измБра 

ихь, что является частнымь случаемь елбдующей общей математической 

истины. 

$ 470. Важная математическая теорема. 

Теорема. Отношен1е двухъ величинъ выражен- 

ныхъ въ одной и той же мЁр$, равняется отноше- 

н:ю ихъ чисель изыБра. 

Предп. А, Ви М однородныя величины; 

ди В вещественныя числа; 

А=а&М 
В=3М. 

А _а 
Утв. з° 

Док. Повторене звеличипы и узнаване, сколько разъ величина 

содержится въ однородпой ей, соотвфтствують умноженю и дёлению чи- 

‹еть. Понят!е же объ этихь дЪйствяхь найи распирены такъ, что эти дЪй- 

стая могуть производиться надь веякато рода числами. А такъ какъ «во 
отелько то разъ больше» означаеть умножене, а <во столько то разъ меньше» 

или «содержитея столько-то разъ» означаеть дёлене. то мы въ правЪ раз- 
осуждать тажь: 

По предполюжению М содержится въ Аяразъ. Такт какь по предпо- 

ложенно же В въ 8 разъ больше, чЬмь М, те В должно содержаться вь А 

я 
въ В разь меньшее чисно разъ, чёмъ М., т.е. 3 рат. 

ь 
А это можеть быть выражено равенствомъ 

«лёдовательно, и равенствомь 

которое требовалось доказать. 

*) Вырыжешемь «число нзмфра» мы переводимь общеупотребительное у 
нфиецкихь матемптикорь слово „ЭТавзав.” 

35* 

Г 
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$ 471. Опредбленю отиошешя при похощи пэмфреня. При даль- 

нфишихь разсуждешяхь о премахъ, которые долин примфнаять прн пз- 

мбреви одной величины другою (однородною, копечно,) или при опре- 

дленш отношешя двухь величинъ, мы ограничимся областью прямых 

отрфзковъ, причемь уже напередъ можно предвидёть. чо выводы, къ ко- 

торымъ мы придемъ, должны остаться въ спл$ и для веякихъ другихь 

величияъ. 

Положимь, что отрфзки ЕР п СР измБряются отрёзкомь ММ и ока- 
зывается, что 

ЕР=МИМ 

и 
СРМ 

Послупая, кань въ предыдущемь примёрЪ, мы получили бы 

и 

[4 

или 

Смысль же посяфднихь равенствъ, очевидно, тоть, что отрёзокь СР 

пъ отрфзк® ЕЁ ве содержится, что посл того, какь отрфзокъ СР будеть 

отложеть ва ЕЕ 3 раза, получится остатокь КЕ мень, чБмь СТ, и чт0 

р р т 
этр®ёзокъ. равный одной пятой части отрфака С’ (выражаясь короче, 5 св), 

содержится въ пазваппомь остатьЪ еще 2 раза. 

Если бы мы безъ помощи отрЬзка ММ стали сравнивать между собою 
отрёзки ЕР п СР непосредственно, то. отложивь одниъ разъ СР из ЕЁ, 
мы получили бы отрфзокъ ЕН. а отложивЪ его другой и третЁй рааъ, еще 0т- 

рЪзки НГ и ГК н поетВ этого остатокъ ЕР.Откладывая затВмь одинъ разъ 

за други» отрёзокь КЕ иа СР, мы получили бы уже посль @ разъ оета- 
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токъ СР меньший, чёмь КР. Откладывая же, наконець, еще ЁБ ва КЕ, 

мы убфдились бы, что 

КЕ-ЭЬР, 
и, слфдовательно, 

СО=КЕЧЬВ=а ЗОБ Е 

и 

ЕР=ЗСр+{КЕ . БРО-ЗЬЬ=ИТО. 

а потому 

ЕЕ ПЬБ_ 
СБ эр 5. 

Послёдй примфръ намъ даеть указаше, какъ должно ноступлть, 

чтобы найти отношение двухь аронавольныхь отр$зковъ, пе изуВряя ихъ 

при помощи нёкоторой данной мБры, а отыскивая для нихъ общую наи- 

большую м6ру ири помонит премовъ. вноли® соотвтотвующихь отысканю 

общаго наибольшато дфаителя способомъ послфдовательныхь дблен!й. 

$ 472. ОФтыекавйе общей изибольшей м®ры. Положимь, что требуется 

отыскахь отпошене отрфака АВ, который наловеть а, нь отрфзку СР. 

А ЕСВ 
Г — — 

=—---ы 
с ЕНВ 

который назовемь Ь. Оказывается, что СГ) можно отложить на АВ 3 раза. 
посл чего получается остатокь ЕВ менышй, ч6мъ СЪ, который назовемь в. 

ЗатФиъ мы откладываемт, © на $, при чемъ узнаемь, что первый изъ этихь 

отрЪзковъ‘водержитсн во второмь 5 разъ и колунаетея еще осталокъ ЕР. 

который назовемь 4. Такимь же образомъ мы продолжаемъ откладывать 

каждый послфав! остатонь па предыдущемт, называя новые остатьи— 
@В буквоюеи НР букваю }. Какъ бы точны и хороши пи были примфняе- 
мые для измФренья инструмепты, въ конц$ конновъ остатки дЪлаются такъ 

малы, что продолжать откладывать ихъ описаннымь способомь дфлаетея 

невозможнымь. Единственно, что еще можно нослЪ ототь сдфлать, это на 

тлазомфръ опредфлить, сколько разь ноелЬдни остатькъ содержится въ 
предпослёднемъ. Такъ относительно остатка { полежимь. что онъ содер- 
зкится въ остать® е ровно 2 раза. Закойчивь оснмъ производивиияея нами 

механичесвьия дЪйствфл. мы результать ихь можемь выразить ел$дующими 

равенствами: 



Вь этихъ равенствахь мы всЪ правыя части можемъ выразить чрезь {, 

если произведемь подотавовки, начав съ преднослдняте равенства и 

продолжая ихь поелёдовательно до перваго. Такъ получается: 

‚ЭТ 
„тер 
‚ 1ву-нт=вт/ 
‚ тытер-=вттЕ. 

Изъ ноелфднихь двухъ равенствъ мы хенерь узнаемъ, что 

или что 

Отр®зокь /, найленный нами описаннымь способомъ, есть наиболь- 

щая общая мтра отр$зковъ аи 5, а споеобъ этотъ назовемъ «общимь» по 

аналони съ обозначешемь тёмъ же пазваемъ способа отысканя общаго 
наиболышаго длителя прп помощи посл довательныхь дФленй. 

`Характеръ вычисленй, которыми заканчивается отыекане разсмотрён- 

вымь споеобомь отношешя, настолько выясненъ посльднимь примзромь, 

что мы въ прав сдфлать слёдуюлий выводь: 

При отысканш общимъ способомь отношеня 2 отрзковь (и вообще 

2 величинъ) возможны только 2 случая: 
1) когда отвозтен!е отр®зковъ есть уюлое число, то менышй изъ нихъ 

должепт содержаться въ большемь сразу же безъ остатка; и 2) когда мень- 
Ш изъ данныхь отрфзкозъ не содержится въ большемь сразу же безъ 

остатка, то названнымь снособомь можеть быть получено только дробное 

значене отномещя, во не какое-либо другого рода число. 

$ 473. Ирравтональное отношен!е и несойзы®римыя величины. Въ $ 138 

подробно было разъяснено, что ни однимъ, ни цёлымъ, ни дробнымь чаеломъ 

не можеть быть выражено, во сколько разъ гипотенуза прямоутельнаго 

равнобедрениаго треугольника больше его катета, и что дБлается это воя- 

можнымь только по введенш новаго рода чисель, а именно чиселъ иррашо- 
нальныхь. ПослЬ же обогащен я нашего занаеа чиселъ этого рода числами 

товорять, что типотенуза ВС такото треугольника въ УЗ разъ больше 
катета АС, другими словами, что 

В0=УЗ . 4б. 

И во апалоги въ разомотрнными уже случаями мы должны въ этомъ. 
случа говорить, что отнолене 

Во яв" 
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‚ ВС 
Если бы мы стали опредфлять отношене яб способомь, изложеннымь 

въ ‘предыдущемъ наратраф®, то въ результат смогли бы получить только 

дробь, которая, конечно, никоимь образомь не могла бы оказаться равною 

И. Но при этомъ мы зам тели бы, что процессь опредфлешя отношен1я 

намь пришлось бы ранфе или поздние прекратить, какъ въ примфр%, раз- 

емотрённомъ въ предыдущемъ параграфь, велфдетв!е того, что инетрумекты 

и гчазь въ концЪ кокцовъ перестали бы давать отчетливые результаты, 
Если же мы, посл отложен! (возможно наибольшее количество разъ) 

меньшаго отрФзка на большемь, остатка на меньшемъ, и, послВ всякато 
слБдующато поелф этого откладыван{я остатка яа предыдущемъ оетатк®, 

буденъ вычислять искомое отношене, то получимъь рядь приближенныхь 

значенй ИВ, ноторыя удастся довести до тьмь большей степени точности, 

чВмь точне будуть примняемые нами инструменты и наша работа. И о сте- 

пени точиости, достигнутой при этомь, и о точноети построеня данваго 
прямоугольнаго равнобедреннаго треугольника дасть намъ возможность 
судить сравнене нолучающихен дробей съ десятичною дробью, выражаю- 

щею приближенно Из (см. $ 160). 

Такъ же мы во вебхъ случаяхъ, когда отношен!е двухь величин мо- 
жеть быть выражено только иррацюнальнымь числомъ, этого числа пу- 

тенъ отыскашя общей мфры не найдемъ, а найдемь этимъ способомъ только 

приближенныя значеня этого отношеня, А изъ этото мы заключаемъ, что 

общей м5ры дв величипы, которыхь отношен!е можеть быть выражено 

только иррацюнальнымь чнеломъ, и имфть не могуть, такъ какъ, если бы 

такая ифра существовала, то отношен!е непремфнно, какъ на это указано 
было уже въ концВ предыдущаго параграфа, выражалось бы дробью. 

А изъ этого далве слёдуеть, что вспьь вены, не имтуюция общей мъры. 

Для такихъ величинъ, равно какт и для величин, имфющихь общую 

мЪру, существують особыя обозначеня, которыя мы приводимь вмот® съ 

выводами изъ разсужденй этого параграфа. 

Овредвлене. ДвЪ величины, ии ющ! я общую мёр 
называются соизмюримыми. 

Субдегые 1. Если отношен!е двухъ величину 

равно рацдтональному числу (цзлому чиелу или 

дроби), то он соизм в римы. 

Софдетью 2. Отношенте двухъ соизмфримыхя ве 

личинь всегда рац1онально. 

Опредлене. Дав величины, не имвющ:я общей 

ыъры, называются несоизмъримыми. 

СлЬдетье 1. Если отношен!е двухъ величинъ равно 

иррац:ональному числу, то он незоизм В рины.. 
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лВдетыю 2. Отношеп!е двухъ несонзифримыхь 

величинъ всегда иррац1онально. 

$ 474. Три случан отношен. Важно все изложенное въ послфднихь 

параграфахъ резюмировать еще такъ: 

1) Если изъ двухъ величинъ одна содержится въ другой одивъ или з76- 

сколько разъ безь остатка, то отношете отихъ велитинь выражается 
цълымо числомъ. 

2) Если изъ двухъ величиит, одна въ лрутой безъ остатка, не содержится, 

но эти величины имБють общую мёру, то отпошеше этихь веллчинъ выра- 

жается дробью. 

3) Еели отношене двухъ величинь можеть быть выражено только 

прращональнымь числомъ, то эти двф величины общей мфры не им$- 

зоть: он® несоизыВримы. 

Ирим чая. Практически никакое пзмфрен1е не можеть быть произ- 

ведено безъ погрЫшноетей, слфдовательно, невозможно и безошибочное 

отыскане общей мфры при помощи инотрументовь (циркуля, линейки, 

вфеовъ ит. п.). Слёдовательно, и вопросъ, соизубримы ли дв данныя ве- 

личины или нфтЪ, практически пе можеть быть никогда рёшенъ. О еоиз- 

мБримости или песоизмЁримости мы можемь судить только но указанной 

или извфетной зависимюсти величинъ другь оть друга (на основам геоме- 

трическихь теоремь или физичоскихь законовъ пт. п.). 

УТ. Поняше о пропорщональноетн. 

$ 475. Завиенмыя другь оть друга величины. Если между двумя 

величинами существуеть такая связь, что вол%дотв!е измёнен{я одной из- 

уБняется и другая, 19 говорять, что эти величивы зависять одна отъ другой. 

ЗВслкому извфотно. что прн натрфваши столбъ ртути РЪ термометрв удли- 

няется, н потому можно сназаль, что длина этого столба ртути зависить оть 
степени нагр®вавл теруометра. Вообще объемь тфлъ при измфнензи теи- 

пературы изыБняется, и потому мы можемъ его назвать величиною, зави- 

сящею сть температуры. Равнымь образомт глуйша погружешя въ воду 
корабля зависить оть величины принятаго имъ груза пт. д. 

Самые простые виды зависимости двухъ величинъ другь отъ друга тЪ, ко- 
торые носятъ названя иростыхъь прямой н обратной пропориюнальноети. 

$ 476. Прямая пропораюнальноету. 

Опредфлене. Прямо пропорц!ональными или просто 
`пропорцональными» друг другу называются 

величины, зависящуя другъ отъ друга такъ, что 
во сколько разъ увеличится одна изъ нихъ, во 
атольно ще разъ увеличится и другая. 

Эгу назван!е такимь велкчинамъ дано по той причин, что вавненмоеть 

между ними можеть быть выражена при помощи пропорци, зажь как» от- 
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ношен1е двухъ значенй одной изь нихь всегда равно отношеню сооте%т. 

ственныхь значенй друтой. 

Задачи на такъ называемое тройное правило содержать обиле примф- 

ровъ пропорщюнальныхь величинъ. 

$ 477. Обратная пропорцюнзльность. 

Опредлене. Обратно пропорц{опальными другъ 

другу называются величицы. завиеящуя другъ 
отъ друга такт. что во скольки разь увеличится 
одна изъ нихъ, во столько разъ уменьшится дру- 
тая. 

Прихмёромь величии обратно пропоршональныхь другь другу мо- 
гуть служить чиело рабочихъ, необходимыхь дин ивполнензя чЪкоторой ра- 

боты, и время, въ которое она будеть совершена, такъ кахъ на ото поцадо- 
Фится во столько разъ меныше времени, во сколько разъ больше будеть ра- 

бочихъ, 
Еели работа совершается и рабочими въ г дней п та же работа такими же 

& рабочими въ $ дней, то 9 должно быть во столько же разъь меньше $, во 

% 
льше а въ — разъ. 

в 

ь 
сколько разъ и больше а. Но о меньше В въ - разъ, че 

® 

Олдовательяо, 
—_ ка 

@ = <= 

Изь этого примЪра мы ондямъ, что въ случа обратпой пропоршюналь- 

ноети двухь величин отношен]е двухъ зпаченй одной изь нихь равно 

обратному отношеню соотвтственныхь двухь значен й другой. 

И прямфровъ обратне пропорпональныхь ведитинъ дають задачи на 

тройное правило въ изобилия. 

$ 478. Выраженю пропорональноети безь помощи пропорши. 

Если Ь фунтовь товара етоять а рублей к х фунтовъ того же товара стоятъ 

у рублей, то пропоршональшость назвакпыхь въ этомь примВрф величинь 

можеть быть выражена пропоршею: 

== 

Я 

ТЬ 
Изь нея же сл6дуеть, что 

'Изь названнато выше условуя, что 6 фунтовъ товара стоять а рублей, 

а м в 
елфдуеть, что 1 фуитъ его стоить рублей. Такъ мы вилимь, что частное $ 

выфеть особый смысль: оно означаеть стоимость 1 фунта товара, которая 

вволитея какъ новое ноняте, есть новая величина, н называется ценою. 
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ели мы ее, т. е. значен1е частнато, обозначныь буквою с, то стоимость 

всего товара выразится формулею 

у=сх. 

Это равенство также выражаеть пропоршюнальность стоимости воего 
товара его количеству, такь какъ изъ него видно, что во сколько разъ ста- 

неть больше х, во етолько же разъ увеличится п у; по въ то же время мы изъ 
него видимъ, что етоимость товара пропорщюнальна танже иён®. 

Важно въ заключен] е отмВтить, что мы эдЪеь познакомились съ однимъ 

изъ способовъ, какъ создаются новыя, ироизводныя величины. Такимь же 

образомъ, какимъ произошло поняе о цёнф, создались и величины, назы- 
ваемыя скоростью, ускоренемь, плотностью, плотностью злектричества 

ит. д., и можеть быть создано сколько угодно новыхь величинъ. 

$ 479. Выраженю обратной пропорщональности безъ помощи про- 

порщи. Изъ пропорши 

цы 

а 

выведенной Въ $ 477, слдуетъ, что 

в 

% 

Изъ этого равенства не менфе отчетляво или даже отчетливЪе, чфыъ 

изъ проиорши, видяо, что величина © обратно пропоршональна вели- 

чин% и *), такъ какъ оно ясно показываеть, что во сколько разъ и станеть 

больше, во столько разь уменьшится э. 

Если мы ту рабо: которую 1 рабоч можеть совершить въ 1 день, 

навовемь «рабочимь днемь», то произведеню аф выразить въ «рабочихь 

дняхъ» вою работу, которая должна быть едфлана. И если мы а замЪнимъ 

вою с, то послфднее наше равенство приметь видь 

изъ котораго видно еще кром$ того, что чнело рабочихь, необходимое для ис- 
полненЁя иЪкоторой работы, препорщюнально величин® этой работы’ 

Важно здЪеь заифтнть, что мы въ этомь параграфБ познакомились 

еще съ друтимь способомъ, какъ создаются новыя, производныя величины. 

Нодобно введенной нами здфеь величинь созданы величины, называе- 
мыя въ физикф работою, количеслвомь движев4я, количествомь теплоты, 

и друпя. 

*) Тавь мы будемь въ подобныхь случаях сокрашенно выражаться и 
впредь, выфсто того, чтобы чочнфе говорить: «величина, которой чнело из- 
ыфра есть 6», и «величина, которой число измфра веть \». 



$ 480. Сложная пропорщюнальноеть. Сказанное въ послЪднихъ двухт. 

паратрафахъ не трудно распространить на произвольное число величинъ. 
Такъ, напр., если цля вычвеленя какой-либо величины существуеть 

формула 

то изь нея яспо видио, что эта величипа пропорцюнальна величин® а *). 

пролорщовальна также величин Ь п пропорцюнальна еще каждой изь 

величинь си 4, каждой же изъ пеличипь 1, п и р обратно пропорщональна. 

Разсужденя въ этомь п иредыдущихь двухь параграфахь приводять 

насъ къ заключешямь, которыя мы, выражаясь сокращенно, въ родф того. 
какь въ $ 479 (сем. тамъ подетрочное примЪчан®), можемь формулировать 

так: 

1) Произведене пропорщонально каждому изъ его сомножителей (ко- 

нечио, бунвепныхь, могущихуь принимать различныя зпаченя). 

2) Частное пропорфонально Оълимому и обратно пропорцгонально 
дълителю. 

.А отсюда слёдуеть въ обшемь вил правило, какъ указывается 

прямая н обратная пропорц 1 опазьность п $ еколь 
кимъ величииамь: 

Частное дуть троиоведеней пропорционально каждому изь сомножи- 
телей въ дълимомь и обратно пропоршонально каюдому изъ сомножюителей 

в5 дълитель. 

$ 481. Козффищенть пропорцюнальноеги. Если въ формуль 

ух, 

выведенной въ $ 478, с останется числомъ, выражающимь въ рубляхь дн} 
одного фунта товара, отоимоеть же товара мы пожелаемь выразить въ ко- 
ифйкахь, то поолВдиюю придется выразить формулою: 

У—100ах. 

Еле нБна останется выраженною такъ же, количество же товара будетъ 
дано въ золотникахъ, то стоимоеть въ конфЙкахь должно будеть вычислять 

по формул: 

*) См. подотрочное прижфавне не предыдущей этраницв. 
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Такь мы видимь, что передь формулою сх появляется то один, то дру- 

той множитель. въ зависимости оть того, въ каких’ иБрахь выралвены, 

вотр5чающёнся въ пей велитаны. Эти ифры могли бы быть и иностранныя, 

и отчасти русеюя. отчасти иностранцыя, п даже вовершенно произвольный, 

и при всякомъ новоль выбор$ нхь пришлось бы передъ сх ставить новаго 

множителя. Обозначивъ его, ради обобщеня, нфкоторою буквою, наяр.. 

квою К, мы етоичисть товара могли бы обозначить фору 

ух, 

которая выражлетъ, что, независлмо оть выбора мёръ. стоимость товара 

пропорцюнальна и цфи® его и количеству его. Множитель же #, которымь 

снабжена наша формула для у п который ставятся п передь другими выра- 

конями, укалывающими, какъ вычисляется велачива по даннымъ другияъ 

величинамь, оть которыхт, она зависить, носить особое пазван1е: 

Опредвлеще. Кооффицуентомъ проепорц!овально- 

ити называется множитель передъ формулою, 
авясящ{Я отъь мфръ въ которыхъ желательно 

спитать выраженными ветрфчающуяся въ цей 

величыьны и величигу ею выраженную. 

$ 482. ПримВры болБе сложной зависимости величинь другь оть 

друга. Обозваченя ‹пропорщенальный» п «обратно пропорцюнальный» 

прнивпяются также еще въ тфхь случаяхь болфе сложной зависимости 

величаиь другь оть друга, которые могуть быть выражепы одночленами. 

Раземотримь ифенолько примфровъ такой зависимости. 

Иры евободномь падение тло въ 2 секунды проходить путь въ 4 раза 

больш, тфмъ въ 1 секунду. въ 3 секупды путь въ 9 разь болыш@, чфмъ 

въ 1 секунду, вообще въ $ секупдъ путь въ # разъ больш, чёмъ въ 1 ее- 

кунду, Эту завиенуость выражають, говоря, что иуть ввободно падающаго 
тфла пропорйюналень квадрату времени. 

ОсвЪфден!е тёла тёмь слабЪе, чёмь оно дальше отъ источника евта, 
при чехь сила оснфщешя дёлается въ 4, 9, 4* разь меньше. если разетояе 
чевЪыщиемаго предмета отъ свтьвото источинка дфлается въ 2, 3, @ разъ 

больше. Эту завиенмость выражають, говори, что иптененьность освфщеня 
обратно пропориюнальна квадрату разстояыя отъ иетотника свЪта. 

Если ха маятника дфлаетея въ 4, въ 9, пъ 16. въ [ разъь больше, 

то время, ВЪ киторое оть совершаеть одно волебане, дЪлается вь 2, въ 3, 

въ 4. въ ’Гразъ больше. Эту зависимость времени, въ которое маятникъ 

совервшеть одно качаше. отъ длипы маятника, выразнають, говоря, что 
время колебатя его иропорвгонально корню зовдратному изъ длины ето. 

Вев виды зависимости, перечислениые въ приведенныхь примфрахь, 
Могуть быть, изображены формулами и озь нихъ однимь взслядомъ” убмо- 

трёны и быстр№е хыеленно вычатаны, чБиь при прочтенши праведенныхь 

выше предложение 
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Такъ, путь $, проходимый тфломт, при свободпомъ падениг, прыюрцю- 

нальный, какь уже сказано было. квадрату времени и проноропальный 

еще величин®. которая яазываетея ускорентемъ и которую обозпачимь 

буквою а, долженъ быть, при обозначеши коэфуниаеита пропоршональ- 

поети буквою №, выражель формулою 

з=кай. 

Обозвачивъ чпело свфтовыхт, единиать. содеркащихея въ нсточинк% 

евЪта (напр., число ев чей). оуквою п и козрфищенть ироноршюнальности 

вЪ этоть разъ буквою с, мы можемъ нитенеивноете освфщеня выразить 

формулою 

вныражающею. какь нельзя наглялифе. зависимость этой интеиснвнеети 

я оть величины в п оть велитиы 4. 

Путемь такого ше, вавь въ предыдущихь примфрахъ. разсувдешя 

мы получаемъ, обозначивт, коэффищеить пропорщюпадьности буквою С. 

для времени { килебаня мазтника формулу 

=Сут. 

$ 483. Выражене въ еловахь болфе сложной зависимости, указан- 

ной формулою. Предылуцисль нараграфоме можно считать въ достаточной 

стенени разъясненнымъ, какъ должно переводить на слова, н боле сложныя 

одночленныл формулы. Такъ, вапр.. если какая-либо величина должна 

вычислятьея но формул 

то зависимость ся оть величинъ, которыхъ чиела измЁра въ общемь ведь 

зетрчеются въ формул, должна быть выражена въ словахъ такъ: Вели- 

чина у *} пропоршюнальна нвадрату величины а. пропорцюнальна корню 

кубичиему изъ величины Ь, обратпо пропорщюзальна 4-й степени велачины 

с и обратно пропорцюнальна корню 5-й степени пзь величины 9. 

ОЕ, какь кооффишентВ пропорональноети, при этомъ пе слёдуеть 

упоминать. 
Наобороть, если зивнсныость подобнымь образоуъ выражена Въ ‹. 

захъ, то ве легко сразу же выразить формулою. 

*› Тавъ мы выражлемея еокриниенно ру®сто того, чтобы тоанЪе говорить, 
«Величина, которой чшело измёра об: ивою у. пропоршональна 
квадрату величиаы, которой чиело измфра обозначено буквою а и т. д. 
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ГЛАВА ХЕ, 

Квадратное уравнен!е. 

$ 484. Общ и проегёНийй виды полнаго квадратнаго уразионя. 

Чтобы привести алтебравческое уравнен!е съ 1 нензвфотнымь къ ординар- 

пому виду, нужно, какъ это разъяснено было въ Г глав этой части книги, 

пронзвестн елфдующия преобразовашя отото уравнен!я: 

1} раекрыть екобки, 

2) освободить уравненше оть знаменателей, 
3) перенести всф члены въ одну (обыкновенно лёвую) часть уравненя, 
4) сдфлать приведен1е подобныхь членовъ въ численномь уравневи, 

а въ буквепномь произвести соотвЪтственное вынесене неизвфетнато з& 
скобкя. 

Если посл воЪхь этихъ преобразовавуй {№В:2-го безъ введен1я посторон- 

нихь рёшевй) въ той части уравнешя, въ которую перенесены были вс» 

чдены, окажется мпогочленъ второй стелени относительпо нензветнато, 
то рышаемое уравнене будеть 9-й степени иля квадратное урав- 
нен}е. ОлБдовательно, квадратнымь будеть всякое уравнеше, которое 

посл привелещя въ порядокь [$ 374] криннмаегь видь 

А --Ве-+6=0, 

тдЪ А, Ви С могуть быть и опредвленныя числа, которыя пока дли упро- 

шентя будемь предиолатать вещественными, п любыя выражен1я, не содер- 

жашуя псизвфетнато. 

Уравнене 

4 -ВЕ+С=0 

будемъ называть общихъ видомъ квахратнаго урав- 
нен1 я. Въ немь, наИЪ и в0 всякомь алтебраическомь уравнени, при- 
веденномьъ къ ординарному виду, члеше, не содержащЙ нензвЪстваго, 
слфд., члелъ С, называется свободнымь членомь. Иногда же его лазывають, 
наравя% съ коэффищентами А и В, танже коэффищентомь квадратнаго 

уравненя. . 

ели ни В, ни С че равны 0, то уравневе называется полнымъ 
ивадратнымь уравнентемъ, въ противномь же случаЪ не- 
Полы. 

Раздёливь обный видь квадратнато уравнешя на А, мы получаемь 
равносильное ему уравнене 

с В Вед НЫ Ж- х- 

 уббждаемся танимь образомъ, что каждое квадратное уравнеше можно 

еще преобразовать такъ, что въ немь козффищенть при =? будеть 1. Обозна- 
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. В. с 
чивт для упрощешя я буквою ри = буквою 4, мы видимъ, что самый 

простой общёй видз кзадратнаго урванещя есть 

д рх-+-9=0. 

Прежде чбиь приступить къ рёшеню полнаго квадратнаго уравиеня 
вь томъ или друтомт, общемъ видё, разсмотримъ, какь оно рёшается въ тЪхъ 

болфе проетыхь частныхьъ елучаяхт, когда въ первомъ наъ приведенныхъ 

нндовъ его или В—0, или С=0, или В=С==0, но во вефхъ случаяхъ при А 

неравномъ 0, такъ какъ при условш, что А=0, наше уравнене перестанеть, 

быть квалратнымъ. 

$ 485. Случай неполнаго квадратнаго уравненя, когда В=0. При 

уелов и, названномъ Въ этомъ заголовк%, мы имфемъ дёло ео слЪдующимь 

неполнымъ квадратнымь уравненемь: 

Аз--0=0. 

Чтобы рышить его, нужно Си А перепести ву правую часть. Такъ 

мы получаемъ: 
А—— С, 

Эти корни рЁшеннаго уравнен:я будуть вещественными только при 

услови, что Си 4 означають числа съ противоположными знаками. Если же 

эти буквы означалть числа съ одинаковыми знаками, то оба корня уравие- 
я будуть мнимыми и могли бы быть, какъ это указано въ ХХУ главЪ 

Т чаети книги, представлены въ олфдующемь видЪ: 

— —_ 
и=+И сь.5 +2. 

„И! ь.- уу‘ 

Не трудно убъдиться чрезь подставовку, что и 2: и х» удовлетворяють 
р®шенному уравненйо 

айс, 
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й в ВС] 
все равно, озпачають ли выражен я -И -я?- -^д еще 

ственныя или мнимыя чнела. 

Иримры. 

Задача 1. Рышить уравнене 

Ръшенуе, 

Упичтожиръ знаменателей, мы получаем: 

455724 —= 

куда 

452 =820 

слфя., 

«=+— 
з 

иди 

8 
=; х я, 3} 22 

Задача 2. Рышнть уравнен!е 

2249—0. 

Рбшенте. 

или 
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Ршенте. 

Умноживъ уравнене на (х—1)(х—2), чтобы освободить его от знаме- 

нателей, мы получаемь: 

З(1 2) Ца Ге), 

а раскрывъ скобки: 

32-6959 7227 65-4. 

Отсюда же мы находим 

или 

$ 486. Случай неполнаго квадратнаго уравнейя, когда С=®. При 

услови, названном въ этомь затоловк®, мы имВемъ дфло со слБдующимь 

ненолнымь квадратпымт уравнешемъ: 

4а*--Вз=0. 

Вынеся въ лвой части его 2 миожителемь за скобки. мы нолучаемь: 

Ах В)-=0. 

поел чего, но теорем 458, видно, что рёшаемое уравнене можеть быти, 

удовлетворено двоякимъ образомь. а именно, или значенмемь 

1=0 

нли значеемъ х, которое преврашаеть Ах--В въ 0. другими словамн, 

корнемь уравненя 

` Ах--В=0. 

т. в, значеемь 

В 
= 

Бврхору. Рунви детао автобры» 
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Итакъ. раземотрьнное нами неполное квадратное уравнеше иметь 

# корня, а именно: 

2:=0 

В 

а 
ща==-- 

$ 487. Случай неподнаго ввадратнаго уравненя, когда В--С-9. При 

названномь уеловш мы имфемь дВло еъ уравнеемь 

42?=0, 

которое при уелов1и, что 4560, по теорем 45%, можеть быть удовлетворено 

только значенемъ 

5=0. 

Чо разематривая ураввень 

Аз =0 

накъ частный случай уравнен]я 

АаР-+С=0, 

мы видимь, что чфмъ болЪе С будетъ приближаться нъ 0, тВмъ менфе будуть 

отличаться другь оть друта н оть 0 корни послёднято уравненя [ихъ раз- 

ность равна и бы сливаются, накопець, при С=0, другь съ другомъ 

и съ вулемъ. Потьму принято говорить. что уравнене 

А*—0 

ныБеть, какъ и первые два вида неполнато квадратнато уравиешя, два 

корня. но равные между собою, а именно: 

А—а==0. 

$ 488. Пряжбръ, наводящ на епособъ рёшевя пожнато квздрат- 
изго уравнейя. По примёру рёшеня уравнешя 

Аа? 0-0 

В 485] можеть быть рёшено уравнене 

(0—3) 16-0. 

Если мы въ цемь член -——16 перенесемъ изъ лёвой части въ правую, 
10 получимь уравнене 

(2—8) =16, 
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изъ котораго, извлекая корень, находимъ [$ 132] два значеня разности х--8. 

такъ какъ оно будеть удовлетворено и въ томь случаф когда мы возьмемт. 

=—8=+4 

и въ томъ случаЪ, когда мы возьмемь 

г—8 3. 

Рашая носл®дная два уривненя 1-й смепени. мы находимь 2 корня 

ршавшагося уравнешя 

42-3). -16=0. 

а именно 

ие: а 

Раскрывъ же въ этомъ рёшенпомь уравиенш скобки и сдфлавь при- 

зедене. мы получили бы: 

22-65-10. {%) 

10 есть, полное квадратное уравнен1е. Обратное преобразован его въ перво- 

начальный видъ, даеть намъ указан]е, къ какимь пр1емамь слдуеть при- 

ОЪтать вообще, чтобы рЪщить полное квадратное уравнен{е. Очевидно. 

нужно въ уравнеши (а) перевести —7 въ правую часть и прибавить къ 

обфимъ частямь ето число 9, превращающее лёвую изъ нихъ въ полвый 

квадрать разности 2—3. Такл, получается: 

*— ба-9=7+9 
НлИ 

48—3)=16. 

то есть уравнене, рыпенное уже нами. 

Такимъ же образомь въ каждомь квадратномъ уравненши можно чаеть, 

содержащую нензвЪфетное, представить въ видЪ полнаго квадрата бинома 
и при помощи этого прРема рёшен!е полнате квалратнаго уравненя свести 

къ рЫленю того случзя неполнаго квадратнаго уравпешя. который раз- 
смотрёнъ быль въ $ 485. 

Этниь же премомь мы можемь поспользоваться п для того. чтобы 
рАшить полное квадратное уравнен1е въ обонхъ общихь вндахъ. 

$ 489. РЕшене уравнешя х--рх--9=0. Перенеся членъ д въ праву» 
чаеть, предетавнмъ яфвую въ видф квадрата бинома, имфющаго первымъ 

членожь х. Для этого мы члень р должны будемь принять за удвоенное 

произведене члена бивомя х на второй его членъ, который, елБаовательне, 

р р : 
долщень быть <. Потьму. вели мы посл неренесеня д въ правую часть 

36° 
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кь обфимь частямь уравневя прибавимъ квадрать назнаннатюо второго 

члена, то лФвая превратится вь полный квадрать. Такъ получаетен: 

а -Еря=—9 

или а и: - 2-9 

д.24 (+ 
е-9-@ 

эткуда 

В 
() -@ или х+ У “ 

елфдовательно, 

Полученное выфет® съ этою формулою яравило для вычисленя кор- 

ней квадрачнаго уравяеня можно выравнть олёдующимь образомъ: 

Теорема. Неизвестное квадратнаго уравнен1я, 

приведеннаго къ винду 

эй --рё-+9=0, 

равно взятой съ обратнымь знакомъ половин% 

коэффицтента при неизвестному въ первой сте 

нени + (-- для одного корня, — для другого) корень квадрат- 
ный изъ разности между квадратомъ этой поло- 

вины и свободнымъ членомъ. 

$ 490. Рышене уравненя ах?--5х--с=9. Ло сихь поръ мы, изобра- 
жая общий видъ квадратнаго уравненя коэффищенты его обозначани пропис- 
ными буквами. чтобы эзимъ напомнить о томъ, что назвавные козффищенты 

могуть быть и как!я-либо болфе или менфе сложныя выраженя. Отнын® же 



— 566 — 

мы для большаго удобства будемъ писаль общий видь нвадратнаи» уравне- 

я такъ, какъ ото уже едфлано ве заголовкЪ этого паратрафа, не огра- 

низчивая этимь, однако. въ каКоМЪ-Либо отношении значения п смыела 
коэффищентовъ. 

Чтобы рЬшить уравнеше 

ад БЕ-е-=0. 

разабяимь его на а и перепесемь иделф этот своболный членъ въ правую 
часть: 

$ 
е-+- 

а а 

Еели мы къ обЪнмь частямъь поеслфдняго уравнентя прибавимъь по 

2 й 
(5) . то вая превратитея въ полный квадрать.Такъ мы получаемт: 

20. 

откуда 

н, наконець, 

Заключающееся въ полученной формул правило для вычиеленя 

корней ноннато квадратизго уравнен!я можеть быть формулировано вл- 

дующимь образомь: 

Теорема. Неизвестное квадратнаго уравнен!я, #53! 
приведеннато къ виду 

ат? -- ис =0, 

равно частному, котораго дфлитель равняется 
удвоенноуу козффиц1енту при квадрат ненз- 

рфетнаго, а д лимое взятому съ обратнымъ зна- 

вомъ кооффицтенту при неизв 5 остиомъ въ первой 

стенени {-- лля одного корня, — для друтого) корень ква- 
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дратный изт разности между квадратомь отиго 

коэффиц:ента и учетвереннымъ ироизведенте мт. 

свободнаго члена на нкоэффицитенть арн сквадрать 

неизв $ стнаго. 

491. Другое рышевне поелздняго уравнен!я. Уравнеше 

ааа =0 

можно рышить также слъдующимь образом: 

Лвая часть его превращается въ полный кзадратъ двучлена, воли мы умно- 
жимъ его на а. перенесемь затфмъ свободный членъ въ правую часть и посл4 . олото прибввимь къ объимь застимь по (2) 

Такъ получается: 

а -рафт ое -=0 
вы абс = — вс 

откуда 

Е 

$ 492. Прим ры. 

Задача 1. Рышить уравнене 

4 за 5 

ВТ в вк 
Ръшен1е. 

Чтобы освободить данное уравнеше оть зваменателей. умножимъ его 
на общато знаменателя 21(52—3)(82-+8) вотрёчающихся въ немь дробей. 

3 
перенеся предварительно 7 въ правую часть: такъ мы получаем: 

4 5 5 

528 2 8248 
4. 2143=--8)=5(55—8354-8)—5 2523), 

по раскрыти же скобокь и перенесенн всфхь членовь въ л®вую часть 
уравнен1я: у 

259х678 =7547--1555—120—5252--315 

75 —6292—471=—0. 
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Отсюда же мы, по теоремв 183, находимь: 

629 + У 65254.15. 477 — Г в та. 
150 

У 529984 
= 55 
_ 622 + 798. 
в ° 

53 - в. 

Задача 2. Рыпить уравнене 

5 
Ршенте. 

Ходь его слВдуюний: 

мы уничтожаемь знаменателя: 

{== —5-8; 

раекрываемъ скобки: 

2 8=1Ю:—95—8; 

церенисвит, всф члепы въ первую часть и дфлаемь приведен: 

2 —Вя-25=0: 

и вычиеляемь, наконець, корни уравшетя ло теорем® 183: 

т=4+У16—55 

Такъ мы маходимъ; 

Е =4+ 34. 

Задача 3. Рышить уравнене 

а ь В 

хта а ге 
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Ршенте. 

Освободимь уравнене оть знаменателей и приведемь его къ нрюст®й- 

ше-му прдннарному виду: 

а -едх +в] ВЫзй-Ка ож -Нае] ева аб] =0 

(ао [що НЫа-е)--ка-Н]е--Зае—0 
{аЕЬ-Ревл--2 (аб -Нае Нед Е Зафе =0 

аф-рас-- Ве и Заре 

аб ^° а-Ъ-е 
242. 

Отсюда мы. пе теорем 188. нолучаемь: 

° (ее 

паыью 

{аб-рае фе) У Чаф-нас-Ньо- Забка 56) 
е-+ь 

Забе 

а4ь Ее 

или 

е 

КромЪ этихь 2 корней. решенное уравнен!е ниеть еще особый корень 

+=505. 

такъ какъ уравнене. которое мы получили. уничтоживъ знаменателей, 
оказалось 2-Й степени, обций же знаменатель, на котораго мы, чтобы до- 

СТИГНУТЬ ЭТОТО. умножили данное уравнене, быль 3-й степени [теорема 1488] . 

ГЛАВА ХИ. 

Зависимость между коэффишентами и кор- 
зями квадратнаго уравнен1я. 

$ 493. Теорема. Сумма корней квадратнаго урав 

неягя. приведеннаго къ виду 

2 ре -9=0. 

равна взятьму съ обратнымъ знакомъ козффи- 

н1енту прн неизвёстномъь въ первой степени, 
пронзведен{е же этнхъ корней равно свободному 
члену. 

Пред. г, н т. корни уравнея 

-рх+9-0. 

Утв. 1. = 
Н. вт =. 
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Док. По теоремф 188 корни привеленнаго въ нредположени урав- 

вешя суть: 

Ру. 
Сложивь эти Зравенства, мы, 

по теор. УП, убЪждаемея, 

[о и въ самомъ дЪль 

ат. 

При умножени же этихь равенетвъ другь на друга мы подучаемъ: 

Е 
4 (" Ч 

Ци ая 

=4 

н убЫждаемся такимъ образомъ въ справедливости и второго утвержденя. 

$ 494. Теорема. Трехчленъ а22}554е разлагается на #85! 

сомножителей а(5—2,)(2—т.), гДд% в и ж означають 

корни уравнен1я. которое получнимъ, если этотъ 
трехчленъ приравняемъ въ 0. 

Предп. т) п т» корни уравненя 

ат ее 

Утв. висте — 1) (2. 

Док. Раздъливъ уравнеше 

а -Не-е=0 

на а. мы получаемъ: 
ь в 

2—0. 
а в 

Олфдовательно, по теорем 184, должно быть: 

я.-=—— и 
а 

с 
2а= 
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Изъ этихь же равенствь слФдуеть, что 

= —а(2: 1%) 

е—ахут»- 

Еслн мы эти выраженя подетавимь вмфето Би с въ трехчлень 

аз?х-е. а затмь по правиламъ, изложеннымь въ п. ТУ $ 90, раз- 

ложимь ето на сомножителей. то получаемъ: 

вах Бенаай обл, Роз) Радаь-=ал*- бал -ве-Ратыь 
э=а(е—)--ат(а— аа) та (тата). 

что в требовалось доказать. 

$ 495. Разложене на сомножителей трехчаеновь  ах’--6х--с н 
| рх-+-9. Можно, конечно. в не прибфтая къ обозначейямь т, и хз. 

напиеать то ироизведеше, которое получаетея при разложеви трехчлена 
22-е -е на сомножителей. Безъ названныхь сокращенныхь обозначенй 

мы ямфемъ; 

ад Ви -е С, увы 
За и зв 

или же выЪфето этого: 

В-ИМ 40с) НИ час ви . аене-е+ т. 
За 

ПО той же теорем 185 лолжно быть: 

Вь допустимости и правильноети произведенныхь здёеь разложенй 
за сомножнтелей можно также убфдиться чрезь выполнен указанных 
умпоженЯй. 
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ПрямЁры. 

Задача. Разложить ва сомножителей 16*--14л-—8. 

Ршенте. 

Корни уравненя 

15а? 14-8 =0 

Г № 
2 

суть о н 22=- >. Олфд., по теорем 185 

152 - 145—в=16(х 
21 © = 
+: =. (--) .3. (+5; -во-оквечаь 

Задача 3. Разложить на сомножителей 2*—4х-|-1. 

Ршен!е. 

Корни уравненя 

2—4 150 

суть 

-=2-+И3 
т.= 293. 

Сл№д., по теорем 185 

че (94/3) (-У3)]-&5 2 УЗХ» э+У3)- 

$ 496. Соетавлен квадратнаго уравнен!я по даниымъ корнямъ его. 

Если коряи квадралнаго уравнен1я обозначимъ а иВ, то уравнезе, которому 

они удовлетворять. должно, по теорем 184, гласить: 

2*—{а 4+В)-га8=0. 

На основан и же теоремы 185 мы можемь уравнеше, имфющее эти 

корни, представить также въ вид»: 

{1—«\(=—В)=0. 

Наобороть, если уравнен1е дано въ послфдиемъ вндф, то корни его 

видны сразу же безъ какихь бы то ни было вычисленй. 

$ 497. Составлене уравненя по любому количеетву данныхь корней. 

На основашш теоремы 458 можно на подобе посльдняго уравненя 

составить также уравнене по любому количеству какижь утодно корней, 
какь на это указывалось уже въ $ 856. 

Такь, напр., уравнеше, ямфющее данные корня а, В, т. 8. гит. мо- 
жеть быть представлено въ вид: 

(каг Зе. 
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Что оно удовлетворяется данными корпями легко видио. так накь яЪвая 

часть ето есть пропзвелене, которое можеть быть равнымъ 9 только. если 

здинъ изъ сомньжителей его раленъ 0. то есть. если 

или 
пля 
или 
или 
Нан 
или 

езЪдовалельно, есхи 

ван % 
или 
или 
или 
или 
или 

$ 498. Степень уравнетя,  соетавлениаго по даннымь корням 

'Уравнене 

{2—а)(=—8)=0. 

имфющее 2 произвольно данныхъ корня а и в, 2-Й степени. Еели мы въ 1%- 

вой части уравнейя 

(2—1, 

ниБющаго 3 произвольно данныхь корня а, 3 и 1, раскроемъ скобки, то 
увидизмъ, что оно 8-й степени. Вообще видно, что уравнене, составленное 

по и произвольно даниымь корнямъ, должно быть ж-вой стеленн. 

Такимъ образомь мы убфждаемся, что нзьльь такой комбинацеь корней. 

тв которой бы не могло быть составлена уравнеше, при, чема всвгда степень 

‘уравнешя будеть равна числу корней. 

Но такь какь полное ординарное уравневе я-вой етепепи [$ 374} #ъ 

общемъ видф рФшено быть не можеть (алгебраически въ общемь вид р%- 

змаются уравненя только стененей 1-Й, 2-й, 8-й п 4-Й), то изь сказаннаго 

еще ие слфдуеть, что всЪ, каюя только возможны, комбинащи ж корней 

дадуть и всЪ возможныя комбинации коэффищентовъ уравыен4я я-вой ете- 

пени. Напротивъ, можно было бы допустить, что есть такЁя уравненя п-вой 

степени, которыя никакими ни вещественныхи ни комплексными значетями 
веизвфотваго не удовлетворяютея. 

$ 499. Такъь называемая основная теорема алгебры © еуществованя 
корня уровнешя. Противъ высказаниаго только-что допущен!я говорить, 

однако, то обстозтельство, что существують способы рёшения числеяныхь 
уравнен1Я какихь угодно степеней, веегла давище-норяи. Кром же тото 
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сушествоваю!е корней у всякаго алтебраическато численнаго уравненя 
любой стенени можно доказать, п не р%шая уравненя. Но первая чаеть 

этого доказательства требуеть такихъ знаш@ изъ другихъ областей мате- 

матики, относительно которыхь мы пе имфемь права предположить, чте 
они уже имфются у учениковъ. Поэтому мы должны адфеь отрапичиться 
указащемъ, что она состоить въ доказательствВ теоремы, назване которой 
приведено въ затоловк® этого параграфа, п которая тласить: 

Теорема. Каждое алгебраическое уравнен1е 

имЗетъ по крайней м$рф одинъ вещественный 

или комплексный корень *). 

Доказательство же этой теоремы состоить въ томъ, что показывается. 
что веегда есть число вида р--а’. при подегановк котораго выЪето х въ 
многочлень вида 

а Ро Пе -... Найт, 

гдВ коэффищенты могуть быть произвольныя вешественныя пли комилекс- 
ныя числа, этоть мноточленъ превращается въ 0 (какъ указано въ $ 279. 
эт, то есть вообще комнлексное число, есть самый обпиЙ видъ чиела). 

Остальная, не представляющая уже никакихъ трудностей, часть доказа- 
тельетва истины о существованйи корней у всякаго алгебраичеекато уравие- 
ня состоить въ указан! числа этихъ корней теорежюю, которую мы доказы- 
ваемъ въ слфдующемъ нараграф®. 

$ 500. Чиеле корней алгобраическаго уравненйя. 

"Теорема. Каждое алгебраическое уравненле 

п-вой стецени иметь в корней, среди которыхъ 

могутъ быть однако, и равные между собою. 

Док. По тсорем% 186 уравнеше 

аР-Ны о. 
ый то в) 

должно имфть корень. Если этоть коревь назовемь а, а многочуень въ лЪ- 
вой части уравненя буквою Р, то по теорем. доказанной въ $ 87, Р должно 

длиться на —я. Произведя такое дфлен!е, мы, по теоремЪ 147 уничтожимъ 

корень 

=“ 
и получимь уравнене вида 

аа На Те” Се НЫЕ, 

которое также должно пить корень. ели ето назовем в, то многочлен въ 

дфвой части поелфдняго уравненя. который назовемь Р., долженъ тВлиться 

*) Доказательства этой теоремы даны малематикани Зовапп Риеднов 
Сзизв (3 различныхь доказательства), О’Алениреге и Саиеву. 

153 



— 514 — 

на х--В. Произведя и это дфлеше, мы уничтожимь корепь поеслфдниге 

‘уравневя 
х.=8 

который есть также корень и даннато уравневя, какъ эте разъяснено было 

въ $ 372. или какъ это видно изЪ того, 470 

Р=(л—з)Р,. 

Цеслф послфдняго дёленуя получаетен уравнеше (и —2)-й степени. 

которое также должно имфть корень. Назвавъ посяёднй 1 и раздвливт 

на 2—7 послфянее уравневе, мы узваемъ, что данное уравнене имфеть 

еше корень 

2—7. 

в получаемь уравнене степени {»—3). Продолжая описаннымь образомь 

дёлить каждое новое уравнеше на разность неизвфетнаго н кория этого 
уравненя. мы. наконець, дойдемь до уравненя первой степени 

а(—)=0, 

изъ нотораги получимь еше корень 

2.=%, 

вообще же в корней. какое число ихь и должно имВть раземотрФаное, 

«лВдовательно, вообще каждое уравнене и-вой степени. 

Нримбчаще. 

Поельдней теоремЪ повидимому противорфчить существование у н%- 

которыхь уравневй ‹особато корня», о котеромъ говорится въ 85 376 и 

371 и въ доназанныхь тамь теоремахъ. 

Но разематривая уравнене 

ныБющее при услошяхь, установленныхь въ названномь параграфь, такой 
корень. какъ частный случай уравнентя. 

мы степень этого уравнен1я должны считать равною стецеви тото изь много- 
зленовь Ри 9, котораго степенх относительно неизв®етнато выше. Есля 
первый изъ этихъ многочленовъ будеть и-й стенени, а второй (#--Ё}-й, 
в--0, то достаточло считать, что уравнеше 

Р 
2 
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(в--Ю)-Й стеиеви и имфеть корнями кром% в корней уравнешя 

Р-==0 

еще Ё корней равныхь каждый оо, чтобы согласовать съ доказанною въ этомь 
параграфВ теоремою, и случай. котда уравнен!е имФетъ «особый корень» 

(ср. $ 509). 

$ 501. Разложеню многочлена и-вой степени на сомнозжателей. Изъ 
доказательства поелфдней теоремы вытекаеть какъ слфдетв!е, что многочлень 

РЕН" “ег * о. Ни -Нет 

дозженъ равняться произведено 

а(—а(2—В— 1) >). 

. У означаюгь корни уравнейя 

Р: 

тд а. 8. 1, 

и если постёднее уравневе будеть рЫшено, то и многочдень Р можеть 
быть разложень на сомножителей указаннымь способомь. Но буквенное 
уравнен!е я-вой степени въ общемь видф, какь уже упомануто было въ $ 498. 

вообще р%шено быть не можеть, при онредёленномъ же п въ тВхъ немногихь 

елучаяхь, которые названы тамь же. Решеше же численныхь уравнений 

любыхъ степеней, о которомъ мы упомянули въ $ 499, раземалревается въ. 

такъ называемой высшей элтебрв. Потому для насъ разложене многочле- 

вовь вида Р из сомножителей путемь примфневшя вышеприведеннаго сл®д- 
ствя будеть выполнимо только въ тБеныхъ предлахь. указываемыхъ тфий 

случаями уравней вида 

Р-=0. 

которые мы уже рЕшали и будемъь еше рать. 

ГЛАВА ХИ. 

Ивзельнован1е квадратнаго уравнения. 

$ 50а, Диекриминанть квадратнаго уравненя. Какь нами прежде 

[главы] Ши УЦ изелВдовано было уравнен{е первой стенени, такь намъ 

теперь надлежить изучить, каже возможны случаи корней при рЬшеня 
уравнений 2-й степеви, и раземотр®ть затВмъ на примфрахъ, какъ должны 

в могуть толковаться различнато рода корни въ тЬхь случаяхь. когда 
уеловёя задавя выражаются квадратвымъ уравнеемъ. 

При этомьмы можемь ограничиться язслфдованемь квадратвато ураз- 

пеня съ вещественными кооффииентами, такъ кань не трудно доноанить 

это изелдоване аналогичнымь раземотрнезгь случаевъ, когда эти коэф” 
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фитенты могуть быть и комплеконыя числа, и притомь намь вт повлф- 

дующемъ съ поелздняго рода коэффищентами вовсе не придется встрфчаться 

При означенномь ограничени мы видимъ изъ выпА ей 

п 

для корней уравневя 

ах -Нфее=0. 

что оть знака выраженн 5% 4ас завиенть, будуть ли корни квадратнагь 

уравнен1я вещественные или комплексные, при чемъ должно быть обрашень 

вниман!е и на тоть случай, когда злачене этого выражентя есть 0. 

Выраженуе #249 называется лискриминантомъ 

квадратнаго уравнентя 

ва? бе-ре-=0. 

$ 503. Три основные елучая. 1) Если окавется, что дискримананть 

уравненя 
62 _4ас>0, 

т’ корни уравненуя будуть вещественные и не равны между соб. 

2) Если окажется, что 

67—40, 

то корни уравненя будуть вещественные и равны между сибию. 

3) Еели, наконень, охажетея, что 

61—44, 

ти корни уравневшя будуть сопряженныя комплексныя числа. 

$ 504. Шодробное изсяФдоване {-аго епучзя: когда 5*—4а5>>0. 

Во веякомъ уравнения мы имфемь право перемфиить знаки предь всфуи 
членами {теор. 144}. 

Велфдстве этого квадратное уравнеше можеть быть всегда приведево 
къ такому виду, что коэффищенть при д? будеть положительный. Потому мы 

при обозрьнйи вефхь возможныхь елучаевь вещественныхь неравныхь кор- 

ней, получающихся при условя, названномь въ заголовк® этого параграфа, 
можемь предположить, что въ общемьъ вндЪ квалратнаго уравненя 

>90. 
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Въ такомъ елучаЪ корни этого уравнешя 

—+уй 
ы 2 — 

ыы ро 

У 4 
а 

будуть имфть т же знаки, какь п дВлимыя въ выраженяхь Для 21 И хз. 

Обращаясь же къ разомотрЪн!ю этихь знаховъ, мы должны отличить слу- 
чаи, котда 6>0, когда е=0 и котда с<0. 

1) Если с>0, 

то 4ас означаеть положительное число, и поэтому должно быть 

чаек, 

слЪд., по теорем 1 въ $ 278, абеолютное значете Уч меньше абсозют- 

ной величины коэффищента $, а потому названвыя выше дВлимыя должны 
имъть тоть же знакь, какъ и (—5). А изь этото слФдуеть, что оба корня 

уравневшя будуть положительными, если 6 отрицательное число, й 
оба отрицательными, если $ положительное число. 

2) Если с=0, 

то и 4а6=0 и потому абсолютная величина выраженя ет должна быть 

равна абсолютному значению числа 5. Олфдоъательно, при названномь уело- 
вм будеть: 

Ел 2: т.-—0, если 5<0 

и 

если 6>0, &1=0; 2: 

то есть, один корень уравненя будеть положительное число, а дру- 

гой 0, если $ отрицательное число, и одинъ корень отрицательное 

число, другой 0, если 5 положительное число. 

Прим 8 чанте. 

Въ раземотрьнномъ ЗДЪеь случаЪ мы имфемъ дёло съ таким же уравне- 
и1емъ, о которомъ говорилось въ $ 486. 

3) Если с<®, 

10 4ае означаеть отрицательное число, и потому должно быть 

9 чае>, 

Е Варховъ. Руховодетво алгебры. 
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слфдовательно, по названной уже выше теоремв, абсолютное значене 

Уча больше абеолютной величины коэффищента 5, а потому 

>60 

2:58. 

то есть, одинь корень уравнешя будеть положательное число, а дру- 

гой отрицательное. 

$ 505. Подробное изстЬдеваюе 2-ото случая: вогда 652-406—0, 

Только, вели разность двухЪ чисель равна 0, от числа могут быть равпы 

У 4, 
другь другу. Разность корней квадратнаго ураваешя равна 

выраженше же это можеть, на основан опредфленй частнато и корня, 

означать 9 только при уеловн, что 

54а -0. 

Въ5508 уже было упомянуто, что когда соблюдено это услове, то корни 

уравненя вешественны и равны другь другу. Теперь же мы убфдилиеь, 

что ни при какихь друтихь условяхь квадратное уравнене корней такого 
рода имфть не можеть. 

При названномь уелови 

в 
= — 

слфдовательно, упомянутые равные корни положительны, если знаки коз- 
фицщентовь при 2? и при < не одинаковы, и эти корни отрицалельны, есля 
назранные знаки одинаковы. 

Если 

4—0, 

то 

дас. 

«аЪдовательно, 

>" 
р 

и аотому уразяеше 

а? рее 

можегь быть предетавлено въ видЪ: 

ы вые. 
1 



— 579 — 

днемь же уравноши лфвую часть можно еще преобразоватт, 

тавъ: 

НЫ 
Полезно сравнить посл диее уравнене съ уравневями въ $ 497 и лёвую 

часть его сь произведеемъ, въ которое иреобразовань былъ трехчлень 
жай -Ние--с въ $ 494, чтобы имфть новый примЪръ, поясняюциЙ, почему при- 

нято говорить о 8 равныхъ корняхь квадратнаго уравневя, вместо того, 

чтобы говорить, что у него № корень: общее правило то, что квадратное 

уравнене иметь веегда 9 корня, но встрчаются частные случаи, когда 

эти корпи равны между собою; инымь же кахимъ-либо образомъ не проис- 
ходить случай, когда квадратное уравиене удовлетворяется только однихъ 
значенемъ неизвфотваго. 

Изъ вывеленнаго же выше уравнетя 

ь\2 +) 
За, 

видио, что въ разсматриваемомъ случа лфвая часть квадратнаго уравненя 

есть квадрать двучлена 1-й степени относительно неизвфетнаго. умпожен- 
ный на кооффищенть при 27. Слфдовательно, въ уравнеши вида, 

ай--рх-+9=0. 

для котораго названное въ заголовк& этого параграфа услове принимаеть 

видь 

` 2——4=0 

о 
лЪвая часть при этомь условЁи есть квадрать бинома. а именно (= в) ̀ 

или 

$ 506. Шодробное изелВдованйе З-нго случая: когда 5? 426<®, Если 
изь кооффищентовь а и с одинъ положителень, а другой отрицателенъ, то 
{—4ас) означаеть положительное число. Квалрать веякаго вешественнаго 

числа положителень. а потому и 5*>0. 

37° 
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Слфдовательно, при условщ, что в и с чиела разнозначныя, дискрими- 

панть $2.—4ас отрицательнымъ быть не можегъ. то есть, разематриваемый 

случай возможень только, если коэффициенты а и с обе положеительны или 

оба отрицательны. 

Если же 
$4. 

то, какъ разъяснено было въ 8 46, 

4ае—>0 

и нотому комплексныя числа, которыя свначають формулы 

при этомь уеловш, мотуть быть представлены ьъ такомъ вид 

Ише _ У Че) 

При еравнени выражен для х: И 2. отчетливо видно то, ато уже 

упомянуто было въ $508, а именпо, что въ разсматриваемомъ случа корни. 

ъвадратнаго уравнен1я сопряженныя комплекеныя числа. 

$ 507. Важное заключене изъ пруизвеленнаго изелловаюя. Изъ 
произведеннаго нами до сихъ поръ изслфдованя мы должны заключить, 

что если коэффищенты квадратнаго уравненя вещественныя числа, то 
нз можеть случиться, чтобы одинъ корень уравненя быть вещественный, 
а друтой мянуый: корне всегда или оба вещественные или оба миимые, п въ 

послюднемь случаь чепремънно сопряжженныя комплекеныя числа. 

$ 508. Возможность опредёленя знаковъ вешественныхь корвей до 
РЕшеня уравненя. Если при опредфлени знака дискриминанта квадрат- 
наго уравнетя окажется, что онъ положительный, и что, сяФдовательно, 

корни уравнев1я вешественные, то знаки поелфдиихъ могуть быть бвре- 

дБлены по теорем 184. 
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Такъ какъ названная теорема относптея къ простёйшему виду квадраз- 
нато уравненён, гдЪ коэффишенть при второй степени пеизвЪетнаго сеть 1, 

«лфдовательно, положителенъ, то для большаго удоботва должно данное 
уравиен1е нреобразовать или представить себЪ преобразоваппымьъ такъ, 

чтобы и въ немъ коэффишенть при квалрат® пензвЪетнаго быль положитель- 

нымь, Тогда знаки корней получаются по елфдую- 

щему нравилу, вытекающему каку сл В детв{е изъ 

названной теоремы: 

Если свободный члень положительное число. то кору имъють оба 

офинь и тоть оке знакъ, притомь противоположный знаку члена еь неиз- 

въетнымь вь первой степени. 

Бель свободный члену отрицательное число, то корни имъють протииво- 

положеные знаки. притом корень, меньший по абоолютиной ведичииль, эпоть 

зе знак, кикь и члено съ нензвюестнымь в нервой степени. 

'Изъ той же 184 теоремы сл$дуетъ, что если диекримипаять окажется 

равнымь 0, то знакь получающихся въ этомь случаЪ равныхь корней мю- 
жеть быть опредёлень по первой части даннаго нами только-что правила. 

Примёры. 

1} Для уравнешя 
658—192 +15 =0 

дискриминанть 

19—41.6.15>0, 

Слфдовательно, корни уравнения вещественные. 

Такъ какъ въ немь кром$ того коэффивенть при #* и свободный членъ 

ноложительны, то этй корни пиБють оба одинъ и тоть же знакъ. А такь 

$ 
какъ ихь сумма должна равняться — съ обратиымь внакомъ, т. е. 

+2, то значить корни даннаго уравненя оба положительны, 
6 

2) Для опредфлевя зпаковь корней уравневя 

—5а? +9 +17=0, 

‘удобно въ немъ предварительно перемфнить или нредставить себ мысленно 

перемвненными знаки предъ всфми членами. По знакамъь коэффищентовь 
зидно безь всякихь вычислен!й, что дискриминанть уравнен1я полозкители.- 

ный, что, слЪловательно, корни уравнешя вещественные. 

По знаку же-——предь трегьимь членомь мысленно преобразованнаго 
‘уравневя видно, что знакл этихь корней не одинаковые. А по знаку — предъ 

зторымъ членомъ мы заключаелъ, что сумма корней моложительна, что 

слЪдовательно , тотъ изъ нихь положительное чнело, который но абеолютной 

величин своей больше, и что корень, меньзий по абеолютной величинЪ 

‹воей, есть отрицательное число. 



— 582 — 

3) Дискриминанть уравненя 

а 32+5=0 

«трицательное число, слФдовательно, корни уравнетя унимые. 

$ 509. ИзсяЪдованюе случая, когда въ квадратномъ уравнении а 0. 

Если въ уравнейт 

фа +е—0 

коэффишенть а будеть равныхь 0, то при воякомъ конечномь значени 

пеизвфетнато члепь а2? будеть также разнымъ 0 и уравненйо удовлетворить. 

то значене 2, которое превратить &5-с въ 0. Изъ уравненёя же 

фее=0 

им паходниыь 

п вуБет$ съ тБмъ один корень разематриваемото уравнешя, Второй же 

оно мотло бы имфть только какъ квадратное, т.е. какъ уравнен1е, въ кото- 

ромъ бы первый членъ ие нсчезалъ, посмютря на то, что проевратилея бы въ 0 

коэффишенть а, илл печезъ сы только велфдетвле того, что уравпеше удовле- 

творялось бы значенемъ 0 пеяавфстнаго. Но, какъ легко убфдиться, это 

значене мотло бы быть корнемь уравненёя только при уелови, что =0. 

Еелн же одинъ множитель 0, то произведев4е можеть не равняться 0 только, 

вели другой со [3 118]. Олфдовательно, второй корень разсматриваемаго 
уравпешя могь бы быть только сезконечно большимъ, и уравнене могле бы 

считаться удовлетвореннымь изгь только въ ТОМЬ смыслЬ, въ какомт счи- 
тались удовлетворенными ураввеня въ & 383 и 388. 

Проше было бы отрапичить все пзелфдоваше указашемъ, что, при а=0, 

квадратное уразнене преврашается въ линейное, которое должно имть 

й 
только одинъ корень, и что эготь корень ееть-— => Если же мы желаемъ с0- 

хранить и пря а=0 за разсматриваемымь уравнешемь характеръ уравне- 

ия 2-й степени, то это Но той причин, что при изелбдовани задачь, р#- 

шаемыхь при помощи квадратныхь уравненй, слдовательно, такихъ, 

которыя могуть дать 8 рЫышев!я, должно разсматривать и предёльные 

случан, и такого рода случаемъ будеть к тоть, когда хоэффищенть при ква- 

дратв неизвфетнаго исчезаетъ. 

Проще всего было бы вычислить значеня корней для этого случая 

чрезъ подехановку въ формулы для нихъ значен1я 0 выфето в. Но припомнимъ, 

что при ртеви общаге вида квадралнатго уравнев{я намь, между про- 

чимъ, приходилось дфлить ето на а и прибавлять въ обфимь частямь его 
ь . 

ио С) : а въ пазсматриваемомъ случа это означало бы дфлеше уравненя 
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на 0 и прибавлен!е къ обфимъ частямъ его по безконечности, то есть ире- 

образовашя, которыя по правиламь А и Б въ $ 373 недопустимы, такъ какъ 
при этомь могуть получиться уравнен+я неравносильныя данному. 

Потому мы предпочтемъ друтой епособъ опредфлентя корней уравнешя 

аа =0 

ири услоыи, что а=0. состолийЙ во внедеши новато пеизвВстнаго. Если 

положимь 

то наше уравнене превратится въ слфдующее: 

й ъ 
ту «—0. 

у 

Если послфднее освободимъ оть знаменателей, умноживъ ето на у, 

то, по теорем 1488. получимь равноспльное ему уравпене: 

котораго корин суть 

Если мы вь посл дней формулБ замфиныъ а нулем, то нолучимъ т6 же 
значеня корней, которыя бы нашли, вели бы въ послфднемь уравненй 

ноложихи а=0 и рышили затЬмъ неполное квадратное уравнене 

аи 
способомъ, примёненнымь въ $ 486, а именно мы получимъ: 

ь 
= с 

у»=0- 
А такъ какь мы положили 

1 
== - 

у 
то должио быть 

в = 
ЗЬ 
2—4 09, 

то есть, мы получаемъ т именно корни, которые нами уже указаны были 

въ начал этого параграфа. 

Что касается безконечнаго корня, то его знань зависить оть знака 
коэффищента $ и оть того, съ положительной ли или отрипательной стороны 

коэффищенть а приближается къ 6. 
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$ 510. Сдучан, вогда кромф а нечегають ещен козффищенты 5 п с. Дегго 

дополнить послфднееизел дован!еещераземотремъелучаевъ, котда кром$ 

адьлаются раввыми нулю также ощен В и с. При этомь оказывается, что 

вели а-=0 и с-=0, при 5520, то 2.=0 
2=+00; 

евли а=0н 5=0, при 65720, то «1 =-Роо 
та; 

и особеннато внимавя заслуживаеть случай, когда веб 8 козффищента. 

дЖлаются равными 0. 
При послфдиемъ условйи выражен!я для корней уравнен!я оба превра- 

о 
тпаются въ символь для неопредёленпости ., емысль которато легко по- 

нятень, тать какъ уравнеше въ этомь случа превращается въ тождество, 
которое удовлетворяется рФитительно всякимь значенемь неизвфетнаго, 

$ 511. Жраткое резюме веего изелфдояаня. Чтобы облегчить обзоръ 
зевхь возможныхь случаевъ корней квадратнато уравпен1я, выразимь ре- 
зультать всего нащего изслВдован:я въ видф таблицы: 

Значен!я корней уравненш 
ах ох-с-=0. 

ь — —>0 [{ корни положительные 

— 2$ [корни отрицательные 

Био равкые корни: = „2 
а 

< —4ас<50 { корви мнихые 

[а 
«| одинь корень полсжителный, а гругой отрицалельный 

во ош = оо 
[250 5=8; = 

{ оба ворвя беакоцечно больше. 
Г 

2: - 0! (Убавпеншю прерращается въ локдехто). 
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$ 512. Изелдоваше рёневШ садачь. И въ томъ случа, когда соета- 

взенное для р5шеня задачи уравневе окажется квадратнымь, соотв’ 

«тв между кориями уравневя и пекомымъ рышенемъ задачи должна 

отыскиватьея путемъ разсуждешй подобныхь тьмь, съ которыми мы позна- 

комились въ $ 384—392 и 420. Только здфеь при такихъ изслфдовашяхь 

придется считаться еъ тою особенностью квадратвыхь уравненЁй, что опи 
имфюгь два корня, которые иь тому же еще могутъ оказаться иногда н 
комплексвыми. Въ послФфднемь случаЪ мы всегда должны будемь считать 

задачу не донускающею рёшевя, такъ какъ ыь области тфхъ веничинъ, 

съ которыми мы можемь петр®титься въ возможныхь з$еь примфрахь, 

мнимыя чнела пепримфнимы. 

Проводимые ниже прямЁры должны пояснить, какь инотда изъ корней 
уравненя составляетъь рЬшеше задачи только одинъ, иногда составляють 

рЪшеня задачи оба корня, н какь именно появлетемъь комплекеныхь 

корней указывается па то, что задача пе допускаеть рЫпеня. 

$ 518. ПрямЪръ годиоете одного коряя. 

Задача. 

Вь бассейнъ вливается вода изъ двухъ трубъ. Если изъ нихь будеть 

отнрыта одпа первая, то для наполнезня бассейна понадобится времени 

на 4 часа больше, ч$мь нужно для наполнен!я его одною второю трубою. 

ВиБстЬ же он его наполняють въ 50 иннуть. 
Во сколько часовъ можеть намоляить бассейнъ каждая труба отдфльно? 

Рьшен1е. 

Составлене уравненая. 

Положимъ, что баесейнъ наполняется одною второю трубою въ 2 ча- 

совъ, слдовательно, одною первою въ (2--4) часа. Въ такомъ случав въ 

1 1 . 
1 чавъь первая труба нанолнила бы я бассейна, вторая 2 бассейна, 

2 
6 =. ы 

3 06% выБетЬ 5 бассейна, такъ какь онф вмФетВ наполняють весь бассейн 

5 
нь - часа. Сказанное о количеств® воды, вливающейся зрезъ обё трубы 

въ 1 чась въ бассейнь, выражается уравнешемь: 

Риьшенде уравненая. 

Приведя обычнымь способомь уравнеше въ порядокъ, мы нолучаемъ- 

3441—1050, 



а отсюда: 

то есть 

1:—1; 2.— 

Выяенене смыемь помченнаго рпишенля. 

Второй корень тодиато отвЁта на напту задачу не даеть; первый же 

говорить, чго одна вторая труба можеть заполнить бабоейнь въ 1 чаеъ. 

слфдовательно, одна первая въ (1--4), т. в. въ 5 часовъ. 

Но и второй корень не лишенъ смысла; только пужно избрать для 

отвЪта такёя выражения, чтобы стали примёвимыми относительныя числа. 

Это будегь доетитнуто, если мы будемь товорить, что бассейнь будетъ 

паполнент, чрезъ столько-то часовъ и былъ полонъ столько-го часовъ тому 

назадь. Но въ нослёднемь случа леобходимо допустить, что вода ия 

бассейна чреэзъ трубы можеть и выливаться. ПослЪ такого обобщен1я уело- 

в задачи второе рфшен!е можно истолковать стёдующимь образомь: 

1 
трубы такого свойства, что если бассейть 3 з часв тому назадь быль полонь. 

то опь какъ разъ къ данному моменту чрезъ вторую трубу опорожнился. 
1 2 

а чрезъ нервую трубу онъ чрезъ (1+4), т.е. чрез часа, пополнится. 
5 

если онъ сейчась пусть, Поощ: же это толковаше можеть быть вы- 

ражено такъ: бассейнь наполиител въ 50 мин., если вода въ него вливается 

. 2 
чрезь одну трубу, наполняющую его въ 3 часа, и вызпвается одновременно 

т 
чрезъ другую, опоражнивающую его въ 85 часа. 

Но безь обобщешя услов@ задача допускаеть только одно ршене: 

Отвътв. 

Чрезъ одяу первую трубу басеейнъ можеть ваполитгтьея въ Б часовъ, 

чрезъ одну вторую нъ 1 часъ. 

$ 514. Задача о двухъ истолилкахь евЪта. 

Задача. 

Вь точкахь А п В, отетоящихь другь отъ друга на разетояни 4 футовъ. 
ваходлтся евфтовые источники, сила которыхъ равна соотвфтственно аи В 
свфчам.. 

Вь какой точкЪ прямой, проходящей чрезь Аи В, освЪшене оть обонхь 
источниковъ будеть одинаково? 
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Рьшен!е 

Составденае уравненя. 

Положимъ, что искоман точка есть С’ и что ея разстояее отъ А равно х 

футамь, что слбдовательно, разстояе оть С ло В равно (4—2) футамъ. 

д с В 
—ЙывЯХыкыЫОыыхмю= 

По навфетному закону физики освЪшене въ каной-либо точкВ обратно 

пропоршонально квадрату разстоння вя оть овЪтовото источанья и про- 

норщонально вил его [ем. $ 482]. СОлфдовательно, въ точкз С освфщен!е 
а 

оть иеточиика, находящагося въ точкф 4, въ —, Разъ сильнфе, чбмъ отъ 
2 

м й ъ 
одной спЪчи на разетоянш одного фута, и въ меч разъ сильн®е отого 

=, 
оть источника, находящатося въ В. 

Что вь точкЪ С освъщеню оть поточипковъ въ А и В долязно быть оаи- 
наново. выражаеть ураннене: 

& ъ 

2 ай 

Рилиене уравненая 1 

Опо рЫшается проще всето, если мы изъ него извлечемь корень: 

Этимъ пр1емомъ мы достнтли того, что квадратное уравненше распалось. 
на два ливейныхь, решивъ которыя, мы н нолучимь его корни; 

| УЬ 
| = 
р аМа—Иа=—Ъ 

Иа-Иа Ув : Ив-Иъ Ча 
И ЕВ 

9 ИазУЪ ТУ 

Кром того эти уравнетуя и уравнеше, составленное нами, нуФеть, 

00 теорехЪ 1498, особый корень 

18= оо. 

Эти корни п составляють рЫшене задачи. 
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Изельдование. 

Прежде веето отя5тимъ, что но смыелу задачи пи а ни Б отрицательными 

числами быть не мосуть, что, схздовательно, корни 21 и 2; не могутз быть 

мнимыми. 

Затфиъ памь лучше всего удастся прослёдить ве случан значенй, 

кавя мотуть принять эти корни, если мы нредетавимъ себф Ъ изифияю- 

шниыся оть 0 ло | ©. 

При 5=0 оказываются 

аа =4. 

Но 5—0 означаеть, что псточиикъ свфта въ В вовсе не свЪтить, а въ 
такомъ случа и о получаемозь изъ В освфщени въ точк® С рЪчи быть не 

мажкетъ, ни тЕмъ болЪе о равенствЪ освфщен1я въ пей источниками ст 4 п В. 

Случай 5=0 можеть имёть смыель только. если мы В представимъ вебф ена- 

чала ифеколько отличающимся отъ 0, а затЪмЪь все болфен боле приближаю- 

цимея къ 0. @сли $ только пезначительно больше 0, т0 2; их. незначительно 

отличаютсл оть @, будучи притомъ 2:<4, аз; >4:10 есть, если источнииь въ В 
евЪфтить очекь слабо, то точка С должна съ одной пли сь друтой стороны 

нодойтл къ В очень близко, чтобы въ ней освфщеве, нроизводимое обоими 

источниками свЪта, оъазалоеь олинаковымъ; и чфмь меньше евЪть въ В 

отличается оть совершенной тьмы, тВмь точка О золжеа быть ближе къ 

совнадению съ В, чтобы было возможно такое освъщеше, о которомъ тово- 

фитея въ задачф. 

Таннуь образомъ значешя 1 п» мосуть быть безгранично приближены 

къ значешю 4 н другь къ другу, при чемь мы оловомь «безгранично» выра- 

жаемъ, что разность между каждыми двумя язь названныхь трехъ зели- 

чивь мозжегь быть сдфлана меньше велкаго заданнаго числа, вакъ бы мало 

оно ип было по абсолютной величин своей. Выфето этого говорятъ также, 
что @ всть общ предёль, къ которому стрематся 21 в хз по мёр® прибли- 
жены ф въ 0. 

Кан5 только 5>0, корепь т, какъ прбизведене 4 на правильную дробь, 
булеть всетда мепьше 4, а корень хз или больше 4 паи охрицалельнымь, 
тагь как д» есть произведен1е 4 на неправильную лоложительную дробь. 
пока >>, я на отрицательное застное при а<в, Олфдовательно, корень 21 
даеть рёшен1е задачи, по которому С находится между Ан В. а корень #» 
рышеше, по которому С освЪщаетсл обоиуи источниками съ одной и той же 

стороны, находясь въ нашемъ чертеж или за В вправо оть этой точки. 
яли влфво оть 4. 

Пока а>Ъ, по мБр® увеличевя $ корень 2; будеть все отановиться 
_ р 

ченьше, приближалеь нь > а корень 2; все увеличиваться, приближаясь 

въ +09. 
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4 со, при чемъь звачене второго 
ы 1 

При в=6 дёлаются 21-54, 2: 

корня можно писать также х.= оо, чтобы указать, что какъ только В 

сдьлается больше а, 2, начнеть изивняться отъ—со въ етороку 0. 

При «<, по мВрВ нальнфйшато увеличеня В корень 2; будеть про- 
в 

должать умопьшаться отб до 0, а корень га, оставаясь вое время отрица- 

тельнымъ, будеть по абсолютной велинишв своей уменьшаться до 0 или, 
друтимн словами, увеличиваться оть—©о ло 0. 

Наконець, при 5=со и 2 и т, превращаются въ 9. 

Смыель овобаго корня х=-- оо можеть быть истолкованъ такъ, что 

если источинкя свфта безконечно далеки оть оевфщаемаго предмета, те 

интенсивпость освфщешя ето равна 0 и потому онъ освЪщаетсл одинаково 

обоими источниками, хотя опи и це одинаковой еплы. 

Веб раземотр$нные измёнешя корней дають в5 прилиьнени къ рошенгю 

задачи слфдующую картипу. 

Точекь, въ которыхь освфщене оть Ап В одинаково, всегда 8, Пока 

‘источникь евЪта въ В слабъ въ сравнение еъ источннкомь въ А, одннаково 

ими освЪфщаемыя двЪ точки, какъ уже разъяенено сыло, паходятся волизи В. 

По „Фр усилешя свЪта въ В одна изъ одипаково освЪщаемыхь точекъ 

передвигается къ середин® между Ан В, а другая все боле м боле 

ляется впрано оть В. Какъ только овфтъ въ Ан В станеть одинаково силь- 

иымь, осеЪщен!е будеть одинаковыхть какъ разъ по средин® между Аи В, 

и разница между освъщешемь, получасмымь оть А, и освфщешемъ, иду- 

щшимь изъ В, будеть тЪмь менфе замфтна, чёмь мы дальше уйдемь отъ то- 
чекъ А и В влраво или вяфво. Какъ только свЪть въ В станеть сильнфе 

свфта въ А, одинаковое освщене сл$дуеть нокать между Аи В ближе кь А 
и за А влЁво оть А. По м8р% далытЬйшаго усиленёя источника свЪта въ В 

точки одиваковаго освфщея будуть съ обфихь сторонъ приближатьея 

къ А, и будуть тфмь ближе нь 4, чфыь незначительне окажетея свЪтовой 

источникъ въ А въ сравненйи съ очень сильнымь свЪфтомъЪ въ В. 

Ради полноты изол%дованя раземотримь и объяснимь еще случай, 

когда 4=0. 
Если при этомъ условм а ие равняется 6, то и %,-=0 п л›-0, если же 

а-=Ъ, то 21=0, а х.= 

Эти значеня корней имфють такой вмыель: 

Ееслн источники свфта помфщаются въ одной точьв, то ими можеть 

быть одинаково освЪщепа только точна, находящаяся тамь же, пока сила 
источниковь свЪта, неодинакова, {для лучшаго уяенентя сказаннаго доста- 

точно представить себф источники свЪта поочередно прекращающими свое 
дЬйств1е); еели зе оны еще притомъ сьфтятъ съ одинаковою снлою, то въ 

каждой точк® будеть получаться одинаковое освфщене, какь оть одного 

такь п оть друхого источника. 
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$ 516. Примфрь корней, могущихь быть и комплекеными, 

Задача. 

На навя двф части нужно раздВлить данвый отр$зонь. чтобы сумма 

А р В 
Е 

площадей квадратовъ, поетроенныхь на отихъ частяхь, равнялась площади 
нфкотораго даннаго квадрата? 

Ршенте, 

Составлеие у ръшеше уравнешя. 

Чтобы придать рёшенно боле общий видь, условимся, какъ это вообще 

часто двлается, не называть мры, которою мы предпонагаемъ изы®ренными 

ве отрфзки, и предположниъ хишь, что мфра эта для возхь лив одна 

и та же. 

На основан такого соглашеня положимъ, что данчый отрёзокь АВ 

равенъ а (подразум® вать пузжно адъеь и вездф поель; ‹мёрамъ» указаннаго 

свойства) и зто одиа изъ искомыхь частей АР равна х. Вь такомъ случав 

друтая часть ВР будеть равна («—2). Длину стороны даннаго квадрата 

обозначимъ бунвою 9. Тогда уелове задачи выразить олВдующее уравнен!е: 

2-е =ф. 

'Упроетивь обычнымъ образомъ это уравнене, мы получаемъ: 

202 бана 40, 

& отеюдь 

Изелльдоватие. 

Полученное для корней уразнен1я выражен!е полезно для изслдовая 

преобразовать елфдующимъ образомь: 

У чи чу _ 

О 

2 
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И _ =/ УзчИ=+а (9 
о - 

у (ва За. 5) 
Ра 

По смыслу задачи ни в ни а отрицательными величивами быть не могуть. 
Слдовательно, первый сомножитель подъ знакомъ корня будеть всегда, 

положительнымъ, & потому знакъ всей полкоренной величины всегда одина- 

ковымь 60 знакомъ сомпожителя (- не А изъ этого сифдуеть, что пока 

5 

< «Уз 
15 

оба корня для 2 будуть числа комплексныя. 

Когда будеть 

зи 
2 

а 
корни будуть вещественны и равны 5 ВеждЫй. 

Если же будеть 

то корни уравненя будуть веществениы и друть другу не равны. При ио- 
слёднемь услон, по ызрЪ увеличеня 4 корень 2; будеть увеличиваться, 

корень т, уменьшаться. При 4=а будуть =в, 7.=0. 

При дальнъйшемъ увеличен! а оба корня будуть по абеолютному зна- 

ченю своему увеличиваться, оетаваясь первый больше а, второй отрицатель- 

вымъ. При 4=оо, будуть +,=-00; 1з:=— 00. 
Замфтимь, это сумма корней уравненя, выражающаго требоваше 

задачи, 

а ха=а. 

что, елфдовательно, 

т.=а—. 

10 есть, что во второмъ рышени искомая точка, которая нами названа 

была Р, отетонть оть 4 на томъ ще разстоянн, на которомъ она отетоять 
въ первомъ рёшени оть В. Другими словами, если мы построихъ квадраты 

на АРи ВР, о которыхь говорится въ задач%, то чертежь второго ршеня 
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представить перевернутый около перпендикулярной къ АВ оси чертежъ 

перваго рфшен1я. 

Замфтимь еще, что по теоремё Пиеагора дагональ квадрата, нотораго 

«2 
сторона имфеть длину а, равна «У 2, что, елёдовательно, = есть длина 

половины такой дагонали. 

Поел® всего изложеннато мы можемь пристувить кЬ изображен! ю- 

картипы измёнен1я рЬшензя задачи въ зависимости оть изывненгя сторовы 

даниаго квадрата. 
Пока эта сторона не достигла длины половины матонали кадрата, 

построеннаго на данномъ отрёзкВ АБ, задача рьшеня не донусьаеть. 

Впервые получается ршете, когда эта, сторона будеть равна, упомянутой 

нолудатонали. Вь этомъ случай получится одно рЬшене задачи, въ кото- 

ромъ искомыя части даннаго отрьзка будуть равны между собою. Какь 

только сторона давнате квадрата будеть дана больше половины упомянутой 

полудагоналя ,р5щтен!я будеть получаться два, при чемъ въ обонхт изъ нихъ 

квадратъ, построенный из большей части даннаго отрЪзко, будетъ, по мёр® 

увеличения стороны даннато квадрата, увеличиваться, квадрать же, по- 
строепный на другой части, соотвфтетвенно уменьшаться, пока, наконець, 

при 4=а, первый не сравннется съ квадратомъ, им5юшюмъ данный отр$зокъ 

АВ стороною, а второй не исчезиетт,. Выет® съ этимь прекращается воз- 

можноеть буквально повимаемаго рЬшенЁя задачи. 

Но рёшешя продолжаются, если понимать задачу въ болфе общемь 

смыелф, допускающемь, чтобы точка Р находилась и на продолженяхъ 
даннаго отр%зка. Эга боле общая задача должна бы быть выражена, ири- 

мфрно, тать: «На прямой даны двЗ точки. Найти третью точку такото свой- 

ства, чтобы сумиа площадей квадратовъ, построепныхь на ея разстольяхъ 
оть данпыхь точень, равнялась площади иЪфкотораго даннаго квадрата». 

ГЛАВА ХЕХ. 

Свойетва трехчлена второй степени. 

$516. ОпредВлевия и предваритетьныя ззи В лашя. Выражение а2?-- 5-е 
называется трехчленомь второй степени относительно =. Значенйя х, ире- 
вращаюния его въ 0, или, другими словами, корни уравненя 

аз? -е-е—0 

называютея также корвями трехчлена ах? Ве -|-с. 

Такихь корней имфется, какь выяснили наши изелвдован!я, веегда 
два, а именно 

НИЯ 
32а 

= 
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Въ одномь случаф, а именпо, котла, 

У 44е= 
то есть, когда 

О —4ае, 

эти корни равиы между собою. При зкаченяхъ х, отличающихся отъ кор- 

ней трехулена, онъ пе будеть равлымъ 0, а при вещественныхь зпачешяхь. 

обладающихь назвавпымь свойствомъ, онъ будеть положительною или 

отрицательною величиною. Какою ке именно котда, это рёшается по сл- 

дующему правил: 

$ 517. Теорема. Трехчлент второй степенн а: 49% 

инфетт тотъ же знакъ, какъ и коэффицуентьъ а, 

при веЪзхъ вещественпыхь значен1яхь х кром% 

4Ъхъ, которыя заключепы между корнями трех 
члена. 

Дон. Зам тимь предварительно, что теорема, товеря о вещественных 
значенйнхь х, заключеняыхь между корнями трехчлена, т$мь самымь укал 
зываеть на возможность такихъ значен/й только при условчи, что названные 

корни вещественны и неравны, ибо числомь, заключеннымь между двумя 
другими числами, называется такое, которое больше одного изъ этихъ двухъ 
и меныше другого, а къ мнимымь чнеламь понятЁн «больше» и «менышез 

не примБняются. 

Далуе отмЗтимь, что ВЪ теорем а, В и с предполагаются вещественными 
числами. Потому корни трехчлена 

- ВИ ав У ме 
== — и = -— 

26 а 

будуть комплексные, еели <4ас, вещественны п равны, если 5? —4ае, и, 
наконедь, вещественны и неравны, если $>4ас. 

При доказательств теоремы нужно 060бо раземотрть каждый изъ 

этихъ случаевь. 

т. Рас. 

Преобразовавъ трехчлень слфдующимь образомъ: 

ъ\2 мые) 
Эа, 

мы видныь, что выражен!е въ угловатыхь скобкахь въ случаЪ комплексные 
хорней трехчлена есть величина ноложительная. ибо въ этомъ случа% 62<4ас, 

2 

слфдовательно, 4ас >06, н 40" и (==) также положительны, такъ 

какь квадрать всякаго зещественнато числа естьчиело положительное. Сл®- 

Барховь. Руководство алгебры. 38 
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довательно, п въ самомъ дВлЪ ал? Ра -Ре означаеть положительное число, 

если а>0, и отрицательное, если < 9. 

1. 6 =дас. 

При помощи того же преобразовашя мы убЪфждаемся, чтб въ случав 

вещественныхь равныхь хорней трехчлена должно быть 

Ъ\2 
пене . 

ибо при услоши, что 6*=4ас, второй члекъ въ угловатыхъ скобкахъ равенъ 0. 

Сл довательно, н теперь трехчленъ нмфетъ одинаковый съ а знань, такъ какъ 
ъ\з 

множитель (5+ 5.] › вакъ ывадраль вещественнаго числа, есть всегда, вели- 
24; 

чина положительная. 

т. ое. 

1) Значещя х внь области, заключенной между корнями. 

Только вь случа вещеотвенныхе неравныть зорней и звозможны—и 

тая значеня х, которыя заключены между этими корнями, и тащя, кото- 

рыя находятел вн этой области. 

Такъ какь безразлично, который изъ корней называется 2: и который ть, 

то ноложимъ, что 2; ееть больший изъ нихъ. А затВмь изобразимъ трехчленъ 

разложенпымь на сомножителей по теорем 185: 

вл берет»). 

Волбдотые сдъланвато предположения всякое значене х, которое 

больше ха, подазио больше х», а потому сомножитени 2—2; и х— < оба поло- 

жительны, если 2>х:; всякое же значене т, которое меньше х„, подавно 

меньше 21, а потому сомножители 2-—%!: п я—л, оба отринательны, если 

2«ух». блёдовательно, въ обоихь отихъ случаяхь произведеше (#-21)(#—я+) 
положительно, а потому произнеден1е ето еще на а, равное трехчлеву, 

положительно, если >29, и отрицателью, вели а<0. Другими словами, и 
при названныхь условяхь трехаленъ 22? фхе--с пифеть тоть же знакь, 

Бакъ п коэффищенть а. 

2) Зничешя х в области, заключенной между корнями. 

Накопець, при всякомь зпачени 2, заключенномь между корнями, 
изь разностей х—а1 и 2, одна должна быть нолозкительною, а друтая 
отрицательною, стбдовательно. произведене (2—21)(2—хг) будеть отрица- 
тельнымь, а нотому произведене его еще на а, равное трехчлену, будеть 
отринательнымь, если а>>0, н положительнымь. если а<0. Другими ело- 
вами, и въ еамомь дфлё трехчлень а2*е--с иметь знакъ, противоло- 
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ложный знаку коэффищента а при всяковть значен1и х, заключенномъ между 
корнями трехчлена. 

$ 513. Теорема. Значен!е х, при которомь трехчлень ад*-НБё-ге нуфеть 
тоть же знанъ, какь н а, больше большаго кория этого трехчлена, если оно 
больше полусуммы корней его, и меньше меньшаго кория, если оно меньше 
этой полусуммы. 

Док. Если посл подстановки въ трехчлень ах? ж--е вмето 

какого-либо ветествекнато числа получается величина знака противопо- 
ложнато знаку коэффищента «, то изъ этого, на основании предыдущей тео- 

ремы слФдуеть, что названное чиело заключено между корпямн этого трех- 
члена; если же послб такой подстановки значене трехчлепа окажется ичю- 
щимъ тоть же знакъ, какой пмфеть коэффищенть а, то подставлепкое 

число должно быть или больше большаго или меньше меньшато корня 
трехялена. Но такъ какъ 

то, разь установлено, что подетавляемое число ие заключается между кор- 
з р р В (7: 

нями, оно, будучи больше полусуммы корней — да беь и’ больше 
' 

РИ 9ас 2-Й 
——_—____«и, будучи меньше-— будеть и меньше 

2а 24 2а 

Потому достаточно убёдиться, будеть ли такое чиело больше или меньше 

полусуммы корией трехчлена, чтобы знать, что оно въ первомъ случав 
и больше большато корня, и что оно во второмь случа% также мены мень- 
шаго корпя. 

$ 519. Прамры примфненя поелфднихь 2 теоремъ. 

1) Трехчлень 95102130 при всякомъ ветшествениомь значени 5 

будеть положительным, такт какь корни его мнимые, что, конечно, узнается 

но знаку дискриминанта. 

3} Трехчлень—252*--20%—229 при всякомъ вещественномъ значенш 2 

будеть отрицательнымь, такъ кавъ и ето корни минмые. 

3) Трехчлень—494?--285—4 при веякомь веществениомь значент х 

будеть отрицательнымь, такъ какь 

284. (49). 4—0, 

слдовательно, корни его равны. 

4) При 2=3 трехчлень 25%^—18=--20 равенъ—1, слфдовательно, 3 за- 

ключается между кориями этого трехчлена. 
38* 
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13 
При т—1 оиъ равелъ 9; а такъ накъ 1< 4. то 1 леньше мепьшаго корня. 

хрехчлена. 

$ 520. Отыекане заданнаго зпаченя трехчлена 2-ой степени. Чтобы 

рЫшить вопросъ, при какомъ значек < трехчлень ахт?--Бх-е будеть ра- 

венъ н%которому данному чнелу Р, нужно рВихить относительно 2 уравнен!е 

Р=ажфЕ-с: 

Искомое значене х, по теорем» 188, выражается формулою 

-5--И Час-чаР 
2а 

Изъ нея видно, что всегда получается 2 резня задачи и въ одномь 

только случа одно, а именно, когда, 

В? дас -4аР-=0. 

$ 521. Отыскане изибольцаго или назменьшато значеня трехчлена 

2-й стенени. Разсматривая только вешественныя знаменя коэффи- 

Зентовъ а, Вис, мы изъ выведенной въ предыдущемь паратраф® формулы 

зидимъ, что их будеть ветцественяымь числомъ только до т$хь поръ, ноха 
подкоренная величина 

Часа Ро 

или въ крайнемь слузаЪ, есди еще 

52а 4аРЫ О. 

{При положеительномь @ подкоренная величина будеть тёмъ больше, 

чёмъ больше будеть Р, и можеть выъст® съ Р возраети до оо; в ири умень- 
шевци Ри она будеть уменьшаться. Наимедьшее же значене Р, возможное 

вари вещественномь д, есть то, ири которомь 

ме маР-о, 
слфдовательно , 
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такь какъ при еще меньших значешяхъ Р вещественнымь числомъ 2 узе 
не могло бы быть. При названномь наименьшемъ значени Р 

ь . ` 
и ваобороть, когда = значене Р должно быть наименьшимь. 

а, 
Пра отрицательномь а подкорениая величина 5 4ас--4аР будеть 

тВмъ менгше чфмъ больше Р. Но, при` вещественныхь значещихъ з, Р ие 

„4—5 
можеть быть больше зиачешя -- —, при которомъ подкорепная величина 

4а 

дфлается равною 0, такъ какъ въ нретивномь елучаЗ л было бы уже не 

вещественное число. Уменьшаться же Р можеть до —- 00, 

При названломь намбольшемь возможномъ зпачепие Р 

ь ; 
и на оборотъ, когда х=— 55° зпачене Р должно быть наибольшимъ. 

а 
Путемь повторен тфхъ же разсуждешй, еъ которымн мы позиако- 

мились въ этомъ параграф, можно отыскать наибольшее или нанменьцее 

значене трехчлена 2-ой степени для каждаго частпато случая козффищен- 

товъ а, В п с. Но повторене веего изложеннаго станеть излишнимъ, если 

мы разъ навеегда запомнимь результать, къ которому мы пришли, раз- 
смотрфвъ трехчленъ 2-ой степени въ общемъ видф, Этот результать можеть 

быть резюмировапъ слфдующимъ образомъ: 

Теорема. Трехчленъ а2?-Н5епри положительномь 
4ав—6* 

а никогда не можеть стать меньше, а при 

4—5? 
отрицательномъ а пе можеть стать больше —” 

а 
причемъ какъ это наименьшее, такЪ и это нанболь 

. ъ 
шее значенте его, получаются при #—— 

24а 

Доказана могла бы быть эта теорема также слФлующимь болЪе 

простымъ епособомь. 

Трехчлень Р можно преобразовать такъ: 

2 
вые ”) 

За 4а 

Такь какь паименьшее значене квадрата веществениаго числа ееть 0, 
Час? _ . . С \ 

то, пря >90, къ = будеть наименьшее звачене выражейя ах 2 
а а, 
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ъ р 
трибавлено въ томъ случаЪ, когда = а при а<0 будеть въ там же 

а, 
. 4ае 1 

случа ненненышее абсолютное звалеше этого выразженуя оть -- =. от- 

нлто. А изъ этото и слёдуеть справедливость метины, утвержда 

теоремою 

$ 522. Примфры въ поелбднимъ друмъ параграфамъ. 

Задачат. 

При какомъ знаденш х трехчленъ 52*—7=--3 будеть равепь 9? 

Ршен1е. 

Изъ уравиеня 

мы лолучаемь 

а=2 

8 
2: 5 

Такъ оказываетея, что данный трехчлень равенъ 9 при х=2 и при 

3 х=-- >. 
5 

Задача 2. 

Найти нанболышее значеше трехчлена 5--16х —8л?. 

Ръшенте. 

По теорем, доказанной въ послфднемь нараграф, наибольшее зна- 
чение даннаго трехчлена должно получиться при 

и равЕо 13, то есть, ин при какомь вещественномь значении х трехчленъ 
больше 13 стать не можеть, уменьшаться же можеть до — 9, 

Задача 3. 
1 

Найти наименьшее значен{!е трехчлена, 152—112 15 
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Ршенте. 

По теорем, доказанной въ посл®днемъ параграф, паименьшее зна- 

чене дампаго трехчлена должно получиться при 

—и + и 

2.15 30 

и равно 3, увеличиваться же этоть трехчлень можеть до + 5. 

Задача 4. 

На какя двЪ части нужно разложить данное число, чтобы произведеше 
этихь частей было наибольшее. 

Рашен!е.. 

Если данное число назовемь а и одну изъ искомыхь чаетей 2, то другая 
чаоть будеть а—2. Произведен этихъ частей 

У=ка—®) 

мы можемь представить въ видф: 

= ах. 

По примВняемой въ отнхъ задачахь теорем наибольшее зпачене этого 

выражен!я получается при 

а 
Если же одна изъ искомыхь частей даннаго чиела, веть» то и другая 

а 
должна быть; т. е., данное число нужно разложить на равныл часть, 

чтобы произведеше ихь было наибольшее возможное. 

ТЛАВА ХУ. 

Приведен!е уравнен!й къ уравнен1ямъ 
боле низкихъ степеней. 

$ 528. Способъ введешя новато нензвфетнаго. Если данное уравне- 

ше можеть быть приведено въ виду: 

тА?+пА-р=0. 

тд т, и п р означають числа пли выражения, не содержаш!н неизвфетнато, 

А же какое-либо алгебраическое выражен1е, содержащее неизвЪстное, то. 
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рышивь уравнеше отноеительно А, мы получимь для А два зпаченн 4; и 

А». Такимь образомъ данное уравпеше распадается на, два: 

которыхъ степень вдвое пиже степеки даннаго уравиенйя и изъ которато по- 

тому легче найтн значен]я неизвфетнаго. 

Приифры. 

Пи *} 

ели мы вь этомЪ уравневи 2? обозначимь буклою у, то оно примегь 

ВИДЪ: 

Рау 0. 

Отсюда же мы получаемь: 

«Иа 
ино 

Слфдовательно, мы иекомое нензвЪотное находимь изъ уравнен!й. 

2) 2972-1296 =0 

Обозначивъ въ этомь уравнени д* буквою у, мы получаемь: 

5*— 974129650. 

откуда 

91781 : у-16. 

Слфдовательно, искомое неизвфетное получается изъ уравневй: 

21816 
, 

=) см. подотрочное примёчане въ $ 855. 
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Если мы изъ этихъ уравненй извлечемь квадратный корень, то каздое 
изь нихъ распадается па, два уравненгя: 

в | 
изь которыхь мы находимъ: 

а п=-8 
а | ана | 

==--3 | 

3) 21—623--522412—60=0. 

Если мы это уравнеше нреобразуемъ таяъ: 

3—9 9-5 25—60-=9, 

то первые 3 члена составять полный квадрать бинома 2—8». СдБлавь 

приведене 4-го и 5-го членопь, мы получаемь 

а” —623-1 947—422 12—60—9 

или 
(два Ва) 60-20. 

Обозначивъ х?—3х буквою у, мы имъемъ: 

уу в0=0. 

Ив 
=10;  у:=—6; 

Слёдовательно, 

такь что данное уравнеше распадается на слёдующя: 

232-10 1—8 
ИАН 

2 —8216=0, 
ше —32—10=—0, 

откуда мы паходимъ: 

Ив 
$ 4.— “ 2 2 

откуда мы находимъ: 

| 
или 

| =5 ; = 

9-18 

3—6 а 4} 

Вынеся за скобки въ дёлителЬ лБвой части 3, а въ дёлимомъ второте 
эро 

х 

члена правой части 9, и обозначивь буквою у, мы превращаемъ 
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данное уравнен1е въ слфдующее: 

И: 
ТУ 

Приведя постёдиее къ ордипарпому виду, мы получаем: 

У ву 27-0. 

откуда 

и=9 ; у: 

и, сафдовательно ‚для опредфленуя корней даннаго уравненя слфдуюния два, 

рёшаемыя ниже уравнешя; 

27-2 | 2 
э—в | 3 

292-200 2 -8г—4=0 
и=5 ; Х2=4 | = ; 24 

$ 524. Снособъ разложешя нз сомножвтелей. Если, поел перенесеня 

всъхь членовъ уравненя въ одну часть, его удается представить въ видъ: 

А.В.С. ... - №М=0. 

тд А. В, С...„М№ озпачають выражешя, содержашя неизвестное, то урав- 

нен{е распадается, на основани теоремы 45%, на уравненйя; 

: № ы 

которныхъ степенн ниже степени даннаго уравнен{х. 

Этоть еповобъ но существу не отличается оть того, которымь решено 

было уравнеше вь $ 372. 

Пряляёрь. 

'Уравнеше 

2—5 65 

можеть быть рёшено слБлующимь образом: 

Перенеся вс члены въ лёвую часть, разложивь второй членъ на два 

члена и вынося х за скобки, мы получаемь: 

даа Бы =0, 
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а отсюда 

э[Же--1) о-х-в—6] =0 
2 ев} =0 
217) Па} =0 
жж 6) 0 

2(2—1)(*--З2 2х —6)=0 
хе П[ух За 8] 0 

т -Гиж Ве -2)=0. 

Поелднее уравнен!е, значить и данное, булегь удовлетворепо, если 

нля | или пли 
2—0 2-1=0 =- 8=0 | 212-50, 

откуда мы видимь, что корни уравнен]я суть: 

ы=0 | за 13—38 | 24 

$ 525. Случай, когда одинъ или нфеколько корней уравнения из- 

вЪетиы. Послдн!й способь приведеня уравнея къ уравнешямь боле 

низкихь степеней примфнимь въ случа, названномв въ заголовк® этого 
параграфа. 

Если уравнене приведено къ ординарному виду 

ое... Ны-рт50, 

и извфстно, что &«— корень ето, то мноточленъ въ лЁвой части уравчен1я при 

подстановк& © выото х должень превратиться въ ©. Слфдовательно, онъ, 

но теорем, приведевной въ $ 87 какъ елфдотв1е, длится безъ остатка на 

2—а, а потому уравневе можеть быть представлено въ видь 

(2—)0—0, 

тд © означаеть частное оть дфлешя названнаго многочлена на х— а. 

ТакимЪ образомь данное уравнен{е распадается на два: 

5—а=0 п 9=0, 

изь которыхъ въ послфднемь показатель высшей степени неизвфетнаго на 
3 меньше, чфмъ въ даиномь. 

Если оказжется еще одинъ извфстный корень 8, то многочлень @ будеть 

дълиться безь остатка на, #3, а многозленъ, составляющий лвую часть 
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данкато уравненя на (2--а)(х—В), волфдотье чего данное уравнеще рас- 

падается па 3 уравнешя, а именио на урапнешя 

2—9=0 ; 28-0; 

и на нфкоторое уравнене (*—2)-ой степени. 

Такимь же образомъ и дальше съ каждымь новымь извфетнымь кориемъ 

продолжаеть понижаться степень уравненя, къ рышеню котораго сводится 

рен! давнаго. 

Прниыфръ. 

Замтивьъ, что въ траве 

две —1 

сумма вебхь четырехь коэффиюеятовь равна 0, мы убфжхаемея, что оно 

удовлетворяется корнемъ 
=Е. 

Раздёливъь лфвую часть его на х—1, мы можемъ ето представить въ 

ВИДЬ: 

{Пе -леые 

Слфдовательно, корпи его получаются изь слёдующихь уранненЁ: 

21-0, | 2 Леа, 
откуда откуда 

= ЧЕ ; та=8. 

Но раздфливъ данное уравнее па 2—1, мы могли бы продолжать р%- 
шее его такъ, какь это указано было въ $ 372, 

ГЛАВА ХУГ. 

Зозвратныя уравнен!я. 

$ 526. Предварятельныя разъяснешя. Если въ уравнен и, ириведен- 
номъ кь ординарному виду, коэффищенть при неизвботномъ въ высшей 

степени равенъ свободному члену м равны также коэффищенты членовъ вто- 

рого и предпослёдняго, третьяго н третьято отъ конна ит, д., вообще, зна- 

чить, членовъ одинаковыхь по счету отъ начала и оть конца многочлена 
въ лЬвой части ураввеня, то оно называется симметричны мъ. 
Симметричными же называются въ нем и эти члены сь равными 
коэффищентами. 
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Если мы въ симметричномт уравнени нензвъстпое замнимъ его обрат- 

1 - 
ною величиною, напрямБръ, х величиною -, то посл уничтоженя зкаме- 

х 

нателей получается первоначальное уравнене. Но есть и другтя уравиейя, 

отличающяся т®мь же свойствомъ. А вообще ве уравненая, не измъняюцщияся 

ость замъны в нить неизвъетнаго его обротною величиною, называются 
возвритными *). 

. т 
Ясво. что всякое такое уравиен!е должно удовлетворятьея значенемъ т 

еели опо удовлетворяется значешемь а; другими словами: вромБ каждато 
пайденнаго корня такое уравнен!е должно пуфть еще корпемъ обратную 

величину ето. 
Чрезь двлеще на коэффищенть при неизвфетномь въ выешей степени 

каждое сныметричное уравпен{е приводится въ виду, пъ которожь коэффи- 

щенть нри этой степени неизвфетнаго равенъ 1,а свободный членъ равеяъ 1 

или —1. 

Въ такомь видё мы потому ниже л будемь изображать эти уравненя. 

$ 527. Симметричное уравнен!е 3-ей степеня. Симметричное ураз- 

неше 
А-а -тах 1 =0 

мы можемъ, преобразовывая лЪвую часть его, представить въ такомъ видз: 

23-1 азе-1)=0. 

а посл этого въ такомъ: 

(ее) -тажа-Н)=0. 

Раздьливъ послёдиее уравнене на х-1 и вайдя такамъ образомъ ко- 

рень его [ем. $ 372], а, слБдовательно, и даннаго уравнен!я, 

= 

мы получаемь 

2 (а--Иг-1=0. 
откуда — 

1+4 УИУ +3) 
гы 

2 

1-а_У аа 3) а ев 

*) Словомь «возвратный» русскими математиками переведено слоло гео’ргок 
(по-виглейски тесЁртоса]), означающее мъ сушности «взаимный», но у нмецкихь 
и ангофискихь математиковъ «обратный» въ смысл опредёлон[я 81. 
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Умноживъ эти послВдее два корня другь на друга, мы узнаемъ, какъ 

и слёдовало ожидать, что 

диз, 

то есть, что каждый изъ этихъ двухь корней есть обралпая величина другого. 

$ 528. Симетрачное уравнен!е 4-ой стенени. Рышен!е оимметричнаго 

уравнев1я 
ай аз ый раз -Ь=0 

можеть быть сведено къ рёшенйю квадратныхь уравнешй, если ето разд- 

лить на 2?. Такь получается: 

1.1 2 еиы зе -рах-РЬа Ня 

а отсюда 
2.1 1 

Ея Аа 2+. --8=0 ... (А} 

1 : 
Обозначивь 2--- буквою у, мы путемь возвышешя равенства 

х 

Е 
1 

#-+- 
Е 

въ квадрать находамъ, что 

1 
242 

слёдовательно, 

; . 1 1 
Замфнявъ въ уравневи А выраженя 2?-- зи = - выраженемь 

Е т 

у_2 п буквою у, мы получаемъ 

2-50 
изи 

ау --2=0. 

‚Послёдвее уравнене имфеть 2 корня у и у», такь что данное урав- 
нее распадается на уравнен!я: 

1 
и 

1 
р т 

или или 
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РБшивъ ихь, мы нолучимь изъ каждаго изъ пихъ по два корня я та- 

кимь образомъ вс 4 корня даннаго уравненя. 

Здфеь изъ свободнаго члена 1 послфднихь двухъ уравнений вндно, 

что нервые 2 корня и послфдн!е 2 корня суть величины обратныя другь 

друту. 

$ 529. Симметричиое ин возвратлое, но неенмметрячное, уравненя 
5-ой степени. Симметрачное уравнене 

арта Бе ах 0 

можеть быть приведено къ виду 

2-1 Нахай-- И -Ниа--)=0, 

а посл этого еще преобразовано такъ: 

ана пара ака О -Ний-Н)-=0. 

Теперь видно, чхо оно дБлитея на #--1 *), что, езфдовательно, один 

изъ корней его ееть —1. Поенф же дВлевя мы получаемь: 

ааа -е-пе- 9, 

то есть симметричиое уравнеше 4-й степени, рф шен]е квкового уже объяс- 

нене было въ предыдущемь параграфВ. 

Танимь же образомъ возвратиое уравнеше 

ара рый г 10 

сводится къ рёшению симметричнаго уравнен{я 4-й степенн поел дфленя 

па 2—1. 

$ 580. Возвратное уравнене 6-ой степени. Въ ршенНо квадратныхъь 

уравнен! можеть быть также сведено рфшен!е возвратнаго уравкенл 

6-й степени 
аа На ый ах 1—0. 

Преобразовавь его елдующимь образомъ: 

аа) 

(ру фах пач) =0, 

* Раземотръявыхь примфровъ достолочно, чтобы убфдиться, что вообще 
всякое сныметричное уравнен!о нечетной степени дълится на 2+1, 
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мы видимъ, что оно дВлится на 5—1, п что, слФдоватольно, корни уравнешя 

16 есть 

а=Н 

=.=—1, 

суть и его корни. 

ПоелЪ дВленя мы получаемъ: 

эра Иа аз ==0, 

то есть симметричное уравнеше, которое должно рёшать, какъ указано 
въ $ 528, и которое даеть еще 4 корня даннаго уравнен1я. 

$ 531. Уравнене, рёшаемое по сноеобу еимметричныхь. Уравнене 

аа от-1=0 

ямфеть сходотво съ разсхотрёнными возвратными уравненями и по виду, 
и въ томЪ отношени, что не изиБнается оть замфны въ немъ неизвфетнато 2 

1 
величиною обратною и противоположною —-. И рёшено оно можеть быть 

х 

но тому же способу, какъ и симметричное уравневе 4-й степени [5 528]. 

Раздфливъ разематриваемое нами здесь уравнене на. =2*, мы получаемъ 

2-- Ба Фь-о: 

1 
а если мы затфмъподставииъувмсто2--, то будеть 

т 

1 
а а", 

елфдовательно, 

т 
=? зи +8, 

а данное уравнене замфняется уравненемь 

У ау =0 
ия 

Рау НЫЕ =0. 
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Если корни этого уравневя назовемь и К У», 10 данное уравнеше 
оказываетел распадающимел на уравпешя: 

ИЛИ пля 

уе 2—1 =0 

Корни этихь уравнении 6у мятрипаемато у ть 4 корня р уравиетене. 
Изь свободнаго же члена --1 посафднахь двухь уравиешй вилио. 

что какт, первые 2 корвя, такъ п посл дис 2, суть чиела обратныя по а9е0- 

пютной величинЪ и противоноложныя по знаку. Но это евойство корней 

олБдовало уже изь упомянутой вь началБ нараграфа особениоети уравне- 

н]н, что оно не измЁняетея оть замБны неизвфетнаго величиною обратною 

и противоположною. 

ГЛАВА ХУЦ. 

Двучленныя уравнен!я. 

$ 582. Опредфлеше двучленнаго уравнефя ны чиело корней его. 

'Требоваше найтн чнело, которое, чп возвыштено въ я-\ю степень, даетъ 

чиело а, выражается [опр . 96} символомъИ а. Но вЪ $308 было разъяс- 

лено и доказано, что есть п чисель, удовлетворяющихь этому требованно, 
а въ $ 305 указано. что условно вел совокуппость этихь чисель выражается 

овобымъ символоуь И за, называемыхь общуьмь хорнемо пой степени изз в. 

который такимь образомъь нифеть п различныхь значен#, тогда какь 

снводъ Иа означаеть одно изъ нихъ, обыкновенно то, которое называется 
тлавнымь [$ 305], то сеть положительное вещественное зплчене корпл 

нзъ положительнаго числа и единственное веществеяное значен1е корня 

нечетной степени изъ отрицательнаго чиела. 

Названное выше требован!е можеть быть выражено также уравнешемь 

5 

въ котором х обознамаетъ искомое чиело, и которое въ силу того, на что 

только-ча0 указано было, должко имчфть п корней. 

Перевеся вь этомь уравненй а въ лфвую чаеть, мы нолучаемь: 

0—0. 

Такото вида уразнентя пли очень проето приводяпияся къ нему урав- 

нентя боле общаю вида 

39 Бархов. Руковолство злгебры 
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называются двучленнымн. Ихь рышеше соетоитъь въ опредфлени и 
_ *Ь 

вефхь п значе У а или соотьфтетвенио и —-, которое во вофхъ 
а 

случаяхь и въ общемь аидф возможно только при помощи тригонометри 

[$8 308—306]. 
Алгебранчееки же рЫшаютен только нФкоторые частные случаи дву- 

членнаго уравнешя, которые мы и раземотримь въ этой главЪ. 

$ 583. ПроетЪйн видъ двучаеннаго уравнейя. Прежде, однако, 

чмь пристунить къ разсмотрфнно названпыхъ частныхь случаевъ, зам- 

тимь, что вели мы введемь въ уравнеше 

2*- а-=0 

повое неизвЪетное 2, подотазляя &/И авибето 2, то мы получимь уравнбне 

92*—а=0. 

которое посл д®лешя на в превращается въ равпосильное 

2". 1=0, 

имфющее рёшенемь 

Тантуъ способожь кт, послфдиему внду можеть быть приведено веякое 

двучленное уравнеше, А вуфетВ съ тфмъ отыскан!е вобхь значенй У *а 
" „ 

сволится къ нахожденю вебхь значен У*++, тавъ канъ 2 2Иа [ер. пра- 

впло 120 въ $ 306]. 
Поэтому мы, разематривая ниже злгебраическе способы р®шеня 

двучленныхь уравнешй, будемъ язображать ахъ только въ простёйшемт, 

нхь видф. 

При этомъ мы начнемъ изучене озихъ способов съ рФшеня двучлен- 

ныхь уравнений 3-й стенени, такъ какъ двучленныя уравненая 1-Й и 2-Й сте- 
пени не представляють чего-либо новаго. 

$ 534. Двучленное уравнене З-ьей степени. Чтобы ршить уравнеше 

1°—1=0. 

раздълимь его на г 1, при чемъ опредфляетея одинъ корень его [5 872] 

= 
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и получается: 
аа -1-=0. 

А изъ нослфдняго уравненя мы находимь сще: 

Такъ какъ къ этимь кориямъ намъ еще придется нерфдко возвращаться. 

и вообще они ветрФчаются часто, то обозначимъ ихъ особыми знаками: 

назовемъ ихъ 11, [аи Р,,тавъ что всегда влредь эта буква съ приписанными 
кь ней внизу справа указателями будетъ означать слёдующее: 

что если найдеяъ одиях корень уразненя 
Изь разъяенен предыдутаго параграфа и по нравилу 120 слёдуеть, 

#—в=0, 

и мы его назовемъ а, то веЪ корни этого уравненфа будуть 

=аЁ 

аа 

оао, 

пря чемъ, ковечло, обыкновенно легче веего будеть пайти п потому будеть 
а 

первымь извфотень корень, предетавляющЁ главное значеше У * 

Примры. 

1) Изъ корвей уравнешя 

39* 
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одннъ есть арвометическое звачене У 125, зв веть 5. СуЪдовазельно, 

это уравнеще имбетъ корни: 

Слёдовательно, оба остальные корпя должны быть 

---. 4/3 . . 
Упростивъ послфдшя 2 выражешя, 

$ 535. Двучлениое уравнеше 4-ой степени. Уравиеше 

2—1 =0 

можеть быть чрезь разлажене его лФвой части па сомножителей приведено 

кЬ вяду 
Пий) =0 

илн 
(2-е = 

а потому оно расиадается на слфдуюцщия уравненйя, совокупность корией 

которыхь составляеть 6$ корни разематриваелаго уравиенёя: 

7 1=0. 

откуда | отвуда 

= | = 1 | 

Га 
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Эн корни суть вс четыре зпаченя общато кории 4-й отолени изъ 

положительной единицы. 

Изь нолученнаго рьшеня мы на осповаШи того, что изложено было 

3ъ$532, и но иравилу 120 заключаемь, что если найденъ одеть изъ корнец 

уравнешя 7 

2 -а-0 

и мы его пазовемь В, то воЪ карии этого уравпеня должиы быть: 

Одилъ изъ корней его мы можель легко найти, если перенесемъ 1 

въ правую часть и затБмь извлечемъ изь уравнен!я квадратпый корепь 

п еще разъ квадратный корень, избирая при этомъ оба раза только одно 
изъ обоихъ возможныхт значеши правой части, танъ какъ намх достаточно 

знать одинъ корень разсматриваемато уравнентя, чтобы чрезь умножеше 

его на —1, ти — получить п остальные. Указаннымь способомь мы па- 
хоДимЬ: 

сяфдовательно, 

& отсюда 

Но такь каць при этомь сп0собё рёшешя корни получились пе вз. 

комиленсной форыв [см. $ 281], то рышимь уравпен!о 

еще иначе. 

Раздфлимь его на 2” и введемь новое неизвБотное, полагая 

1 
г-=9; 

х 
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въ тажомъ случаЪ будеть 

ел довательно, 

Такъ получаетея: 
ео, 

откуда 

и=И; и„=-Уз; 

такь что разсматриваемое уравнене распадается на олфдующул два, ко- 

зорыя мы и рашаемъ: 

У ау 
2*-Уз. ам -0 224Уз.«41=0 

Уз+и-—2 1 Узи _—1 
2 3 = р] — Уз 

5 и=— 
Уз У? 

Получивъ тенерь рёжен1я уравнен!я въ комплексной форм, мы видимъ, 
что 1-Й и 2-Й ворепь суть вопряженвыя комилекеныя чиела, равно какъ 

и ЗН и 4-й корни. 
4 

Эти 4 корня суть 4 значеня ИУ *—1. 

$ 586. Двучлениое уравнене 5-ой степени. Уравнеше 

—1=0 

можно раздфлить на 2—1, при чемь опредёляется корень его 

2-1. 

Посл же дьлешя получается симметричное уравнеще 

зао -8 10, 

которое можеть быть рЬшено способомъ, изложеннымь въ $ 528. 
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1 
Таздфливъ его на 2? н нодставивь у выфсто х-+--, мы паходымъ путемь 

Ё 
нр1емовъ, указанныхь въ вазванномъ параграфе: 

у 10, 
откуда 

-ЕИ5 
2 

= . 

тань что симметричное уравнеше раепадается на елёдуюния два, изъ ко- 

терыхъ мы и получаемь педостаюние еще кории рязематриваемаго дву- 

членнаго уравненя: 

1 Ик 0+2 
= 4 . 

ВИ И 5- +25 | —а У и 
о и=— - 

Ито ‹ _ азиз ю—5 р 5. 
+ + 

Эти 5 корней суль во значеня И *-1. 

Еели мы обозначимь ихЪ К\, К», Ез. Ка, Ку. то, найдя одинъ изъ корней 

уравнея 

2—в=0, 

который назовемъ 1, мы сейчась же елфдующимъ образомъ получаемъ в веЪ: 

[см. $ 582, 583 н правило 120]. 

$ 537. Двучлениое уравнене 6-0й степени. Уравяеше 
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посл разабжешя лфвой частп на сомпожителей приштуиеть виль: 

{23 НЫ@—1)-0, 

и потому распадаелся на два уравнешя: 

способь ртеня которыхь уже указань быль вр & 534. 

$ 538. Двучлениыя уравнешя бодфе высокихь етепеней. Лвучленное 

уравкеие 7-й стешенн еще зиукеть быть рБшено безь помощи тригопо- 

метры, и для этого требуется уже умЬнье р6шать уравненит 3-й степени. 

Уравнешя 

#—1=0 

и 

219-10 

послф преобразованя ихъ въ виды: 

(ао 

(25—11) =0 

раепадаютея первое па два двуоленныя уравнеша 4-й степени, а втарое 
на два двучленныя уравненя 5-й степени, сповобы р®шензя которыхъ 

памн уже раземотрны. 

Уравнене 

-—1=0 

мозкеть быть рфшено чрезъ введене новато неизьбетнаго 

у=2°, 

при посрелетвЪ котораге оне превращается въ уравнеше 

у 

рышенное уже нами. Баждый даъ корней его, будучи подставленъ въ урав- 
нене у=4”, дасть ло двучленному уравненпо 3-Й стененц, изъ которыхь 
п получатся веБ 9 корней уравненя 

#'—1=0. 

При помоши такихь же пруемовъ могуть быть рЫшены пифкоторыя 
двучлениыя уравнея и еще болЪфе высокихь степеней. 
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$ 539. Трехчленное уравнене. Такт называютъ хравиеше вида 

а22- 26-20. 

но квадратное от: тельно х. бозначивъ 22 СУКРОЮ у. и пазваву Оно квадра. зоснтельно 27. Обозна, в су й 

9: п 3» корви упомякутато квадратнаго уравиешя, т, е. ураввешя 

0. . ауте 

мы найдемь ве корни трехаленнито  травиениь. уваивъ двучленныя 

уравнешя 

За | Из. 

Уриязръ. 

Чтобы ршизь уравнеше 

6425— 18453- 8375-50, 

обозначимь 28 букзою у и раздфлимь уравнене на 64. Такъ мы получаемь 

откуда 

и продолжаемь рёшеше такъ: 

23—18 
8 
5 

&=- 

5 и] 
5 Сы. $ 534. 

ва 1 

то есть, 

5 | 
= 5 

5 14 
и 2—9”) 

8 2 | 
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ГЛАВА ХУШ. 

Иррацщональныя уравнен!я. 

$ 540. Объяенее назвашя. На подобте тол, какъ буквенное частвое 

иногда называють алгебраяческою дробью, такъ неизвлекаюлйся корень 

какой-либо степени изъ алгебраическато выражешя называется иррашо- 

нальнымъ алгебраическямь выраженемъ. Потомуп уравнен1я, въ 

которыхь нензвфстное или неизвфетныя встр $- 

заются подъ знакомъ корня, пазмваютъ ирра- 
ц:ональны ми. 

$ 541. Полененю примфрамв особенности рен иррацюнальныхь 

уравненй. Если послф обычныхь преобразован данное иррацлональное 

уравнен!е приводится къ виду 

у: =а, 

то звачеше нензвЪетнаго получается или на основани опредВленя корчя, 

какъ это указано въ $ 357, или путемъ возвышен!я уравненя зъ я-ую степень, 
при чемъ оказывается 

р 

Но пря этомъ должно принямать въ соображеше, тто всегда есть я раз- 

личныхь чиеель. которыя, будучи возвышепы въ я-ую степень, дають 
дно п то же число. Такъ, папр., 

и {+5 +635, 

Поэтому каждое рышее ирравюнальнато уравненя должно быть 
оговарнваемо такъ, какъ мы это покажемь сначала въ чаетныхь случаяхь 

на инжеслфдующихь примфрахь: 

Задача 1. 

У:=5. 
Ршен:е. 

Чтобы ршить это уравнеше, нужно его возвысить въ квадрать. Такь 
мы нолучаемь 

== 
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"Но ясно, что, подставляя вт, дапное уравяен{е 25 вмЪсто х, мы должны 

не упускать изъ виду, что въ даняомь случа допустимо для У только 

значене—5. Вь рЪшенйх это можно оговорить или танъ: 

«8=85, при чемь должно считать Иа 

или же въ такомь видЪ: 

Задача 

Рьшенте. 

'Упроетивь при помощи обычныхь премовъ это уравнеше, мы яолу- 
чземъ: 

откуда 
х—=4=(—2)8, 

что означаеть, что данцое уравнен!е удовлетворяется значещемь г=4, 

яо только пря услови, что у будеть считаться равнымъь —2. 

Задача 8. 

5 

э+Уз2 т+ух 
Рьшен1е. 

Освободивь это уравнеше оть знаменателей и перенеся члены, водер- 
жатще неязвЪостное, въ лвую часть, & остальные въ правую, мы находязгь: 

откуда 

"Со есть, данное уравнене удовлетворяегся значещемь х=9, но ири 

нов%рк®# р%ёшешя чрезъ подетановку 1 елфдуеть считать только рав- 

нымь 3. 

По теорехв 1488 данное уравяене имфеть еще особый корень 

59, 

тамъ какъ но уничтожены знаменателей нолучаетея уравнеп!е 1-й степени 

относптельно Уз, обнай же знамеватель. 

лось данное уравпеше, относятельно У: 2-й степени. 

па которато для этого умнома- 



Задача +4. 

Рьшел!е. 

Освободивь это уравнеше оть зпаменателей и приведя его въ поря- 

довь, мы получаемь: 

3#-8/ 2—35=0, 

вмуЪсто чего можно также написать: 

зУза+8/ 2—5 ==0. 

Послёднее уравпене квадраткое относихельно У=. Потому мы. по 

теорем6 183, паходимь: 

откуда 

. . 49 
То есть, данное уравнеше удовлетворяется значешнии — и 25, 

49 то 
но ти считать только равлымъь + з а Уз только равнымъ—5. 

Задача 5. 

Рьшенте. 

Это уравнеше рватается путемь слёдующихь очець иросхыхь преобра- 
зованй: 

з_ з_ — 
4уз—1=2ИУ—+у-3 

з_ — 
2У==—-У-3 

дачи уси 
3). 

Уз. п. в (Узана (Уз. [6348 , С1* 

з 
—_—188/ 333. 38978 г = 
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Но полученное рётен!е должно быть выражено слёлующимь образомь: 

бо данное уравнен!е удовлетворяется зпачешемъ #=1 только при услови, 

ик т. еравнымь Ло [ем, $ 534]. что у будеть считаться ‘равным — 

Задача 6. 

ута о ( РЕ. 

Ръшенте. 

Эко уравнене ноел$ освобождешя его отъ знаменателей и дальнЪй- 

шаго упрощеня превращается въ слёдующее: 

у 

Слфдовательно. рётене дакпаго уравпеня есть 

129=(--8}6. 

=3. 

х 

"Но кромф того уравнене иметь еще особый корень 

#=0°, 

Задача 7. 

ия 
ау Уз-е=0 

Ршен!е. 

Налисавъ это уравнен!е ио преобразован первато члена слВдующимь 

образом: 

(ту ву ено, 
”,_ 

мы ввдихь, 9то оно квадратное отноентельно И. А потому мы, но тео- 

ремё 183, нифезь: 

о ЖИ ие 
24 у 
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Такимъ образомъ данное уравневе распадается на сл 

7 Уча | 
а ‚ 

24 | 

изъ которыхъ мы находимъ: 

их т [5 и 
2: ———-}. 

2а 

при чемъ, однако, ирн чемь, однако, 

И -ьНУ: ре] Уд (= = 
а |2 2а 

должно ечиталь равнымь имопно должно считать равнымъ именно 

И = Умчие . 
ОУ Ре а не которому-лнбо — —* а не которому-либо 

2а, ы ° 2а 
изь остальных (я—41) значенй это- изъ остальныхь (и—1) значений это- 

то кория и-ой степени. го корня п-ой отепеви. 

$ 542. Необходимость оговаривать оеобыить образом риоя ирра- 

цональныхь уравнеши. Изь раземотрънныхь только-что примфровь мы 

убЪждаемся, что когда мы по приведен даннато ирращональнаго уравне- 

я къ виду 

Уз— 

5 
заключаемь, что 

мы должпы вся разъ добавлять, что это уравнене удовлетворяется 

этимъ значенемьъ нвизвфетнаго только прм условй, что Уз въ уравнены 

считается равнымь только одному опредёлениому изъ веъхь возможныхь 
® значешй этого корня, а именно, какъ разь тому числу а, которое соста- 

вляеть правую часть уравиешя /т= а, 

$ 543, Поеторюння р5шеюмя ирращюнальныхь уравненй. Если мы 
произведемь новёриу р$шенЁй во веБхъ примБрахь въ предыдущемъ пара- 

трафЪ, то окажется, что веб уравненйя полученными корнями удовлетво- 
ряючся, и что постороннихь рёшенЁ, новидимому, ни въ одномь случа® 

яе получилось, хотя этого слдовало бы ожидать, такъ какъ, при возвы- 

шений въ степень даннаго уравнешя или уравнемя равиосильнаго ему, 

должно получаться уравнен{е болфе высокой степени, чёмъ данное. Но въ 

дЬйствительности, постороныя рёшеня, въ особомъ только видЪ, во вебхь 

случаяхь имфаись, а, оговаривая рышешия, мы оставляли только годныя 
РЁшев1я, негодныя же устраняли, только не называя ихъ. Такь, вапр., 
р®шене 

д=05 
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уравнешя 
5... 
Уз =а 

заключаеть въ себЪ 5 различныхь возможностей, а именно [ем. $ 586}: 

: 24°, при чемь Уз=а; 
В 

- Ка 

К; 

: 7.— аб, при чемь Ух 
5 

3-50: тз==а8, при чемь Ух - 
5_ 

4-ую: 2а=а°, при чемь Ух--а. Ка 
0 

5-ую: ль==а8, при чемь Ух=а. К; 

изъ ноторыхь только 1-ая составляеть рылене уравнешя, а остальныя 
нЪть, почему п устраняются 1мъ самымъ, что мы къ р®шенйю добавляемь 
отоворку- 

Равнымъ образомь мы вообще, оговаривая рёшене 

2—0" 

У=— 

такь, какь это разъяснено и указано было въ предыдущемь параграфЪ, 
оставляемъ только одно изъ п возможныхь рёшен!й и устраняемь осталь- 
выя (п—1), какь негодныя. 

На основаи изложеннаго здёсь мы о посторонинихь рёшеняхь не 

будемь упоминать и вЪ т®хт принёрахъ рёшен1я иррацональныхь уравне- 

нШ, которые еще будуть приводиться. 

уравненя 

$ 544. Оговорка ретешй въ болВе сложныхьъ пррацтональныхт уравие- 

ияхь. Если данное ирраптональное уравнене можеть быть приведено 

къ виду 
„_ 
ия 

тд а означаетъ какое-либо извфотное чиело, а А какое-либо алгебранческое 

выраженше, содержащее неизвфоткое, 10 для того, чтобы ршить его, нужно 
послЪднее уравнеше возвыенть въ ®-вую степень. Такимъ образонъ полу- 

чзется уравнене 

А=а”, 

которое решается затВиъ сповобомьъ, зависящимь оть тото, какое именно 
выражен есть А. Въ полученномъь же результатВ и въ этихь случаяхь 
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нужно упомныиать, что при подотановь® въ данвое уравнеше полученныхь 

корней оно окажется удовлетворенных только въ Томь ©. учав, если У А 

будеть считаться равлымь ихенно а, а пе которому-либо изъ остальныхь 

1-1) значемй этого корня. 

Пояенимь и это примфрами. 

Задача 1, 

Рьшен!е. 

ДДапное уравпене легко приводитея къ виду: 

Ут --12;-8=—2...(а) 

По возвышения этого послёдняхо уравленгя в квадрат, мы получаехть 

откуда 

Но давное уравнен!е удовлетворяетея этими корнями только при 

условш, что И Бй-122--8. равный И 4, при обоихь найленныхь значентяхь 
неизвфотнато, будегь ечитатьея равнымь —2, на что указан!е даетел урав- 

цешемь (а). 

Задача 29. 

Ршен1е. 

Замфтивъ, что въ дБлитенв лЪвой части эзото уравнен!я стоить то же 

выражее, что и подъ знакомь корня въ дфлимомъ, обозначимъ И 15 

буквою у. Тотда 2^—15 будеть у* и данное уравнен!е превращается вт слБ- 
ующее: 

но приведенш котораго къ ординарному виду, мы получаем: 

у ву 150. 
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Отсюда же мы находимъ: 

у=8 +116, 
то есть 

Такнмь образомь даниое уравневе равцадается на слЗдуюцйя два, 

которыя мы и рётаемъ: 

Ув = 
92—15 —49 

з7—=64 

х.=-8 } при чемъ должно считать = } при чемь должно считать 

2—8 } ИУ 6=+7 4 ДУ = 

То воть, данное уравнен1е имЪетъ 4 различныхь корня, но оно удовле- 

творяется ими только при услови, что при подстановкВ ихъ въ него для 

У1*—15 будуть браться только указанныя выше значенйя. 

Задача 3. 

29+ И 4485 2 -=Вае 1). 

ръшенте. 

Раекрыръ вь этомъ уравневи скобки, перенеся всф члены въ яЪвую 
чаоть и перемьнивь предь ними знаки, мы получаемъ: 

422-35 У 42-322 22=0. 

Если мы теперь послф первыхь диухь членовъ вставимь члень —2, 
но зато прибавимъ также къ лЪвой части --2, то уравнене лриметь видъ: 

422-- 32-я У 4-32 —2- 20=0. 

Обозначивь Уря: —в буквов у, мы первыетри чдена должны будемъ 

назвать у?, такъ что уравиеше превратихся въ слёдующее: 

уу 200. 

изъ котораго мы находимъ: 

ив: у. 
Бырловъ. Руководство алтебры, 
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Такимь образомь, данное уравнен!е распадается на сдфдующия два, 

которыя мы и ршаемъ: 

8—4 
42+ 82—2=16 
дай —18=0 
8-17 88) 

= о при чемъ долж- 

но считать 

2=— ау 38) уаз 

5. —— 5. —— 

УЗ 2-8 Имя. 

Ув 2-5 
421432—8=25 

442 48е—21=0 

в при чемъ должно считать 
4 а 

в= Ияуара= +5 

Задача 4. 

Р+Ешен:е. 

ели мы въ данномъ уравневи выражене узы замфиныт 

буквою у, то оно превратится въ слёдующее: 

{1— у =3—9. 

Приведя же послфдиее въ порядокъ, мы получаемъ: 

2—0, 
откуда 

чи; у:=-—1. 

Такимь образомь данное уравнен!е раепадается на слБдуюпия два, 
хоторыя мы и ршземъ; 

5 
Изя л=а 

За -+2—1=38 
322 --а;—88=0 

2—8 при чемь, однако. 
рииани 
Уз ет 

должно считать раввымь 2, но не 

хоторому-либо изь остальныхь 4 
з 

значешй У *39. 

В 
УзА 

За 1=1 
За +250 

% 
при чемъ, однако, У32* -25—1 
должно считать равнымь—4, & не 
которому-либо изъ остальныхь 4 

значеша Ул. 
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$ 545. Уединене корня, И въ тБхъ случаяхь, когда въ иррацюналь- 

номъ ‘уравнени неизвфстиое встр®чаетея не только подъ знакомъ корня, 

для того, чтобы сдБлать уравнене ращюнальнымь, бываеть необходимо 

возвысить его въ ту степень, которой степени этоть корень, но преобразо- 
вавъ предварительно уравнее1е такъ, чтобы радикаль составляль одиу 

часть уравненя, ибо безъ такого према, въ чемь легко убфдиться, ради- 

каль при возвышент уравнея]я въ степелт, не исчезнеть. Указанный пр1емъ, 
называемый уединен1емъ корня, поленимъ также примфрами. 

Задача 1. 

5+Ил в=2. 

Ръшенте, 

Перепеся въ данномь уравненш, чтобы уединихь корень, 5 въ правую 
часть, мы нолучаемъ; 

Из 8-5... : (а) 

Возвысивъ же послфдиее уравиен въ квадрать, мы находимъ: 

2—3—42—102-35. 

а по приведен въ порядокъ: 

22—11 28=0. 
отдуда 

изИзь из 

Уравнешемъ (а) дается одиако указав е, что эти корни уравиеня 

требують елЪдующихь отоворокъ: 

я.=17, при чемь должно считать И =-2 

т.=4, при чемъ должно считать У 8= 1. 

Задача 2. 

Рвшевте. 

Освободнвь ото уравнене оть знаменателя и уединивъ корень, мы 
нолучаемь: 

ув в) 
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А возвысивъ послёднее уравнен1е в% 4-ю степевь, мы находимь? 

29-81, 
откуда 

100, 

ел довательно, 

==210. 

ири чемъ, однако, должно считаль [уравнеше (=)] 

‘ 4 
у л9=ун= 

Задача 3. 

ИИ у не Чая =. 

рёшенте. 

1 
Перенеся члень —-., чтобы уедннить корень, въ лфвую часть, мы 

а 

получаемъ: 

25 == НИИ + ЗИ Ня.) 

Возвысивъ это уравнен!е въ квадрать и вычеркнувъ одннаковые члевы, 

получивиеся въ обфихь частяхь, мы находимъ: 

9 8 у: 45 
Зе ыЕЙ оу 

: 3 
Это уравнеше можно раздфлить на -, при чемъ, однако, уничтожается 

т 

корень даннаго уравненя, удовлетворяющий уравненю 

3 

х 

Сл№довательно, одно р®шене даннаго уравнешя есть 

==. 
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Послв дълешя мы имфемь: 

3 ИЕ 
ма ЗИ зна. 

Возвысивь это уравненйе вь квадрат, мы получаемъ: 

9 3 т 1 45 

Те аа Кая ой зб, 
откуда 

27+ 9а2—8а?=0, 

«л»довательно, 

хз=— За: 

при чемъ и видно изь  уравнешя {8 и 

13 1 4 
=+— —--—= [какъ видно изъ уравнешя (а)] должно ечитать У: И эн ур я т 

зюложительными. 

$ 546. Уравнешя еъ нФеколькныи радивалами. Если въ уравнен! 
ветрёчается нфеколько различныхь радякаловь, содержащихь ненавЪотное 
нолъ знакомъ корня, то для уничтожешя ирращональности это уравнен!е 
приходится возвышать соотвфтствующимь образомь въ стенень боле 
одного раза. 

Примры. 

Задача 1. 

Их У 5=У а. 

Ршен!е. 

ЗВозвысивь данное уравнев!е въ квадрать, мы получаемъь уравнеше 

= (т—5)--- -5=2—8, 

содержащее уже только одннъ радикалть. При уединени корня здЪсь удоб- 
н5е коэффищенть 2 не переносить въ другую часть. Возвысивь полученное 

такимъ образомъ уравневе 

ЗУ 5) 2+8... (9) 
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въ квадрать, мы паходимь 

4х? ода? вх -9, 

откула 
З2^—26х—9-=0 

то есть. 

Изь уравиешя же (а) мы находимь 

23 
у = у: 

Сябдовательно, приведеннымь выше значенялыъ Уз должяы соотяфт- 

ствовать слЁдующёя зваченя У з— 

Изъ даннаго же уравнен1я находятся значеня И в соотвфтствую- 

пн призеденнымь значешямь Уз и Из 5. 

Посл такого же изслздованя н относительно корня 21-9, мы уб- 

ждаемся, что даниое уравкеше иметь слёдующия рёшеня: 

з:=9, при чемъ при подетановкВ всф радикалы въ данномь уравнени 

елфдуеть сантать положительными (1-е рюшеме) или ве отри- 

пательныии (2-е ръшенае); 
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о 
2:=—;, При чемь сльдуеть считать: 

— и 
или У2—5 = {3-е рилиенае} 

—_ Е 
или Уз (4-е ризшеняе) 

Прим  чаяхе. 

Возвыениь вь квадрать сначала данное уравневе, а затВмь еще урав- 

нене (я), мы должны ожидать двукратнаго удвоен1я чиела решений, ко- 
торыхь веего должно такимьъ образомъ оказаться эъ 4 раза больше, чёмъ 

тодныхь. Тань какь каждый изъ 3 радикалов въ уравнеши моть бы ири 
1 

подотановкв въ него 9 ити; вуфото д, считаться и положитеньнымь в 

отрипательнымь, то во возможности для каждаго изъ назнанныхь корней 
даннаго уравненя выражаются слфдующею табличкою: 

+++ 
э++— 
++ 
э—+- 
+ 
—+- 
тб 
э——— 

изЪ которой видно, что вофхь возможноетей 8-8, т. е. 16. И изь веЪхь 

этихь возможностей оказываются удовлетворяющими уравненно только 4. 

т. е. четвертая часть вохъ, значить, какь разъ столько, енолько долже“ 

остатьея годвыхь рышенй. 

Задача 2. 

1-у э—в=У2. 
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ршенте. 

Уедннивь кубичный коревь, мы получаемъ: 

з - 
Уз =У—1. 

а возвысивъ послёднее уравиеше въ 8-ю степевь: 

8-2 За48У 2-1. 

Вь этомь уравневи можно было бы также уединять корень и затвмь 

освободиться оть него чрезъ возвытен!е уравяен{я въ квадрать. По такимъ 
образомъ мы получиля бы полное кубическое уравнеше, веудобное для 

насъ по ой причин, что ра шее танихь уравненёй въ этой квиг# не раз- 

сматривается. Потому мы продолжаемъ рылеше слФдующимь образом: 

'Мы переносимъ во члены въ лвую часть, а затЪмъ разлатаемъ по- 

слёднюю на множителей пнутемь такого рода преобразован й: 

2 з—че-+ ВУ 5+2=0 
эго в У з+2—0 
кУ; 2) Ин 2 Ура 
Уз ЗУ 050. 

Теперь же уравневе распадается ва слбдуюуя два, которыя мы 
и р5шаемъ: 

Из У 1=0 
У; (ИУ 2—1-0 

аа ={+8)з, Узи? 
при земь до? ь г р должно, считать та=а НИЗ. 

х—8=1 ври чемь должно считать 

Уз=+а+/а) 
и 

Ь 
Уз ; 

аа 272, 
ири чемъ должно ечитать 

Уё-+а-Уз 
и также 
з 
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ГЛАВА ЖФ. 

Показательныя и логаривмичеек!я уравнен!я. 

$ 547. Опредфленя и основная теорема. Если вь уравнении неизв®ст- 

ныя вотрёчаются въ показателяхь, 10 оно называется ноказатель- 
нымьъ, если же они вотрёчаютея въ основаяхь логариеморь или въ 
логаривмируемыхь величинахь, то оно называется догарнемиче- 
скимт. Показалельныя и лотариемическя уравнешя привадлежать 
къ чиелу трансцендентныхь [см. $ 855], но могуть въ нёкоторыхъ частвыхь 

случаяхь быть приведены къ алгебрамческимь, при чемъ возможность 
перехода въ постЬднимь основывается на олфдующей теорем, въ которой, 
акъ и вообще вр этой гловЪ, А н В означають выраженя, содержащя, 

одно или оба, неизвфетное нли неизвбетныя [ср. теоремы въ $ 362, 366, 

399 и 400]. 

Теорема. Вели С есть извЪстная величина, но 

ни 9, ни 1 ни -00, то уравнентя 

05.4 =Ю5В 

А=В 

равпосильны другъ другу: 

и только, если Ли В содержать неизвестное и случайно окажутся сушествую- 
щими и такйя значеня неизвфотнаго, при которыхь 

Арк в = 0, 

гдЪ р означаеть дробь или иррашюнальное число, а рь которое-либо другое изъ 
й 
г 

значений 1 =У*Т з), чёмтъ +1 ®), то кории уравненЁя 

105,А 105 ,В 

суть также корни не только уравнешя 

д-в, 
но я уравиентя 

ж наобороть, 

2) Сы. $ 306. 
=) Если неизвфстныхь больше одного, то всегда есть значеня ихъ, удовле 

творяюция этому условшю, такъ какъ въ такомъ случа 

аь=в=0 

предотавить опредфленную или неопредфленную систему уравненй. 
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Док. Положнмь сначала, что исключительный случай, упомянутый 

ъь теоремБ мелкимь шрифтомь (потому, что при одвомъ пеизвфотномъ 

ветрЪчается очень рЪдко, а при нЪеколькихь выходить за предфлы эле- 

ментарной алтебры), не имфеть мВста, т. е., что нфть неравныхь значенй 

Аи В, которыхь логариемы были бы, однако, равны другь другу, подобно 

тому, какъ это пояснено было въ 8 318, и го указанной тамъ нричинф. 

Подставляя въ уравнене 

З05е4 —08В 

его корни, мы при всякой такой подстановк®, конечно, получимь тожде- 
ство, потенцируя же С’ на лЁвую часть каждаго такого тождества, а также 
на правую часть, мы, по теорем$ УЦ, каждый разъ получимь тождество 

вида 
ое, 

которое по опредфлению лотариема и при предполагаемомъ пока услови, 
есть то же самое, что тождество вида. 

а=В. 

При этомъ должно, однако, замтить, что если 10604, сябдовательно, 

и равный ему 105сВ есть дробь или ирращюнальное число, то равенство 

ров 2 
и 

о с 

выражаеть иную совокупность тождествъ вида 

4Аь=Вь, 

тд р есть облий коревь [$ 305] иВкоторой рашональной или соотвЪтотвенно 
иррацюнальной степени изъ +1, одно значене котораго есть -51, такь что 
во веякомь случа названная совокупность содержить и тождество 

А=В *). 

Значнть при каждомь упомянутомь выше потенцироваи мы по- 
лучимь 
(одно или въ чиелЪ другихъ) тождество вида 

А=В, 

*) Напр., равенство 

това? __ ра 

выражаеть слёдуюцця 8 тождеетва [ем $ 584]: 

так какъ Юй -5, 
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т. е., какъ тождество, то же равенство, которое бы получилось, есля бы въ 
уравнеше 

А=В 

выФсто неизвфетнаго (или неизвфетныхь, если ихь больше одного) были 

подставлены корни уравненя 

ос =108сВ. 

А изъ этого сл5дуеть, что каждое ртенйе посл6дняго уравнен1я есть 

также рёшен!е уравненя 

А=В. 

Равнымь образомъ, подетавляя въ уравноне 

аА=вВ 

ето кори, мы и при зсякой такой подстажовкЪ лолучимъ тождество. Ло- 

тарнемируя каждое такое тождество по основанию С, мы, также по теоремВ 
УН, каждый разъ получимъ тождество вида 

ео -=10веВ, 

т.е., какъ тождество, то же равенство, которое бы получилось, есля бы въ 

уравнене 
105. А =198.В 

выБето неизвфстнато (или соотвЪтетвенно пензвфстныхъ) были нодставлены 

корни уравнешя 

А=В. 

А это значить, что, и наобороть, каждое рышенше уравненёя 

А=В 

есть также рёшене уравнещя 

106 А=Ю5еВ. 

Слфдовательно, и въ самомъ дфлф называемыя въ теорем уравнен!я. 

раввосильны другь другу. 

Необходимость же выдблещя случаень, нотда С равняется или ©, 

или +1, или со, объясняется свойствами степеней этихъь величинъ [см. 

$ 1195 275]. 
Положимъ телерь, что сушествують и тазёя значешя неизьфстнаго, при 

хоторыхь 
дьев-6*, 

тдЪ р ознаяаеть какую-либо дробь или какое-либо иррыональное число, а 9% 
хакос-либо другое изъ значений (+1), чьмъ --1 (если неизвЪотныхь болЪе одного, 

то так1я значешя ихъ могуть быть вычислены изъ системы уравнен й Арь=В= 0"); 
и замътимъ, что для атого необходимо, чтобы н А и В содержали неизвЪетное 
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«или неизвфотныя), нбо иначе эти выраженёя не могуть памвнить своихь значе- 
и! (р. примбры поель доказательства). 

На основанфи поелёдияго предположеня должно быть 

и в АВ 

и МЕ В-Ь 

Сльдовательно, теперь въ уравиеня 

0, АЮЕ,В 

ъвая н правая часть будуть равны другь другу не только въ Я 
когда 

хь изучияку, 

а=В. 
но и въ тьхъ. когда 

ав. 

Другныи словами, при предпоагаемыхь теперь услошяхь уравневе 
ов А-ЛОЕ В а 

имъеть, какъ и утверждается второй частью теоремы, ие только т же корни, 
хакъ и уравнеше 

АВ, 

«о также еще корнями и всЪ корни уравненя 

А-В, 

Доказательство второй части теоремы мы считаемъ полезнымъ пояснить 
еше примзрами. 

Такъ уравиеше 
р. й и— Порно, У —8) 

удовлетворяется не только корнемъ уравиевя 

2-8, 

т. е. значенйемъ неизвёотнаго 

во и корнемь уравненя 

1 чи преврацрьюциимь 2 въ 5, а (о УВ) вьб. 1+ —8, ольдовательно, дан 
ное уравнен!е въ тождество 

Оба Бы. 1 + —3, 
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а 

въ которомъ об заоти равны (тан кань 125* равняется иби5. 

(ср. $ 818). 
Подобнымъ образомъ уравнене 

з> 

108152 1-2) = (8-75) 

удовлетворяется ие только корнемъ уравненя 

55-28 7ь, 

т, в. значешемъ нпеизвфетнаго 

но и корнемь уравненя 

бр--®). 4) =8—т, 

‚ е. змаченемтъ неизвЪстнаго 

%=5. 

превращающимт, (5х-+-2) въ 97, а (3-71) въ —27, слЪдовалельно, даниове уравнене 
въ тождеетво 

1055127 =105(—27), 

з 
въ ноторомъ обф части равны”, такь канъ 81% равняется, между прочимъ, т’ 
и +27 и —2. 

Интересно при этомъ замфтить еите олфдующее. 
\Преобразовавь какъ-либо уравнеше 

Бе 

въ однозначацее алгебраическое, прибавивъ, папр., къ обВимъ частямь его по 4, 
мы получимъ равносильное ему уравиеше 

5246=12-7т, 

которому равносильно и уравнен:е 

лова (ба +6) 10512-75). 

Это поелёднее равносильно и уравненно 

Тот 2) -Юкы(8-—15), 

ио не равносильно уже уравнению 

зюБы [т +2) 11-108 (8—1) 
и вообще второго р%шешя ве допускаеть, 

$ 548, Важное заключеше, вытекающее изъ доказанной теоремы. 

Имъ приходится часто пользоваться при рёшен;я показательныхь уравне- 
ий, и гласить оно такъ: 
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Сябдетье. Пря лотариэмироваин{и уравнен!я 

А=В 

по основанную, которое не есть ни 0, ни +1, ни 9, 

ни выражен:е, содержащее неизвфстное, полу- 

чается равносильное уравненТе; 

и только въ исключительныхъ случаяхь могуть быть’при этомъ введены и посто- 

роннйя рЪшения, а именно въ качеств® тановыхь корни уравненгя 

Арг=В, 

при услоыяхь, что А и В содержать неивьЪетное {или неизвЪотныя) и что лога- 
рномирован!е будеть произведено по такому основанзю С, что окажутся существую- 
щими такое дробнов или ирраонельное чноло и такое значен!о неизвфотнато*), 
при которыхъ будеть 

АВВ, 

тдЬ в означаеть какое-либо другое значеше (4-1, чъиь +1. 

$ 549. Теорема, воторан можеть быть прим няема пря рёшени н- 
которыхъ показательныхь уравненй Если показательное уравнеше мо- 
жеть быть приведено къ виду 

или, конечно, если оно уже дано въ этомъ видБ, то рынен!е его можеть быть 

продолжено также путемъ примфиевя сл®дующато предложения: 

Теорема. Если т есть изв стная величина, но нио0. 

ни-1, ии +00, то уравнен{я 

тАтВ 

и 

&=В 

равносильны друть друту. 

Док. Если бы мы допустили, что возможны и тавя значеня неизв ет- 
нато или неизвфетныхь, при которыхъ было бы [см. вторую часть теоремы, 
доказанной въ $ 547] 

^ — тир 

то при этихь значешяхь было бы также 

в 

па Рь 

значить и 

т р. 

*) Еоли веизв®отныхь больше одного, то таща эначешя неивьфетныхь 
всегда есть. 
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› Но послфднее равенство, по правилу 120, было бы возможно только 
при исключенномь теоремою значени 

тет. 

Сл6довательно, по теорем, приведенной какъ слёдотв!е въ предыду- 

шемъ каратрафь, должны быть, единотвенно ири отраниченяхъ, указывае- 
мыхь доказыраемою теоремою, равносильны другь другу уравнешя 

ат тА 

08) =Ю8„(т?). 

Во второмь же изъ нихь, [по слБдетваю 1986 изъ опредвлея лотариема] 

л№вая часть равна А,а правая В. Сл довательно, и въ самомъ д®л% казван- 

ныя въ теорем$ уравнешя равносильны друтъ другу. 

$ 550. Шоказательныя уравненя, воторыя могугь быть решены 

н безъь логариомиротая. На освовавш послёдней теоремы р®шен!е 

показателькаго уравиеня 

ЭТ = 

сводится къ р5шенйо болфе простого равносильнато 

А=В, 

котораго корни мы сможемъ найти, если оно окажется алгебраяческимь од- 
ного изъ разомотрфнныхь и рёшенныхь нами тиновъ. 

Названная теорема даеть намъ право совершать указанный переходь 
оть показательнаго уравнешя къ болфе простому танже путемь часто прак- 
тивуемаго примфнен!я елфдующаго предложеня, вытекающаго какъ елЁд- 

етые изъ понятя о степени и изъ творемъ, приведенныхь какъ слфдетвЁя къ 

теоремамъ 2 и 3 зъ $ 130 и какъ слБдетвйе въ $ 273. 

Есль при равныхь основанёяхь, ие равныть однако ни ®, ни--1, ны-оо, 
степени равны, то дозосны быть фавны и понезатеми из. 

Или въ другой формулировкЪ: 

При ровныть основанаять, не равныхь однако ни ®, ни 1, ни-оо, 
степени могуть быть равны только, если ихъ показатели равны. 

$ 551. Шоказательныя уравненя, рётаемыя при цемоди логарио- 

мировая. Если т и п озвачають извЪетныя величины, а С выражеше, 

содержашее нензвфстное (или неизвЪетныя), во пе въ показателя» или поль 

знакомь логариема, то показательное уравнене 

т’ =п 
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на основан опредёленя логариема приводится къ алтебраичеекому 

С=ЮЕыт, 

которое должно быть равносильно данному, такъ какъ выражаегь ту же 

зависимость между чиеламя С, тит. 

Но если т и п опредфленныя вещественныя числа, то уравнете 

тб 

удобиже рёшается чрезь лохариемироваше по основано имфющихся въ 

вашемъ распоряжени таблиць, слЪдовательно обыкновенноно основан! 10. 

Такимъ образомъ получается: 

С. юз ®=Ю5 т, 

откуда обычными ир!емами опредфляется неизвЪотное. 

При помощи такого же лотариемированя можеть быть приведепо > 
алгебраическому уравненню уравнене вида, 

в, 

ТДЪ а и В означають положительныя извзетныя величины, а и В такого же 

рода выраженя, содержания неизвВотное, какъ выше С. 

\ $552. Сжучай недопустимости логариомярованыя уравненя. Ясио, 

что и ноказательное уравнен!е того вида, который былъ разсмотрнъ въ $ 549 

можио было бы начинать решать съ логариемированя, упрощая затЪмъ во- 

лучающееся такимь образомъ равносальное уравиен!е чрезъ дВлеше на от. 

1Но если бы мы такь же поступили съ уравнешемь 

р-р, 

тдБ Р также означаеть выражете, содерзкалее неизвестное (или неизвфет- 

выя), то ври дВленуи уравнешя, посл логариомированя, на ю5 Ю, мы по- 

лучиаи бы уравнене 

А-В, 

которое, по теорем, приведенной въ $ 369 какь слфястые, было бы уже 

не равносильно данному. 

Такъ какь логариомировае уравненя вида 

24—12 

Ио основано Р приводить къ тому жене одноэначащему съ нимъ уравненню 

А=В, 

то такого логариемированя должно избтату, замЪния ето логариемиро- 
зантемъ по извфетному основанию. 
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$ 553. Примры рЕшеня показательныхь уравненая. 

Задача 1. 

Ршен1е. 

"Такь какь 9—8? и 27==83. то данное уравнен1е можеть быть предота- 

влено въ видБ: 
| це) ов 3-9 вии. 

Поеслфднему ие уравнению равносильно, но теоремЪ, доказанной въ 

3 549, уравпеше 
1 

2—8, 

изъ котораго находимь: 

слфдовательно, 

Задача 2. 

РЕ шен!е 

065 части отото уравнешл мюгуть быть представлены какь стенени & 

путемь слёдующихь преобразован: 

[В ар . ен 

4 

ДУБ 0+ 

УЕ оне. 

Лотариомируя это уравнеше по оспованю 2, т.е., примфняя зеорему, 
приведенную въ $ 548 какъ елЪдотв:е, или примфияя теорему, доказанную 

въ $ 549, или же иримфняя продложеше, приведенное въ кониЪ $ 550, мы 

получаемъ: 

аут = Уз, 

откуда 

Барховь. Руноводогао затебры. & 
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слдовательно, 

5741-86, 
и, наконець, 

х=7, 

при чемъ должно считать У 5-1 =-6. 

Задача 8. й 

1 
- 0-У5 

Ршенге, 

Введя вепомотательную величину 

мы данное уравнене превращаемь въ слБдующее: 

ту-10=у?, 
изъ котораго находямъ: 

такъ что данное уравкене расиадается на слФдуюния 2, которыя мы и р%- 

шаемъ: 

[2 
82 _ = } 
\з 

1 
Тов5=Ю# 3 

| 37. Ю52=085 
155 1055 

ов НЫ 
| 31022 1052 

| 1025 
=. 

ы 1658 

Задача 4. 
аи 

Рьшенте 1. 

Нели мы извлечемь изъ этого уравневя корень степени рх--а, то по- 
лучизь: 

вес 
вн т. 

Сафдовательно, по опредфленю логариема: 

фд-с 
реа Юдит. 
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А отеюда мы находииъ: 
Юте 

р ЮЕт— 

Нели мы вь этомь выражен для х лотариемы но оспованю а замнимъ 

десатичнымя ло правилу, изложенному въ $ 349, то получимь то зке выраже- 
не для неизвфотнато, которое получается шоке при второмь епособ% р- 
пеня. 

Ршенуе 2. 

Логариемпруя данное уравнен1е по основанию 10, такт, какъ въ нашемъ 

расноряжени обыкновенно бывають таблицы десятичныхь хлогариеморъ, 

мы получаехь: 

(фе-неюв = (ре-Р Вет, 

а отсюда 

($ 105 а-р Ю5 тб) 

и 4105-е шса 

7 ва -р 06% 

4 105 т-е 054 

Задача 5. 

Рьшен1е. 

Освободивъ это уравнен{е отъ знаменателя и перенеся затфмъ член 272 

въ правую чаеть, мы имфемъ: 

(4+ 
(12 -62--6) 2—6%=--6.- 

Лотариемируя это уравневе по произвольному основаню Ё, которое 

одлако ве должно быть ни 0, ни 1, Ни оо, нн выражение, содержащее неиз- 
вЪетное, мы получаемь: 

(+ 1} По (бд 6) -10в, (65-6), 

а, по перенесении вобхь членовъ въ нфеколько иреобразованную лёвую 
часть, уравнен1е 

а, (де -б=-6) - 105, (2—65-Е6) 

эБвая часть котораго можеть быть разложена на сомпожкител 
образомъ: 

оаь —6в)=0. 

41° 
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ПоовЪднее же уравнене, на осповаши теоремы 45% распадается на елБ- 

дующя два, которыя мы и рышаемь: 

4 | 10—66) 

1-0 олифа) Нови 
2.==+8 2^—62--6=1, по теорем%, до- 

Ё вазанной въ $ 547. 
"= д*—62-55=0 

2.=-5 

44-1. 

$ 554. Логариомическя уравневя вида 05.8 р. Веякое логарие- 

мическое уравнен{е, которое можеть быть приведено къ виду 

105АВ=р, 

гдф буквы А и В означають тая же выраженя, какь и въ предыдущихь 

параграфахъ, на основани: опредфлен!я логарнема превразцаетея въ ад- 

гебраическое 

4?=В, 

которое долзьно быть равносильно данно 

зависимость между числами А, Вир. 

Уломянутое же приведеве къ виду 

такь какъ выражаеть ту же 

Ю.В 

производится при похощи теоремь о сложени, вычитант, умножени и дф- 
ленш логариемовъ [124, 126, 128, 130]. 

$ 555. Погарнемичеекя уравнешя вида 105,А-Л05„В. При помощи 

назваиныхь только-что теоремъ можно въ иныхь случаяхь логариемиче- 
ское урарнен1е привести къ виду 

102„4=Ю5„В. 

и если ж не будеть равно ни 0, ни 1, ня --оо, то, по теорем, доказанной 

ВЪ $ 547, нослАдиее урависше будеть однозначащимь съ уравнещемь 

А—В. 

а въ оеобомт случа, о которомъ говорится во второй части этой теоремы, 

однозпачашияь сф уравнетемь 

{а—ВуАр:-В-0. 

такь какъ н послфднее нифетъ рёшенями всЪ корни уравненя 

А-В 

п вромб того всВ корни уравнея 

Ар,=В. 
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$ 556. Введеще въ логариемичесыя уравпешя постороннихь руфшен 

и уничтовеню корней такихь уравиешй чрезъ сложеще и вычитане . 

Важно пыуЪть въ внду, что при рывенит логариемпческихь уравнешй м- 

туть произойти измфнешя въ состав» корней и велфдетые лрутихъ преобра- 

зованй, чЖыь тЪ, о которыхъ говорится въ $ 356, 860, 361, 368 и 369. 
Положимь, что 0 и изъ буквъ А и В по крайшей мБр% одна означаетт, 

выраженя, содержанил неизвзстное (или непзвЪетныя), п что мы къ обЪимъ 

частямь уравнешя 

И: 

прибавляемь по 102„С. Въ такомъ случаЪ мы нозучаемь уравнеше 

А ов, В--Ье, С. 

которое можеть быть преобразовано такь: 

а „Аб-иа„ВС. 

и которому потому равносильно уравнен1е 

лС-ЕС, 

веравносильнос, по теорем, приведенной въ $3 869 канъ слЪдетье, уравненю 

АВ 

и неравносильное, слфдовательно, и данному. 

Равнымь образомь и вычитая изъ обфихь частей логарнемичесваго 

уравневя одно и то же выражен1е, содержаншее неизвестное (или неиз- 

вЪотныя), мы получаемь уравнеше не однозначащее съ няхь. 

8 551. Вгеденю въ логариемичесвя уравневя поеторонинхъ ршешй 
и уничтожеше корней такихъ уравненй чрезь умножеше и дфлеше из 

извфетныя келичины, Узпоживъ уравпене 

Тог„А=В. 

на какое-либо число в, мы получаемь уравнене 

в ю=„А=иВ. 

которое можеть быть преобразовано такъ: 

Те,” == В 

Зо" юсии”8, 

и которому потому равноенльно уравнен!е 

те, 
неравносильное уравненю 
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чакь какъ оно другой степени, чБиь послфднее, п перавносильное, слёдова- 

тельно, и данному, которое, по теоремЪ, доказанной въ $ 547, одиозначаще 

съ этимъ послёдЕимт. 

Тэакь, напр., уравненю 

Зов +2) =0 

равносильно уравнене 

аа =10°—1, 

и оно иметь потому’ корень 

Уиноживь же уравнеше 

108(24-2) =0 

на 4, мы получаемь уравчеще 

4 105 (#2) =0. 

Преобразовавь нослёднее такъ; 

106 (2420, 

мы получаемь уравнеече, которому равносильно алтебраическое 

(#=а, 

нуБющее кромЪ корня даннаго уравнен1я еше 3 другихь, которые вс мо- 

туть быть найдены слёдующиме образомъ: 

вли--1, 

или—1, 
или-|- $, 

или— 5; 

Равнымъ образомь и послё джленя лотариомическато уравнешя ва 

какое-либо число можеть получиться уравнене че одвознаяавее съ нимъ. 
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$ 558. Примфры рЬшеня логариемичеевихт, уравненй. 

Задача 1. 

10б-ы 4 «9 *). 

Рвшенге. 

По опредёленйю лотариема мы изъ этого уравиен1я получаемъ: 

откуда 
2? .—93=--14=0 

и 
т 

5172: =. 

Задача 2. 

из (2-1 ао: (а —3)ю80„, (т). 

Ршепте. 

Перенеся всБ члены, содержалие неизвестное, въ лЪвую часть, & 2 вЬ 

правую, мы на оспован!и теорем о дЪйствтяхь надь логариемами получаемъ: 

ее. 

а отеюда по опредфленио логариема: 

(2 Не 

—3 зу 

41=7; 22=5. 

—Ю&5 = Повыо }--2 10602. 
г бы — 

*) М этоть случай наглядно показываеть, на сколько удобнфе бы было 
цисать: 

2—7 =2 
= 
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Ршен!е. 

Это уравневе можно преобразовать слбдующимь образозть: 

2. 
бое бб" вой?) -- 

око 

Юв—8 вот» 1 Ща овы5. 9 -ЕоЛобыя 
1 

Обе 81 ЕЮ) 

1050 8- 
вое ого 5 

8 
Эро 8-НПоввот— ЮЕное 

(бух —2 их 0 

бют —2)-0. 

ДДвЪ возможности превратить произведее въ лЁвой части этого урав- 

ненёя въ 0, дають 2 уравпешя, изъ которыхь мы и находимъ корни данеаго 
‘уравненя; 

Зови 0. | Юбнр 2 =0 
Слфд., по опредьлешю лота- | 1 бт. 

риема, | Сад. по опредфлевню лога- 
2-90 —1 | рнема, 

Ра 90%=400. 

Задача 4. 

а 9,2 =1000. 

Рьшен4е. 

Еели мы лотарпемируемъ это уравневше, то получаемъ: 

(052—325 Ю5=3. 

Введя веномогахельное нензвфетное, полатая 

Дей ху, 

раскрывъ екобки и перенеся всВ члены въ лвую чаеть. мы находимь: 

„в 
И, 
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откуда 
Й 3 у. ел У д 

“Таким образомь данное уравнен!е распадается на слфдуюцщия 2, ко- 
торыя мы и рЫшаемь: 

05=4 бед 3 
Сяфд., по опрелфлению лога- и 
риема, СаЪд., по опредфлешю лота- 
д-=101-=10000 риема, 

Задача 5. 

3 
Е 108 (1 —3= 

нет 
105 4096--3 05 ( : 

Рашенте, 

Перенеея члекы, содержапые неизвестное въ лёвую чаеть, а остальные 

вь правую, мы получаемь уравнсше 

1 м1 
_ № — 3} ——_}==- т: (+) 105409643, 

которое можно преобразовать слЪдующимь образомъ: 

% 14 2. *_—. 

1. о юза—1)48 05° аку 1096 Нов 1000 ри мы 

Е] к жи =105 81105 1000 

195 (272—214) 3-05 8000. 

Изь цослфднято же уравневя мы по теорем, доказанной въ $ 547, 

ваходвмъ; 

{272-14 =8000. 

Изь этого уравнен1я мы получаемь одно вещественное значен!е для 

27—2--4 и два комплексныхъ. Но оть послёднихь мы должны отказаться, 
тань кавъ не можемь провврить, тдовлегворяють ли цанному уравненшо 
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корни, получающеся изъ уравношй, которыхъ лфвыл части суть выражетя 

22—14, а правыя-_названныя компленсныя значевя этого выражен1я; 

ибо логарнемы комилексныхь чисель не изучаются в® элементарной мате- 

матякв. Ограпичитаясь же однимь вещественяымь значен1емь, ми получаемь 

1—2 -14А=20, 

а отеюда 

Задача 6. 

ю5(9—х) —ю=у3 =10#:(18 —35). 

Решенте. 

Такъ какъ 

то 

и такъ какъ 

1 
то — 5 можеть быть, по опредфленю логариема, замфнена какт выражешемъ 

1 . т 
105, 5 такъ и выражешемь №54 { 5 Потому данное уравнеше фрасна- 

дается на слёдуюния два; 

. 1 
вИо--ю-Нов, =) | веди) =1084(18—82}. 

Это раснадене  соотвётетвуегь случаю, о которомь говорится 
во второй части теоремы, доказанпой въ $ 547. Решены же могуть быть при- 

веденныя уравнешя при помощи «лёдующихь преобразован: 

| 
—- 57—06 3-82) | юг 9 юеи8—82) 

9-2 а 
р =18 3: р —=13—85 

5д=17 Лх=35 

1;—=8- 2:=5. 
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Задача 7. 

109—825) -=ю5.(22*—11). 

Ршенте. 

По хеорем®, доказанной въ $ 547, данному ураввеню удовлетворяють 

корни уравнешя 

37 Зи5 =. 

Чтобы убфдитьея, н®ть ли у данцато уравнен1я еще такого рода корней, 

© которыхь говорится во второй чаети названной теоремы, изелёдуемь, 
не могуть ли быть изъ выразисвй 17—85 --5 и 252-11 одновременно одно -3, 

1 2 
а другое —8 (-.) или одно --9, а другое —9 (+ —). илн одно --57, а дру- 

тое—27 ( =) ит. д. *). 

Рьшивъ соотвётетвуюния этимь вопросамт. уравненя 

2? —325=-8 

2—1 = 3, 

мы находиму, чго при я=-[2 выражене 2*—3%--5 превращается въ -3, 

а выражен 22—11 въ —3. 

Равнымь образомъ мы, рышивъ уравнея 

2 За -6 = 

21-9, 

заходимь, что при х=—1 выражеще х—32-5 превращается въ +9. 

а выражене 27—11 вь —9. 

Сяфловательно, по названной теоремжЁ, данное уравневе имфеть р%- 
ментями ме только корни уравнешя 

Ава 11, 

*) При изелфдован!и этого вопроса мы должны, однако, какъ въ этомт, при- 
мЬрЬ, такъ и вообще въ подобныхъ случаяхь отказываться оть разомотрышя его 
исчерпывающимь оброзомъ. Все, что мы обыкновенно можемь сдЪлаль, оставаясь 
въ области элементарной алгебры, это попытаться найти путемъ повфрокъ, нёть 
пи такого рода дробныхь значешй р, о которыхъ говорится во второй чаети при- 
м®няемой здфеь теоремы. 
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но и корни уравнеця 

ав), 

*_— з_ 
такь какъ одно изъ значений какь У *1, тавъ и И+*т еоть —1. 

Такимь образомь данное уравнеле распадается на послфдня два, 

которыя мы и рЪшаемь: 

АЗ =24 41 

д 32—1 

а ве) 

ЗА З2—6=0 

а? д—9=0 

&=—1 

Задача 8. 

| 

р 
Рушенте. 

Логарлемпруя оба уравнея дапной системы, мы нолучаемь: 

з 
405 т--УзЮву 

>> |5 
з_ 

ку ЮЕх. 

Изъ второго изь этихь уравнен{# мы находимъ: 

юбу- 
бут 
572 юЕ х,..{а) 

подставивь же въ первое изь нихь вмЪсто 105 у полученное ныражеще, 
имЗемъ: 

58 
. Утюг. 
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Такъ какъ это послфдвее уравневте можеть быть раздфлено на №5 т, 

то оно распадается на слёдуюрия 2, которыя мы л рБшаемь: 

105 2=0 | 

2-28 

т 
з_ 

+8 ] при чемь/ 2* должно считать 
—8 { только веществениымъ, 

Подетавляя эти значешя для 2 въ уравнен@ (а), мы находимь: 

53. 
105 и =: 108150, 

откуда 

Чи 
53 5 $ _\5 

ову-у8 053; Е в-ьв (УЗ) = 82, 

откуда 

У.=82; 
в 5 а 
/—8 ю= <= ове-ву-ие(У =) 

0—2) °—1 { й =ю8—2) © 5} 

отнуда 

—_ 1 
9—5. 

Такь оказывается, что данной систем уравненй удовлетворяють 

елёдующя 8 системы корней: 
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ГЛАВА ХХ. 

Квадратныя системы уравнен!й. 

$ 559. ОпредЪленная сиетема съ 2 неизвфетными, въ которой одио 

уравнен!е 2-Й стешенн, а другое 1-й. Общий видъ приведенваго вь порядокъ 

уравнен1я 2-Й стенени ©ъ 2 неизвфстными есть: 

ад фу оу --дх- ву. 

Если второе уравнеше, составляющее съ вимъ опредфленяую систему, 

будетъ 1-Й степени, нанр., 

тх-Н=р, 

то наиудобнЪйшимт будегь ршеше системы, состоящее въ рёшени второго 

уравневя относительно одного изъ неизвфетныхь н подстановкВ полу- 
ченкой формулы вместо этого неизвЪетнаго въ первое уравнене, ноел® 

чего получится квадратное уравнеше съ одпимъ вторымь неизвФетнымь. 
По опредфлени обоихь корпей послёдняго соотвфяствующия вваченя 

перзато неизвъстваго находятся посредетвомъ подстановки этихь корней въ 
вышеупомянутую формуду. 

Нримфрь. 

Задача. 

РЫшитЬ систему уравненй: 

| аби 50 

| 32—Зу—4. - 

Ршенте. 

Изь второго уравнещя мы находимъ: 

3—4 

Е 
у= 

Подставивъ эту формулу вмфето у въ первое уравнеше, мы понучаемъ: 

за 82-9 ба 
° р «_ 

& ко упрощениг этого уравненяс 

112—982 -17-==0. 
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Корни поелфдняго уравнешя суть: 

17 
=; 2.=1. п 2 

Подотавивъ эти значения въ формулу для у, мы получаемъ: 

$ 550. ОпредЪленная система 3 квадратныхь уравнен. Такая чг- 

стема по приведен уравпешй ел въ порядокъь въ общемь должна имфть 

такой видь: 

| ай били -род а у РР 
| азии розу -Ныу-Р 

ели бы мы стали ее рЬшать нутемь простого иримфнен!я къ ней спо- 

6068 подстановки, то это привело бы насъ въ очень неудобпому пррашо- 

нальнему уравненю. Она рьшается легче, если изъ данныхь уравнен! 

сначала неключить квадрать одного изь неизвфетныхь, нанр., у", для 
чего нужно первое уравнене умножить на с», второе на сз, и полученныя 
посхв этого уравнен{я вычесть одно изъ другого. Въ результат получается 
уравнене первой степени относительно у, изъ которато уже легко можеть 
быть найдена формула, выражающая это неизвфотное чрезь коэффищенты 
данныхь уравненй и неизвЪстное х. Подставивъ ее выфсто у въ одно изъ 

данныхь уравненй, мы получимъ уравнене съ однимь неизьфстнымь т. 
Но оно будеть 4-Й степени. Поэтому мы въ общемь не можемь решать 
системы диухь уравнев:й второй степени съ двумя неизвфетными. 

Но въ нфкоторыхь частныхь случаяхь рёшене такихь системъ можеть 
быть сведено къ примфненно прРемовъ, нри помощи которыхь решаются 

хзакратныя уравнения. 

Тавя системы и вообще опред®ленныя системы уравнев выспихъ 

степеней, которыхъ риее можеть быть приведено къ рЫшен!ю квадрат- 

ныхь уравнен, называють пногла квадратяыми. 
Только тавя опредфлениыя системы уравнен! высшихь степеней мы 

и будемь разсматриваль. Упомянутое же приведеще рёшеня ихъь въ рБ- 

шеню квадратныхь уравненй нроизводится обыкновенно при помощи 

равличныхь искусствеппыхт, ир1емовъ. 
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Но кь вимь прибфтають инотла и въ тфхь олучаяхь. когда рЪитен1е 

возможно проето по енособу подстановки; п эти случаи, кань болЪе простые, 

мы н раземотримь сначала. 

$ 561. Примфнене искуесттенныхь иремовъ къ вистемамь,` кото- 

рыя могуть быть рёшены и безъ нихъ. Къ типамь такихь сиетемь пря- 

надлежать елфлующе: 

 ху=: т. ен 

Искусствепный ир4емь, примфняемый при рфшеши этой сиетемы, 

состопть въ томь, что возвышають первое уравнене въ квадрать, вычи- 
тають затЪмь изъ полученнаго такнмъ образомь уравненйя второе, умно- 

женное предварительно на 4, н посл этого извлекають корень, значить 
въ томъ, что производять елфлуюция дЪйстья и преобразованя: 

луну’ 
4ту ы 

Паб НИХ 
= 

=—- И -чр. 

Тавимь образомь, данная еистема распадается на отёдуюция двЪ: 

]Д з+у=я И } { т+у=8 

9-уя- {== у 

которыя, однако, могуть решаться обф выботЪ, и нритомь въ случа ири- 
уБненя способа сложея и вычитанйя тань: 

в, 

#у= 

ИЯ 4 

откуда. 
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что означаеть слёдующее: 

1-е рёшен!е: 

3-е рёшене: | 

Кь этому же типу можеть быть приведена системя 

[аж Ъу о 
{ Фе, 

. а 
воли мы второе ураввенйе умножимь на ри затфмь введемь вопомока- 

тельныя неизвфотныя 

ЗВозвысивъ первое изъ уравнен1й этой сиетемы въ квадрать и ири- 

бавивъ кь полученному такимъ образомь уравненНо второе, умноженное 
предварительно на 4, мы цо извлечени корня находимь х--у, посяЪ$ чего 

рёшеше должно быть доведено до конца, какь вь типВ 1. 

т. 

при 
Возвысивъ второе уравнен1е этой системы въ квадрать и вычтя изь 

получающатося уравненя первое, мы находныъ: 

Эу-=—а. 
Баров. Руконолегео илгобры. 42 
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ЗВычтя же постднее уравневе изъ первато уравневя системы, мы 

получаемъ: 

дебри 
яли 

(у =9в- 0. 
откуда 

Заключающуяся здЪеь 2 уравневя вмВотБ сь однимъ изь уравненй 

данной системы составляють 2 системы, на которыя распалась данная, 
Но 06 эти системы и туть могуть рёшаться выфст$. и притомъ въ случа® 

примфиев(я елособа сложеня н вычитанёя тавъ: 

ша и 

откуда 

Стьдовательно, данная система уравнев!й допускаеть 8 „Вшеня, иред- 

ставляемыя слфхующими 2 системами корней: 

| | 

м 
2 =а 
Ж—У-Ь 

При помоши совершенно такихь же премовъ, какъ и въ дрелыдущень 
тии, мы изъ уравнен этой системы можемъ найти 2ху, а затёыь рашене 
ея можеть быть продолжено, какь тамъ. 



Умноживъ и раздЗливъ уравнешя этой системы другь на друга, мы 

золучаемь систему: 

а отсюда: 

Только при одинаковыхь знакахь предъ радикалами найденныя выра- 

жешя для меизвЪстныхь удовлехворять уравненямъ данной системы, 

СлБровательно, ршен!я ея вуть: 

Уч _ 
Ир 

и=+у " 

У. 

Способомъ сложеня и вычитан1я мы изъ уравнев!й этой системы на- 

ходимь: 

откуда: 

42* 
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"Такь какь оба полученныя значешя для х, будучи возвытепы въ 

а-Ь в : 
квадрать, дають —— а равнымь образомь и квадраты обоихъ значений 

для у равны между собою, то каждое изъ значешй 2 даеть съ каждымъ 
изъ значенй у по рёшенНо системы, такт что посл®дпяя имфетъ ст®дую- 

ния 4 рёшен!я: 

УН. 

РшенЕе 1. 

Чрезь подетановку въ первое уравнене этой системы зваченя 

откуда 
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члзд.. 

т БИ 4 
2 

и 

ли 

Значеня у, соотвфиствующя этимъ корнямь, получаются чрезъ под- 

етановку послднихь вт, равепство 

У— 
а 

при чемь хорошо цосл$ этого освободить частныя оть разикаловъ въ дЪли- 
‘теляхь. Такь получаегся: 

(т Изя) 

Гот чЕ ; т И чт 
»У— Ин ты" =" — 

т Чи 4) 

2% уу, 
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Такимь же образомъ мы находимъ: 

Сльдовательно, получается 4 системы корней, удовлетворяющиху дам- 

ной систем уравненй, при чемъ оказываются 

ЗУ:—22: Уз; Уз Уаз; 

чего можно было ожидать и ло рышеня елотемы, такь какь уравненя ея 

не измфняются оть замны въ нихь одиого нензвфетнаго друтимъ. 

Ръшен{е 2. 

Если второе уравнеше системы, умноженное на 8, сложимь съ пер- 
вымъ и вычтемь изъ него, то получимь квадраты суммы и разноети неиз- 
в®стныхь, слёдовательно, наконецъ, 

гу ку т 
ежи 2 

Такъ какъ въ каждомь изъ этихь уравнен можно взять любой изъ 

зваковъ нередь радикаломъ, то они предетавляють е0бою 4 системы, изъ ко- 
торыхь получаются ршевнзя системы въ слдующемь видь; 

[ э-Ув-2-У т—3и 

у-У тат Эт 
Ут —ут-2п 
уу та --Ут—2т 

уз=—(Ут-+2-Ут_—м) 

дут —У тэ) 

зи Уж-ая-РИ экв). 

Выраженя, полученных здфеь для неизвЪетныхь, тождественны съ 
тТЬми, которыя были получены при первомъ способ рышеня, кажь это 
разъяснено было въ $$ 259 и 960, 

— — 



УШ. Системы 

проще всего рёшаются сновобомъ подстановки. Но онф могуть быть также 
приведены кь тнпемь Ги П чрезъ дёлене перваго уразвнен!я системы на 

второе ила чрезъ вычитол!е возвышеннатго въ кубь второго уравненя 
изъ перваго. 

ЗамБчане, относящееся къ р шеннымъ тианамъ. 

Примфняя при рЪшенй раземотрнныхь енстемъ искусственные пр1емы, 

мы въ нзкоторыхъ случаяхь возвышали уравненя въ квадрать, вслдетв!е 

чего должно было ожидать вводешя посторопнихт, рёщен1й. Поередствомъ 

же повфрки мы могли уб®диться, что ня въ одномъ случа этого не проязо- 
шло; и необходимо указать, почему. Объясняется это просто тВмъ, что мы, не 

упоминая этого, введенныя постороння рЫшеня оставляли въ сторон$. 

Такъ, напр., возвысивь при рёщенн тниа 1 первое уравнен!е въ квадратъ, 

мы ввели посторонн1я рфшеня, соотяётетвующя уравненю 

-у=—, 

котерымъ мы при продолжени рЪшевЁя вовсе не воспользовались, чВмъ и 
избЪтли сиетемъ корней, не удовлетворяющихь данной систем уравнен!й. 

$ 562. Системы, къ рёшенйю хоторыхъ необходимо прим нел!е иекус- 
етвенныхь премовъ. Раземотримъ тенерь нвеколько примбровъ квадрат- 

ныхь системь, ршен1е которыхь сн0вобомь подетановки приводить къ 
уравнешямь болфе высокихь степеней, чёмъ 2-й. Для рЪшеня такихь 

системъ необходимо прибфтать кь искусственнымь премамь. 

Тх, 

риа 
| ху=в 

Чтобы рёшить эту систему, можно сначала второе уравнене возвысить 
въ 4-ю степень и изъ полученнаго такимъ образомъ уравнешя вычесть 

первое, что должно писать такъ: 

ева 
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Послёднее уравневе мы можемъ преобразовать ташъ: 

Аза у) валу ча, 

а затьмь подставиыъ въ него вмфсто 2*--у? выражене, которое мы полу- 

чныь для этой суимы квадратовъ, если второе уравнене возвысимт вт 

квадрать и посл этото перенесемъ 2ху въ правую часть, т. е. выраже- 

не 9ту. Такь получается уравиене 

Аз — 229) валу 

квадратное относительно ху, рВпшивъ которое, мы найдем 3 значеня для ху. 

Посл этого данная система окажется распавшеюся на двЪ типа 1, 
изь которыхь и мотуть быть найдены 4 рышеня ея. 

$ —а, 

х. 

Эта система приводитея при помоши т8хь же премовъ, какъ и преды- 

душщая. въ тниу Н. 

Хх. 

Раздфливь первое уравнене этой системы ва второе и вычтя полу- 

тившееся посл$ этого уравнене изъ возвышеннаго въ 4-ю степепь второто, 
мы при помощи тёхь же ир#емовъ, которые примёнены были ври рёшени 
типа ТхХ, получимь уравневе, квадратное относительно ху, посл чего 
данная система окажется ириведенною къ 2 системаме тнпа Г. 

хи. 
| %-У-р 

х-—У—9 

Эта снетема приводится такъ же къ типу П, какъ предыдущая къ типу 1. 

Хх. 

ав рьу сах 
1 12 тху-- пу 0 

РаздЪаивь второе уравнене этой системы на 2%, мы получаемь: 

. 
„.() Что, 

\) & 
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4. в. уравнене квадратное относительно у. Каждый изъ корней его вм%$ст& 
Е - 

©ь первымъ уравнешемь составляють но снетемё, легко рёщающейся 
епособомъ подстановки. 

У. 
| ах" т9, 0 

| дж выжу-сьуй--4,==0 

Вычтя второе уравнеше этой системы, умноженное предварительно 
на 4: изъ перваго, умноженнаго иа 4», мы получаемь: 

(ибо? д Бьреу Неа ву? 9. 

Раздёливь это уравионе на квадрать одного изъ неизвфотныхь, мы 

найдемь уравнене квадратное относительно отношевя неизвЪстныхь. 

Посл р®шевшя посл®дняго данная система распадается на двЪ, легко 

рЬшаюпияея по способу подстановки. 

Замфчаня, относящуяся кь системамъ тиновъ ХИП 
и ХУ. 

Отысканте отношеня неизвЪетныхъ, оказавшееся нолезнымъ средством 
для упрошенёя системь, можеть чаето быть произведево при помощи тео- 
ремъ 174—178. 

Такъ, наир., изъ уравнешя 

‹слФдуеть по теорем® 179: 

или 

Изь уравненя 

нолучается но той же теоремЪ: 
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а отсюда 
т тн 

у ®— 

Изь подобнато уравненйя обобщенпаго вида 

а"-у"_Р 
гуа 

мы такь же находимъ: 

г 14 

У рт 
откуда 

-/ "ра 
у р 

(п значен!#). 

Изь уравнейя 

я-а 

я 

можеть отношене неизвфстныхь быть найдено посредствомъ селёдующихь 

преобразован! й: 

ДУ Эту а 

Сени о 
> а 

я 
.& отсюда можеть быть опредфлено - по указанному уже выше епособу- 

у 

$ 563. © стевевяхь уравненй, получающихея пеелБ иеключеня не- 
извфетныхь. Если мы язь уравненйй системы 

[ "= 
1 уе 
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исключимь неизвЪстное у, подставивъ въ первое изъ нихъ вмфето у выра- 
жене изь второго, то получамь: 

а(сх”)". 

или 

вет", 

т. в. уравнен1е ти-вой етепени *). Ма основаши этом» прамра легко 

заключить, что при исключешя неизвбетныхь изъ системы не линейныхь 
уравнен]Я съ ибеколькими неизвестными степени пол; чающихся уравнений 

будуть становиться тёмъ выше, чёмъ больше будеть исключено неизвЪет- 

ныхь. Потому р№шене системь съ несколькими нензвЁствыми тёмь 

труднёе приводится кь р%шен!ю квадратныхь уравнев]й, чВмь больше 

въ нихь нензвЪетныхъ. 

$ 564. Прин руъ р5лиеня квадратной системы съ тремя нвизяфстными. 

Систему 

[ а ту+г=а 
Ау А 
[ ау = 

можно рёшить елвдующимь образом: 

Можно перенести въ первомь уравнеши 2, а во второмъ 2* въ правую 
часть, возРысить затфуъ преобразованное первое въ квадрать и вычесть 
изъ получившахося посл этого уравнен!я преобразованное второе, т. е. вы- 
честь другь изъ друга елёдующия уравнешя: 

поел чего получается: Элу=а—5—Вае, 

откуда 

Еели мы на упомянутое уже уравнеше 

таг 0.) 

*} Въ высшей злгебрф доказывается, что вообще по исключен одного 
изъ 2 нензвфетпыхъ изъ опродфленной системы, въ которой одно уравнене полное 
т-вой степени, а другое полное п-вой степени, получающееся уравнеше (вывод- 
ное) будегь гап-вой степени, и что тольно въ особыхь случалхь и если ланныя 
уравненя неполныя, степень такого выводного уравнен!я можеть быть и пиже 
тп-вой. 
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`разяфлимъ третье уравнен!е данной системы, перенеся въ немъ продвари- 

тельно 2* въ правую часть, то получаем: 

р 
5? дучу 2’ 

а сложивъ съ послёднимъ утроенное уравнене (1): 

Ливыя части этого уравневя и возвышенпахо въ квалрать уравневя {2} 

предетавляють собою одио и то же выразневе, сифдовательно. и правыя части 

этихь уравневй равны, т. е. 

) 
—- Зака —2) 

аа — 
а зада 03—01: Ва — 

Паслфянее же уравнене послф упрошеня превращается въ елфдующее: 

За Беда ай —5) |9, 

откуда мы находимъ 

‚ 26 
аа. 

3(а7—) 

Нодставивъ это выражене выВото 2 въ первое и второе уравнешя 
данной системы, мы для опрезлевя неизвветныхь хи у получимь енстему 
тина ИЕ [$ 561]. 

$ 565. Пояенене правила 160 на пряяфрв рЬшеншя квадратной ен- 
«темы съ 4 неизвфетными. Въ $ 433 пояснено было на примбрВ линейной 

системы, что уравнешя, составляемыя для р®щеня задачи, должны быть 

незавиеямы друть оть друта. Теперь мы можемь подтвердить необходимость 

соблюден я отото важнаго правила и примфромь рчпеня квадратной 
еистемы, избразъ задачу, на которой мы можемъ показать въ то же время 

рышене такой системы въ случаЪ, если въ ней неизвфетныхь бол%е трехъ, 
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Кстати упомянемъ, что чаще всего случается при рёшен1и геометрическихт. 

задачь, что составленныя уравненя оказываются не независимыми другь 
отъ друта, 

Задача. 

Даны площадь прямоугольнаго треугольника и перпендикуларъ, опу- 

щенный изъ вершины прямого угла па гицотенузу. Найти катеты этого 

треугольника. 

Ръшен!е. 

Составленяе уравненй. 

Положимь, что выраженныя въ одной и той же линейной мёрЪ длины 

названнаго въ задач перпенликуляра АХ, катетовь АВ и АО, гипоте- 

А 

р 

нузы ВО и отр$зка ВР суть соотвфтетвенно й, 2, у, ина, и что площадь 

треугольника АВС содержить А квадратовъ, построенныхь на той же 
линейной мЪрф. Въ такомъ случаВ мы для искомыхъ величинъ имфемь, 

по теоремЪ Пиватора, уравнен1е: 

в 

Нацисавъ формулу 

и 

выралающую площадь треугольника, мы получаемь уравнене, водер- 
жащее н данныя величины. Но ураввешя Ги ТТ еще не составляють онре- 

дфленпой еистемы, такъ какъ въ нихъ ветрёчается 4 неизвфетныхь, Потому 

мы па «спованыг изаФетной теометрической теоремы составляемь еще урав- 

пешя: 

ип) 
(У 
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Но если мы станемь рЪшать опредфленпую, повидимому. епетему 
состоящую изъ уравнений 1, 1, ПТи ТУ н содержащую только 4 пеизвЪет- 

ныхь, и подставимь. нанр.. въ первое уравненйе вмфсто 2? и у? выраженя 
изъ уравнешй ПР и ТУ, то получимь посл$ надлежашихь упрощевни 

тождество 

в 

висимы Это происходить олчото, что уравнешя Т, ПТ и ПУ не в 

другь оть друга [см. $ 424], зависимость же ихъ объясняется тЪмЪ, что 

теорема Пиезгора вытекаеть какъ слёдств!е изь теоремы, примфненной 

пами для составленя уравпенй ИТГ и ТУ: сложен!е этихь уравнетй соста- 

вляегь одно изъ доказательствъ пиеаторовой теоремы. 

Если же мы уравневе У замфнимь уравнешемь: 

(и), (Туз 

которое мы можемь составить на основани известной теометрической 

теоремы о высот$ въ прямоутольномъ треугользик%, то при рёшеви си- 

стемы, состоящей изъ уравней ТП, 1 и ГУа, мы уже не ветрётииъ 

признаковь зависимости этихь уравиенй другь оть друга. 

Рьшене системы. 

Палучивь изъ уравнентя ПТ 

м подетавивьъ оте выражен!е вето & въ уравнеше ТУ®, мы находимь: 

По приведен въ порядокь послфдиее уравнев!е принимаеть видь: 

2-0. 

Отсюда же мы получаемь: 

2 

Сани р . 
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А подставивЪ это выражене выфсто 2? въ уравнен!е Т, мы посл упро- 

щен1я находимъ: 

ити аа 
5 — 

Вь выраженяхь для 22 и у? осталась еще пензвфетная величина и, 

для которой мы изт уравненя И имфемь: 

2А 
к. 

Замвнивь ее вт, названныхь выраженяхь посябднею формул 

посл обычныхь упрощешй получаемъ: 

ААУ Аа. 4) 
р = 

_ЗАСАЗЕИ А 
ЕЯ 

а отсюда и формулы для хи у. 

Изелльдованче корней. 

Первое изъ выражзенй для 2? равно второму выражению для у?, вто- 

рое же выражеше для 5? первому для у?. СлЬдовательно, оба эти алгебраи- 
ческихь рёшеныт представляють теометричееки только одно рёшен!е, и 

потому достаточно въ выраженяхь для 27° и у? взять иди только верхн!й 
знакь предъ радикаломъ или только ниииЙ. А такъ какъ по смыслу задачи 

требуются только абсолютныя значен{я катетозъ, то мы искомыя значеня 

нензвфетныхь можемт выразить формулами 

уз уз 
Г 

ИРА(А-УАЕ- 
и— 

Отвьть. 

Длина одного катета должна вычисляться по формуль 

Узмачух 
рю 
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Прим чанте, 

Преслфдуя особую цвль, мы избрали для рненя задачи пе простёй- 

шую систему уравненй. Возможна система 3 уравненй, изь которой бы 

выражешя для хи у получилась въ форм$, въ которую можно преобразо- 

вать найденныя нами выражен!я при помощи формуль въ $ 260, а именно 

въ форм: 

А ИА „-ИМУ А ичу ам 

УЗИ „= ий. 
® 

ГЛАВА УХГ. 

О неравенствахъ вообще. 

$ 566. Разъненеве основныхь понят. Согласно данвому въ нервой 

главВ этой кчигн опредёлению неравенства, каждыя два алге- 

бранческ1я выражен{1я или как1я угодно дв 

величины, соединенныя между собою знакомъ > 
или] <, должны воставлять неравенство. 

При этомъ важно замтить, что понятя «больше» и «меньше» прим®- 

няютея только нь вещественнымь числамь, кань объ этомъ уже уноми- 
нахось въ $ 283. 

Какъ равенства бывають двухь родовъ — тождества и уравнешя 

ки. 8 352], такь и неравенства могуть быть или справедливыя безусловно 

и всегда, или же справедливыя не всегда, т. е, не при вевхь значеняхь 
встр5чающихея въ нихъ буквъ. 

Перваго рода перавенства выражеють безусловныя истины, какъ, нанр., 

5>8 
ко 
ага. 

Второго рода неравенства выражають требован!я, чтобы изъ двухь 
величинь одна была болыне или меньше другой, или же также условя 
и условныя утвержденя въ родф тЬхь, съ какими мы уже вегр®чались 
въ предыдущихь главахь этой части книги и кь первой части ея. Тавя 
неравенства суть, напр., 

2=-3>8 

42-10 7аъ. 
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{ибо сама по себ сумма 22-3 могла бы быть и больше 8 н меньше 8, а сумма 

22-105? и больше 7 аби меньше 7а5), п вс 3 поравенства въ теоремЪ: «если 

а> 
Бе. 

то 

а>> 

'Указанныя два рода неравенствъ мы будемь обозначать слБдующими 

отличительными напмеповантями: 

Опредвлене. Всякое перавенствуо. которое выра- 

жаеть само по себ$ н% которую истину, мы будемъ 

называть безусловнымь воякое же другое — условнымь. 

$ 567. Знаки, выражающие «не больие» и сне меньше». Иногда прихо- 

дитея выражать услове. что нфкоторая величина 4 можеть или должна 
быть больше В, но можеть еще п равняться В. Въ такихъ елучаяхъ нишутъ: 

ав, 
что удобно читать: 

«А не меньше В. 

Такъ же 
а<в 

удобное читать: «А ие больше В». 

$ 568. Новят о равноеильныхъ неравенствахъ. Пояенимь это поня- 

4е сначала на слфдующемь примврв, Вели дано, какь выраженще требова- 

я или какъ уелов!е, неравенство 

= 
и, 

2 

то, умноживъ 06% части его на 9, мы, по теорем 1 въ $ 68, убфждаемся, 

что въ этомь случа должно быть также 

р @>4— 84. 

Прибавивь же къ обфимь частямь послфдняго перавенства по 2а--—1. 

мы, по теорем 1 въ $ 49, заключаемь, что при данпомь условия должно быть 

также 
&>3. 

Еели мы тенерь пойдемъ обратнымь путемъ и оть обфихь частей по- 

елфднято неравенства отнимемь но 2а—1, то, но теоремЪ 1 въ $ 50, должны 

заключить, что нри этомъ поелфдиемь услови должно быть также 

1—8 >49. 

Барховъ. Руководетви элгейры. 43 
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а раздъливъ это неравенство на 2, мы, но теоремВ 1 въ $ 79. убфждаемся, 

что при этомъ уелови должно быть также 

1—а. 

2 
_>2—а. 

Это значить, что подставляя въ данное неравенство вмфето а 210006 

число большее, чёумь 3, мы послЪ всякой такой подетановки получимь безу- 

слоанов меравенство. другими словами, что всякое значен!е о. удовлетворяю- 

шее неравенству 
@>3, 

удовлетворяеть также данному’ неравепству 

1—в 
>2-—а. 

2 

Такь мы видимь. что вообще веякое значеше буквы, встрфчающейся 

въ этихь 2 неравенствахь, удовлетворяющее одному изъ нихъ. удовлетво- 

ряеть п другому. 
И подобно тому. какъ уравнен{я, удовлетворяемыя однихи н тёми же 

значенями ветрЪчающихся въ нихь неизвфетныхь, называются равносиль- 

ными или однозначащими, танъ мы и къ неравенствамъ, обладающимь 
только-что раземотрЪннымь свойствомь, будемъь примфнять эти назваюя. 

Опредфлеще. Два неравенства называются равно- 
сильными или однозначащими, если всякая си- 
стема значен:й встр $ чающихея въ нихъ буквъ, 

удовлетворяющая одному изъ нихт, удовлетво- 

ряеть п другому, и наоборотъ. 

$ 569. Повате о решен неравенства. Въ прелыдущемь паратрафВ 

мы видфлн, что данное неравеяство можеть быть при помощи соотв тетвую- 
щнихь теорем преобразовано въ самюе простое равносильное, какое вообще 
только возможно. Это поелфднее называется рьшенемь даннато. 

Вообще же подъ этимъ назвамемь должно понимать сольдующее: 

Опредвлене. Рьшить неравенство относительно 

которой-либо изъ встр чаю щихся въ немъ буквъ 

значить нреобразовать его въ такое равносиль- 
ное (или въ такую равносильную совокупность 
перавенств>), въ которочмъ (илн соотв тетвенно 
въ каждому изъ которых) эта буква, называемая 
неизвьстныма, составить одну часть неравенства, не 

ветр& таясь въ другой. 

Какъ рышен!е уравненйй можеть быть основано да теорем УТ, такъ 

рЪшен!е неравенствъ основывается на теоремахь, доказанныхь въ $$ 49, 50, 
68, 79. 130. 273 п 880 (преимущественно 1-хъ въ каждомь нараграфЪ). 
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$ 570. Поетороныя р®шеня и потерянныя рфшеня неравенетвъ. 

Неравенство 

в—>? 

удовлетворяется только значешями а, которыя больше 3, такь что нера- 

звенство 
&>3 

выражаеть рфитен!е предыдущаго. Но если 

а>3. 

то, по теорем 1 въ $ 130, должна быть также 

а" >93. 

Послфднее неравенство, одпако, не равносильно ни предыдущему ви 
данному, такъ какъ удовлетворяется также вефми значешями а, которыя 
меньше— 3. Эта посяФднан часть рЕшен! я его, не удовлетворяя данному 

неравенству, является для него постороннею. 

Вели бы, наобороть, 

в7>9 

было данное неравенство, то заключая изъ него, по теорем 1 вь $ 278, 

что при услои, выражаемомъ имъ, должно быть также 

@>3. 

мы увичтожиля бы часть рёшеня его 

<—3, 

которой не иметь также то неравенство, которое мы получимъ, если изъ 

обфихь частей неравенства, 

а>3 

вычтемъь по 1, т.е. первоначальное неравенство 

>. 

Равнымъ образомь заключая изъ неравенства, 

23195, 

по той же теоремЪ, что при условп, выраженномь имъ, доляно быть такие 

2«5. 

мы получаемь, строго говоря, перавепство не одиозвачащее съ данвыхь, 

такъ какъ это послёдиее удовлетворяется не только веякамь значещемь 2, 
которое меньше 5, но также еще значенями 2 вида 

аи 
` 2 

43* 
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ри условии, что 

п<5. [ср. $ 584]. 

Изь раземотрнныхь примронъ мы видимь, что, какъ преобразоважя 

уравненй, измфвяющя степень ихъ, являются причиною вьедентя посто- 

роннихь ршенй и потери ршен!й, хакь и рышешя неравенствь мотуть 

изивняться подобнымъ образомь велфдетв!е такихъ преобразован! ихъ, 

которыя измёняють нхъ стелень, опредёляемую, кстати сказать, такъ же. 
какъь опредёляется и степень уравневй. 

Но тотда кань преобразован{я уравненй, влекуийя за собою изм5нене 

стеценн-ихь, всегда влекуть за собою и измВнене въ составЪ корней, т. е. 
или уничтожене части р®шен! нли внесеве рёщен иостороннихь, не- 

равенства и путемь такихь преобразован, которыя измёняють ихъ сте- 

иепь, могуть превращаться въ однозначания. 

Такь, найр., умноживь веравенство 

=> 

ца (2—2), хы получаемъ равносильное неравенство 

же оуыа 9. 

Нзобходнмо, однако, еще по поводу предпосдфдняго нримфра замф- 
тить, что обыкновенно подъ рёшенемь неравенства понимають только 

совокупность вофхъвещественныхь значений неизьвстнаго (или неизв етныхь), 

удовлетворяющихь ему, чфмъ, конечно, въ значительной степени, упро- 
щается весь вопросъ о равносильности неравенствъ. 

Упомянутому же здесь обычаю, ограничиваться одними вещественными 

рЬшенями неравенсевъ, послфдуемь и мы. 

$ 571. Оеновные елучаи получен:я равноенльныхь пера венетеъ. 

Теорема 1. Какъ пря сложен! н съ обфими частямя 
неравенства, такъ и при вычнитан! и изъ нихъ одной 

и той же величины получаетсн неравенство одно- 

значащее съ первымъ. 

Док. Только тая значевя вензвЪстнаго или пензвфстныхь, которыя 
дБлаютъ 

а>в, 
мотуть сдфлать и 

АО» ВС, 

такъ какь тажя, которыя дълають 

А=В. 

едлали бы, по теоремЪ УП, и 
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а тавя, которыя дёлають 

А<в. 

сяфлали бы, но теорем 1 въ $ 49. и 

А+С«В+С. 

Ствдовалельно, всякое рёшене неравенетва 

А>в 

есть также рЫшен!е неравенства 

А+С>ВЕС, 
и наобороть. 

А это и значить, что неравенства, эти равносильны. 

"Только въ такихь случаяхъ, когда есть значешя неизыфетнаго (или нензафет- 
ныхъ), которыя преврашають С въ, неравенства, 

а>в 

и+с>в+с 

не всегда могуть быть названы равпосильными по причинамь. аналогианымь 
тьмъ, по которымь въ танихь случаяхь уравнешя 

А=вВ 
азс=в+с 

не ранносильны другъ другу. 

{ом. 5 868]. 

„ Меврема 2. Какъ при умножен{и, такъ и при д% ле 

н1и ебЪфихъ частей неравенства на одну и ту же 

безусловно положительную величииу получается неравен- 

ство однозначащее еъ первымъ. 

Е 

Предп. А>В 

данное неравенство, и 

о9>0>0. 

Утвг. Неравенства 

>в 

и 
АС> ВС 

`равносильны друть другу. 

Док. Только тавя значеня нензвфетнаго или неизвветныхь, которыя 

двлають 

А> В, 
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мотуть одфлать, по теоремЪ 1 въ $ 63, и 

АС>вВС. 

такь какъ тая, которыя дзлають 

А=В 

сдёлали бы, по творем® УЦ, и 

А0=ВС. 

а такя, которын дБлають 

А<В 

сдвлали бы, по названной уже теорем 1 въ $ 68. п 

а0<ВС. 

СлЪдовательно, всякое рёшене неравенства 

>В 

есть также рёшене неравенетва, 

4АС> ВС 
и наобороть. 

А это и значить, что неравенства эти равносильны. 

п. 

Предв. а>в 

данное неравенство, и 
+0°> >60. 

Утв. Неравенства 
>в 

и 

А > В 

рр 
равносильны другь другу. 

Док. Такъ какъ, 

-В. 
В 

р р 
1 

то достаточно Ъ обозначить буквою С, чтобы увидфть, что выфетВ съ 

первою частью теоремы доказана и вторая. 
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Сяфдегые. Какъь при умноженш, такъ н при дфленн обфихь частей 

веравенства на одну и ту же безусловно отрицательную величину, но 6ь 
одновременною замфною знака неравенства обратнымъ, получается нёравен- 
ство однозначащее съ первымъ, 

Примбчан!е. 

Необходимость, въ, доказанной теорем п елБлетв?и изъ нея, оговорки 

относительно того, чтобы величина, на которую умножается или двлится 

неравенство, была, безусловно положительною илн безусловно отрицательною , 

чояснимь примромь. 

Ели дано неравенство 

2>1. 

й 1 = 
то при улов, зыраженномъ пмъ, частвое - должно быть положительнымь 

= 
числомъ. Умноживъ на это выражеше данное неравететво, удовлетворяемое 
только знаяешями неизвфетнаго, ноторыя больше 4, мы получимь неравен- 
ство 

+ 
1>-. 

5 

которое кров того удовлетворяетея еще ни всякимъ огривательнымъ зна- 

чешемь =. Стбдовательно, неравенства, 

=>+ 

неравиосильны друтъ друту. 

1 
Но : вообще можеть озвачать и положительное и отрицательное чиело, 

и только при названномъ выше услови положительна, слфдовательно не 

безусловно положитезьно. 

Безуеловно же положительнымь было бы при воякомъ веществевиомъ 

звачени х, наир., выражен:е 22, Умноживь или раздфливь на него данное 

неравенство, мы получаемь соотвфтегвенно неравенства, 

> 

которыя оба равносильны данному. 
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$ 572. Возвышене уеловнаго неравенетва въ етепень и извлечение 

изть таковоте корня. Въ $ 570 сыло пояенено прим®ромь, что при возвы- 

шен]и неравенства въ квадрать, равно какъ и при извлечени изъ нера- 

венства корня, получаются неравенства не однозначапйя съ первоналаль- 

зымь. Тамь же упомянуто было о томъ, что когда говорять о значешяхь 

неизв®етныхь, удовлетворяющихь нераненетву, то понимають обыкновенно» 

вещественныя зкачешя ихъ. Доказавъ слдующую ниже теорем}: (а вмфетВ 

©ъ тЬмь, конечно, и слдетв1е изь нея), мы убёдимся въ томъ, что если 

не выходить изъ траниць упомянутато соглашенйя, то неравенства, полу. 

зающуяся изъ даннаго чрезъ возвышен!е ето въ степень или чрезь навле- 

чеше изь него корня, будуть неравносильны ему только въ слу- 

чаяхъ, называемыхь въ этихь предложенялхь. 

Тэакъь какъ дробные показатели позволяють разсматривать всякое 

извлечен!е корня какъ возвышен!е въ степеньи наобороть, то доказываемая 

ниже теорема и слдетв!е изъ нея обнимають оба дЪйств:я, упоминаемыя 

въ заголовкф этого паратрафа. -` 

Теорема. Если ® есть положительное веществен- 

ное число, но ни четное д лое, ни несократимая 
дробь съ четнымъ числителемъ или знаменате- 
лемъ, то неравенства 

А>В 
и 

А"> В" 

равиноснльны другъ другу. 

Док. При доказательствь этой теоремы должно отличать и 06060 

разсмотрфть елучаи, когда А н В положительны, котда А положительно 
к В отрицательно, и когда и А и В отрацательны. 

Относительно же исключаемыхь теоремою случаевь важно предвари- 

тельно установить, что упоминаемый первый видъ дробнато ноказателя 
соотвтствуеть возвышен1ю вЪ четную степень нфкотораго корня нечетной 
степени изъ А и В (или извлеченю корня нечетной степени изъ четной 
степени Аи В), а второй видъ извлечено корня четной степеви изъ корня 
иЪкоторой нечетной степени А и В (или возвышению въ нечетную степень, 
хорня четной степени изъ Аи В), такъ что во веъхь этихъ случаяхь оказы- 
ваетея то общее, что теоремою вообще исключены вояка возвышеня вЪ 
кавя-лнбо четныя степени и вообще всящя извлечешя корней четныхъ 
степеней, 

1 случай: когда и А п В положительны. 

Въ $ 304 было разъяснено, что при нечетномь п и положительномь а 
двучленное уравнеше вида 

2^=6 
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иметь только одинъ вещественный корень. Ол$довательно, въ разематри- 

заемомъ теперь случа и при условяхь, называемыхь въ доказываемой 
теорем, вещественныхь значенй А, при которыхь можеть быть 

А"—=В". 

есть столько же, сколько возможно случаевъ, что дёлается 

А=В. 

Т® же значеня неизвЪсткаго (или неизвфетныхь}. которыя дфлають 

А>вВ, 

дЬлають, но теорем 1 въ 8 130. п 

"> В. 

но и только этя именно значеня, такъ какъ т, которыя дфлаютъ 

А=В. 

должны, по теорем УП, едьлать и 

А"= 

а тВ, которыя дфлають 

А<вВ, 

должны, по той же пазваттой теорем 1 въ $ 130, дБлать н 

А"< В. 

А это и значить, что значеня неизвфстваго (или неизвфотныхь), уло- 

злетворяющя одному нзъ нерзленствъ 

А>В 

4"> В", 

‘удовяетворяють н другому. 

А что вЪ случанхь, искаючениыхь теоремою, эти неравенства не могуть 
Фыть равносильными другь другу, это видно изъ слдующаго: 

Какь доказано было въ навванномь уже $ 304, при четномъ и дву- 

членное урзвнен1е вида 

т—а 

имфеть два вещественныхь корня. Слёдовательно, если п цёлое четное 
число или несократимая дробь съ четнымь чиелителемь, то можеть сд%- 
латься 

и: 
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не только при тфхъ значеюяхь неизвфстнаго (или неизвфетныхь), при 

которыхь делается 

А=В, 

но и при тёхь, при которыхъ дБлаетея 

А=—В. 

Потому въ разсматриваемомь случа дфлаетси 

4*> в" 

не только при т6хъ значеняхь неизвфетнаго (или неизветиыхь), которыя 

дЪлають 

А>В, 

но и при тбхь, которыя дВлають 

А<-—В. 

Если же п несократимая дробь съ четнымь знаменалелемь, то воз- 
вынен1е въ п-вую стелень ость извлечене корпя я-вой степени изъ нфко- 
торой нечетной степени, а потому при возвышеши въ и-вую степень урав- 
нешя 

А=В 

можеть число вешеетвевиыхь корней его уменьшиться вдвое, а слБдова- 

тельно, неравенству 

р: 

можеть оказаться удовлетворяющею только чаеть тхъ значен: 

удовлетворяютъ неравенству 

‚ которыя 

а>В. 

Сяфдовательно, при названвыхь условяхь, и въ самомь дёлЬ, нельзя 
считать неравенства 

А>В 
Е 

.4> В" 

равносильными одно другому. 

Н случай: вогда А>0, 

а 

в<9. 

При этомъ предположения въ случаяхь, ие исключенныхь теоремою, 
Ут ыспремЪняо и 

4*>0 
В*<о, . 
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слЪфдовательно, . 

А*> В") 
ин наобороть 

А>6 

при всфхь значеняхь неизвЪстваго (или неизвФетныхь), при которыхь 

А">0, 

и 
В<о 

при везхь, при которыхъ 

В" <0, 

сяЪдовательно, 

А>В 

всегда, когда 
А"> В". 

Вь елучаяхь же, исключенныхь теоремою, мы должны отличить двЪ 

возможноети: 1) Если я цёлое четное число или несократимая дробь съ 

четнымь числителемь, то можеть оказаться 

А*< В", 

хотя бы и было 

А>0 

В<0. 

$) Если и несократимая дробь съ четнымь знаменателемъ, ти УВ 

означать бы мнимое число. 

Слдовательно, и при предположении Ш въ исключепныхь теоремою 
случаяхь неравенства 

А>В 

"> В" 

нельзя считать равносильными одно друтому. 

И случай: когда и А и В отрипательны. 

Это услове мы можемь выразить боле явно, если нанишемь — Ау 

выбсто А и —В, выфото В. При такомь обозначени разсматриваемыя 
неравенетва примуть видь 

—4.>—В 

(>В наи —А">--Ву”. [теор. 85] 
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которымъ раввоснарны неравенства [$ 35] 

Ат Ву 

и 
АВ». 

А такъ какь въ послёдиихь двухь неравенствахь А; и В; означаютт 

положительныя числа, то, какъ уже доказано было въ Г чаети этого дока- 

зательетва, они должны быть равносильны друть другу, а потому однозна- 

чащимя одно другому и веравенства 

а>В 

">В" 

въ случаяхь, не исключенныхь хеоремою. и иеравносильны другь друту 

въ случаяхь, ею исключенныхь. 

СлЕдетне. Если м есть отрицательное веществен- 

ное число, но ни четное цз лое, нн несократимая 
дробь съ четнымь числителемь или знаменате- 
хемъ, то неравенства 

равиносильны другъ другу. 

$ 578. Показательныя неравенетва. Изь свойствь стененей чиселъь 0 

и 3, раземотрённыхь въ $ 119 и 275, слёдуеть, что, если тж озкачаеть 

9 или 1, неравенства 

тит? 
и 

А>В 

ИЛИ 

А<В 

раввосильными быть не мотутъ. 

Равнымъ образомъ первое изь этихь неравенствь не можеть быть 
однозначащимь ии ©0 вторымь ни съ третьимъ, если 

т<9, 

такь какь Ан В могуть означать, между прочимь, и дроби, вь которыхь 
и послф сокращешя знаменатель будеть четнымь чиоломь, а вЪ этихь 
случаяхь при отрицательномь т степени т“ ни т” выражази бы мнимыя 
тела. 
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'Разсматриваемыя неравенства равносильны только при условяхъ, 
называемыхь въ доказываемыхь ниже двухь теоремахъ. 

Теорема 1. При условЕи, что м извфстное число 

н больше 1, неравенства 

вирт 
и 

А>В 

равносильны другтЪ другу. 

Док. При условтяхъ, что А и В вещественны, а т>1, можеть сдЪлаться 

т = 

только при такихъ значеяхъ неизвфстнато (или неизвфстныхъ), пря 

воторыхь дёлается 

А=в. 

А по теоремв 2 въ $ 130 можеть оказаться 

виза 

только при такихъ значеняхь неизвфстнаго (или неизвЪетныхь), при 

которыхь дфлается 

4>В, 

при такихь же, ири которыхь дЪлается 

А<В, 

необходимо должно быть 

пи <тР. 

А это и значить, что всё значеня неизвЪетнаго (или неизвЪетпыхъ), 

которыя удовлетворяють одному изъ неравенств 

Ат 

АВ, 

удовлетворяють н другому. 

Теорема 2. При услов{и, что т извфестное чиело 

и положительная правильная дробь неравен- 
ства 

т > тв 
и 

я<в 

равносильны другъ другу. 
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Док. И при услошяхь, что А и В веществеяны п 

1>т>0. 

может, одБлагься 

т т 

только при такихъ значешяхь нензвФотнаго (иди пеизвфетныхь), при 

которыхь дёлается 
А=В 

А но теорем% 8 въ $ 130 можеть оказаться 

тт" 

зполько прин такнхь значеняхь неизьфотнаго (пли неизв®етныхт), при 

которыхь дфлаетея 

А<В. 

при такихь ще. при которыхъ дфлается 

А>В. 

необходино должно быть 

т <тВ. 

А это ц зпачить, что ве значеня неизвфетиало (или нензвЪетныхь), 
ноторыя удоплетворяють одному изъ неравенствъ 

аи 
и 

А<В. 

удовлетворяють и другому. 

$ 2574. Логарвемичеекн нернвенетва. Не трудно убфдитьея при по- 
мощи примфровъ. что неравенства 

>В 
з 

05„А>юЕ„В 

неравиосильты друть друту. 

Такъ, напр.. неравенство. 

=>8 

удовлетворяетея только значещями неизвфстнато, которыя больше 9, 
а неравенство 

Тов 

кромЪ этихь значевйй, тавже еще значенями—/10,—/1000, У 300000 и 
1 

т. д., длающими ЪвУЮ часть его равною-, 
2 
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Но такь какь обыкновенио въ области элементарной алгебры ограни- 
чиваютея разсмотрвемь вещественныхь лохариемовь положительныхь 
чисель при положительномь основая]и, то и считають обыкновенно удовле- 
творяемыми одними и тфми же значентями неизвфстнаго (или неизвестных} 

неравенства 
АВ 

и 
и>В 

при уелови, что 

т>1. 

и неравенства 

А р,В 

п 
А<В 

при теловши, чть 

т<1. 

$ 575, Недопуетимыя преобразован я неравенствъ. Изъ свойствъ чи- 

сель 9 ити понят!я о осзконечности на основан разсуждешй, совершенно 

авалотичныхь тЪиъ, при помощи которыхь мы вывели правила въ $ 378, 

легко убфдаться въ недопустимости слфдующихь дЪйств надъ нера- 

венствами: 

А. Нельзя ни къ частямъ неравенства прибавлять, ни изъ нихъ вычи- 

тать выражен, означзающихь безконечноеть. 

Б. Нельзя неравенства ни умножать, ни дфлить на 0 вли со. 

В. Нельзя неравенства ни возвышать въ стелень 0 или оо, ни извле- 

халь изъ него корня стенени 0 или +09. 

Г. Нельзя 0, ф ин со нотеннировать на неравенство. 

Д. Нельзя неравенство логариемировать по освоваямь 0. Ёп 52°. 

$ 576. Главиъиие премы, примЗняемые при преобразокавми нера- 
венетиъ. При рЪшеншв условныхь неравенетвъ, при выводф изъ безуелов- 

выхь неравенствь другихь такнхь же или при доказательств послёдняго 
рода неравенствъ (ср. $ 364] примфняются главныхь образомь сл®дующя 
правила {[ср. 1481$]. 

Теорема. Членъ одной части неравенства пере- 

носится въ другую какъ ччент. но съ обратнымъ 
знакомъ. 

9 
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Док. Если мы къ обфимь частямъ неравенства, 

А+т> В 

прибавимь по т, то, по первой изъ доказанныхъ въ $ 571 теоремъ, полу- 

чаемь равносильное неравенство 

А> Вт. 

Еели же мы кь обфимь частямь неравенства 

С> Р-р 

прибавимь по -2р, то получаемь однозначащее съ нимъ неравенство 

СЕЬ>Б. 

Изъ произведенныхь преобразован н видна справедливость утвер- 

жденйя. 

Теорема. Если въ обфихъ частяхъ перавенства 

встр $ чается одинъ и тоть же члень съ однимъ 
н твиъ же знакомъ, то его можно опустить. 

Док. Перенося въ неравенствъ 

А+4> В+4 

членъ +4 изъ одной часги въ другую, напр., изь правой части въ лЪвую, 
мы по предыдущей теорем получаемь 

А-+9+9> В. 

то есть 

АВ. 

изъ чего и видна справедливость утвержденя. 

Теорема. Предъ вофми членами неравенетва 

можно нерем&нить знаки, если при этом знакъ 
неравенства будеть заифненъ обратнымъ. 

Док. Справедливость этой теоремы слфлуеть изъ того, что’ перемна. 
знаковь предь вобыи членами равносильна перенесеню вобхь членовъ 
правой части неравенства въ лёвую и вобхь членовь л%вой части въ правую. 

Теорема. Безусловно положительный множитель 
одной части неравенства переносится въ другую 
какъ дЪлитель и, наоборотъ, безусловно поло- 
жительный д литель какъ множитель. 
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Док. Предполагая т и п безусловно положительными числами, мы, 
раздфливъ неравепство 

тА>В 
ва т и поравенство 

6>'В 

на и, получаемъ неравенства, 
В 

А>- 
т 

и 
[# 
—>р, 
ъ 

которыя, но теорем 2 въ $ 571, равносильны каждое тому, изъ котораго 

оно получилось, изъ чего и елфдуеть справедливость первой части утвер- 

ждешя. 

Предполагая же ри 4 безусловно положительными числами, мы, умно- 
живъ неравенство 

Е 
=>Р 
Е 

на р и неравенство 
Н 

в>- 
4 

на 4, получаем неравенства 
Е>рЕ 

и 

а&>нН, 

которыя, но той же теорем, равпосильны также каждое тому, изъ ко- 

тораго оно получилось; а изъ этого слфдуеть справедливость еторой части 
утверждетя. 

$ 577. ПримФрь примфнешя послБднихь теоремъ въ доказательству. 

Въ слфдующей глав мы увидимь, каКЪ этими теоремами нужно пользо- 

зваться при р®шени условныхь неравенств, эгу же закончимъ примфромь 
примфнешя ихь къ доказательству справедливости безусловнаго нера- 

венства. 

Чеорема. Ариеометическое среднее двухъ вели- #95, 

чинъ (перавныхЪ) всегда больше ихъ геометри- 

ческаго средняго. 

Док. Квадрать всякаго вещественнаго числа положителенъ, а потому 
неравенство 

тй>0 

Тлрхову. Рукозодотво алгебры, 



— 690 — 

несправедливо только при значещи ®==0, так что всегда справедлива, что 

т 

Такныь же образомъ, кромВ случая, котда @= 

неравенство 

‚ всегда справедливо 

(а—5)?>0 

м каждое изъ слфдующихь, получаемыхь изъ него чрезь преобразованя, 
состояния въ примфнен и послднихь теоремъ и не нуждающяея въ объяс- 

нени: 
0*—2а6--5*>0 
22-62 > 26 

а? --2аь-НИ>Ааь 

(а--6Р>4а6 
2 

в > 

(-- 2) >. 

Такъ какъ поняте о теометричесиомь среднемь примфняется только 

кр абсолютнымь величивамь, то изъ послдняго неравенства, по теоремЪ 1 

въ $ 273, слВдуеть: 

ут 

Изь послфдияго же безусловно сиразедливато неравенства и видна 
справедливость утвержден!я. 

ГЛАВА ХХИ. 

Ръшен!е неравенетвъ. 

$ 578. Ветупитезьныя зам чашя. Цёль этой книги позволяеть чамъ 
ограничиться раземотрьщемь рёщенй неравенствь 1-Й и 9-й степени съ 

однимь пеизвфетнымь. Изъ разсужщею предыдущей славы и въ особев- 

ности изъ примвра, приведеннаго въ $ 571 въ нримфчаши, видио, что сио- 
собы рёшевя неравенствь должны завчефть не только оть степени ихь, 
но и оть того, ветрчаются ли или нЪть нейзв*етныя въ знаменателяхь. 

$579. Рышене нерзвенетва 1-й степени еъ одинмъ нолзеветнымь, 
не содержатщаго неизвфетнаго въ знаменвтеляхь.. Если мы въ празиль, 
приведенномь вт, $ 379, елово «уравнен!е» вездь замЪнимъ словомь «нера- 
венство?, то и получимь правило, по которому должно решать всякое 



— 691 — 

неравенство нервой степени съ однимъ неизвфотнымъ, если это нензветиое 
не вотрфчаетея въ знаменателяхь дробей. Пе выполнения преобразовантй, 

назваиныхь въ 4 иди соотвфиственно 5 первыхь пунктахь уномянутаго 
правяла, мы получимь неравенетво вида 

ах>Ь 

а изъ него, по теорем 194, 

если коэффатщенть а положителень. Если же этоть коэффащенть отрица- 

телень и равенъ, положимъ, —а;, то изъ неравенегва, 

—ат>5 

мы, по теорем 193 находимь 

ат<-$, 

а отеюда, по теорем® 194, 

&<— 
я 

или 

ь 
я 

а 

Прим$ръ. 

Рвшене неравенства 

т ==) > (+ 

нужно начать съ раекрыт!я скобокъ: 

Въ обфихь частяхь полученнаго неравеяства есть по одинаковому 
члену —2*, который можеть быть опущенъ, послЪ чего его можно умиожить 

на 6, чтобы уничтожить въ немь знаменателей. Тахимь образомь попучается: 

Зи Зов 4е 2. 
44* 



— 692 — 

Перенеся же веб члены, содержащ{е нензвфстное, вь лёвую часть, 

а остальные въ правую, и сдЪлавь приведеве, мы находнмъ: 

откуда 
=<5. 

Смысль полученнаго рышешя тотъ, что ири всякомъ значени х, ко- 
торое меныне 5, лфвая часть даннаго цперавенства больше нравой. 

$ 580. Сиетемы нфеколькихь совмфетныхъ неравенствъ съ 1 неизввет- 
вымъ. При изелфдованн разнато рода вопросовъ случается, что оть не- 

извфетнато требуется, чтобы оно удовлетворяло болфе, чфмъ одному усло 

вво, выраженному неравенствомъ. 
Рышивъ эти неравенства, мы эти условя выразимъ въ наипростфйшей 

форм8. Положимь, для примфра, что такимь образомъ требуется, чтобы 

было 

н 

Вь такомь случа, по теорем УТШ [$ 51], ясно, что значевя неизввст- 

ваго, удовлетворяюния второму изъ этихь неравенетвь, удовлетворяють 
н обоимь остальнымъ. 

Если же неизвзстное должно удовлетворять слфдующимъ неравен- 

ствамъ; 

то ясно, что значен1я его, удовлетворякящя третьему изъ этихъ неравепствъ, 
удовлетворять также первому и четвегтому, а значения х, удовлетворяю- 
пая второму неравенству, удовлетворять и пятому. Такимъ образомъ 
въ результатв оказываелея, что вобмь даннымъ неравенствамь удовле- 
творяють тЁ значешя т, которыя удовлегворяють услошямъ: 

1 
52>4>-. 

2 
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Какь это нами было сдфлано въ разсмотрённыхь примфрахъ, такъ 

и вообще всякая система неравенствъ первой степенат съ 1 неизвЪетнымъ, 

осли неизвфетное не встрфчается въ знамепателяхъ, можеть быть приведено 

къ одному перавенству или систем двухъ. Поэтому послфдняго рода си- 

стема заслуживаеть быть раземотрфнною 00бо и нфеколько подробпЪе. 

$ 581. Сиетема 2 неравенетвъ первой степени съ Е неизвЪетнымъ. 

Такая система можеть быть троякаго вида. 

1. Если мы, рёшивъ оба неравенства системы. получаемъ 

х>а 

>, 

и при этомь ар, то значешя неизвфотнато, удовлетворяюлия первому 
неравенству, удовлетворяють и второму, слдовательно, данной систем. 

Если же мы, рёшивь неравенства системы, нолучаемъ 

х<а 

2<ь, 

и при этомъ а-=Ъ, то данной системв удовлетворяють тВ значен1я х, которыя 

удовлетворяють второму неравенству, 

И. Если результать рышеня веравенствь будеть; 

х<а 

=>, 

и при этомь а>Ё, то систем неравенствь удовлетворяють значеня т, 
удовлетворяюния условёямъ: 

а>=>Ь, 

то есть тая, которыя заключены между числами а и $. 

ТП. Если, наконець, результать рёшев1я неравенствь будеть 

х>а 

2$, 

и при этомь а2=Ъ, то система рыщеня не допускаеть, такь кавъ неравенства, 
составллюня ее, противорфчать другь другу. И въ самомъ ДЁЛЬ, ИЗЪ 

н 
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но теорем® УШ [$ 51] и по акчом$ ПТ слФлуегь, что первому неравенству 

мотуть удовлетворять только тав!я значеня неизвфстнато, которыя удо- 

влетворають условпо 

2>Ь 

п, слёдовательно, ви одно изь тхъ, которыя удовлетроряють второму 

неразенству сиетемы. 

Прамфуръ. 

Задача. Разложить число 75 на тавя два пфныя положительныя 

слагаемыя, чтобы половина перваго была меньше 29, а второе было меныне 

Е перваго ы вато. з р: 

Ршен1е. Если мы первое слагаемое обозначимъ буквою 2, то вто- 

рое будеть 75—я, услов\я же задачи выразлтся слвдующими нерзвенствами: 

| ео 
=5<29 
2 

_ 2 
15—=<. 

3 

Рыпивъ эти неравенства, мы получаемъ: 

$<58 

5 2>56— | >55 
или 

1 
58>1>56— 

4 

Единственное ц%лое чиело, удовлетворяющее этимъ условямъ, есть 57. 
СтБдовательно, искомыя слатаемыя суть 57 и 18. 

$ 582. Неравенства ет неизвЪотиымь эъ знаменатедяхь. Если знаме- 
натели содержать неизвфотное, то только въ исключительныхь случаяхь 
ихь общее наименыиее кратное будеть безусловно положительнымъ числомъ, 
Потому мы въ общемь не имфемъ права умножать неравенетво на это 

общее нанменьшее кратное, чтобы уинчгожить знаменателей. Самый удоб- 
вЫЙ ©1060бъ рёшевя такого неравенства состоить въ перенесен возхь 
членовъ въ одну часть и въ приведени ея къ общему знаменателю, т, е. 
въ ириведени неравенства къ виду 

250 
7: 



— 695 — 

или 

Со 
р 

и въ такомъ разсуждени послЪ этого: 

` Частное можеть быть положительнымь только, если дёлимое и дьли- 

тель оба положительны или оба отрицательны, отрицательнымь же оно 
будеть, если у дфлимаго и дёлителя противоположные знаки. 'Такимъ 

образомь, данпое перавенство распадается въ первомъ случа® па системы: 

{ А>о п А<о 
| В>0 В<о. 

во второмъ же случа на системы: 

р С>0 й | 0<0 
Р<о | р>0. 

Рьшен1я этихь системъ неравепетвь и составять, та или другая сово- 

купность, рёшен!е даннаго неравенства, смотря по тому, кь которому 
изъ видовъ это неравенство приводится. 

ПримЁры. 

в 2—5 

2—0 
>6. 

Эхо неравенство удовлетворяется тВыи значеями неизвфетнаго, ко- 

торыя дфлають 

или одновременно 
{ 22— 5>0 

вли одновременно 

{ 22— 5<0 

з—10>0 —0<0. 

Рышивъ вс№ неравенства этихь системъ, мы имфемъ: 

1 1 
4>8- &<2- 

2 2 

=>0 2<10. 

Рьшенше нервой изъ этихь системъ есть 

=>, 
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тзнене второй 

1 
#<2-. 

р 

Слфдовательно, данному неравенству удовлетворяють вс значешя 

1 
2, которыя или больше 10 или меньше 25; оно пе удовлетворяется только 

значентями 2, равлыми этимъ числамъ или заключенными между ними. 

з) 25 
—.<0. 
10 

Для тото, чтобы эго неравенство удовлетворялось, необходимо, чтобы 
было: 

или яли 
22— 5>0 22— 5<0 

| #—0<0 [ #—10>0 

то есть 
изн или 

а" : ! шк 
2 р ие: 

{| 2<10 { >10 

Неравенства второй системы противорфчать другь другу. Решене же пер- 

вой мы можемь изобразить въ видъ: 

10> >21 #>2.. 
2 

Оказывается такимь образом», что данному неравенетву удовлетворяют 

: 1 
только зизчене х, заключенныя между числами 10и2-. 

2 

3) . 1—1 о 
>2. 

Вь этомъ неравенств» мы ве имфемъ права уничтожить знаменателя 
чрезъ умиожен1е на него неравенства, такъ какъ знаменатель этоть не есть 
безусловно положительное число. Поэтому мы переносимъ 2 въ лЪвую часть 
п приводниь ее кь общему знаменателю. Такъ мы получаемъ: 
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Это неравенство можеть быть раздфлено на 9. Получающееся же нослЪ 
этого неравенство 

#1 
—>0 
4х 

распадается на системы: 

#—1>0 ; | 21<0 
4—>0 ] 4- =<0. 

изъ которыхь вторая состоить изъ противорфчащихь друть друту нера- 
венствт, первая же даеть рфшеше: 

4>=>1. 

4) 5 13 

По причинж, изложенной въ этомъ параграф, мы не имфемъ права 
умножать данное неравенство на общее наименьшее кратное встрёчающихся 

вт, немъ знаменателей. Перенеся же всф члены въ лБвую часть и приведя 

ихь кь общему знаменателю, мы получаемъ: 

1—8 < 

65° 

а отсюда неравенство 
. 19% 

—<0, 
#1 

которое распадается на слёдующёя 2 системы: 

1—9=>0 1—95<0 

2—1 <0 #—Е>0° 

РЬшене первой изъ нихь есть 

< 
#<:. 

9 

рвшене второй 

#21. 

Стфдовательно, данному неравенству удовлетворяють ве значен х, 

1 
которыя больше 1 и вс, которыя меньше 5: Я не удовлетворяють т№ зна- 

чентя неизвЪстнаго, которыя заключены между этими чиелами или равны 

имь. 
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$ 588. Неравенетво 9-й степеми. Неравспетво будеть второй степени. 

если оно посл преобразован й, аналотичныхь тфыь, при помощи которыхь 

уравиевя приводятся въ порядокъ (ем. $ 374), принимает видь 

ва? фе --е>0 

или 

аа? бд-с<о. 

Лучшимь способомь рфшевя такого неравенства слфдуеть считать 

тоть, который основывается на свойств® трехчлена, выраженномь вЪ тео- 

ремь 188 [$ 517]. 

Првмфры. 

1 42—127435>0. 

Рюшене. 

Корни трехчлена, составяяющато лФвую часть этого неравенетва, 
суть Ти 5. 

Требоваяе керавенства, чтобы онъ быль положительным, т. е. былъ 

одного знака съ коэффищонтомъ при 2*, будеть, по упомннутой выше тео- 

рем, удовлетворено всофми вещественными значенями х кромв тЪхъ, 
которыя заключевы между корнями его или равны имъ. Слдовательно , 
неравенству удовлетворяють вс зиаченя нензвестнаго, которыя больше 7, 

и в6ф, которыя меныше 5, друтими словами, ему удовлетворяють зна- 
ченя х, удовлетворяющёя неравенствамъ 

Ф>7 

=<5. 

2) —652-=--6>0. 

Ршенае. 

Жорин трехчлена, составляющего лФвую часть этого неравенства, 

суть зи —. Оть него требуется, чтобы онъ быль знака противоположнато 

зиаку коэффитента при 2?. Слдовательно, неравенство удовлетворяется 

значенямя неизвфетнаго, удовлетворяющего условяиъ: 

3 
2 => 372 



— 699 — 

3) 92°--49>42х, 

Ришенде. 

Цвренеся 425 въ лфвую часть неравенства и вычиеливъ дискриминанть 
получившагося здфеь трехчлена [$ 502], мы убъждаемся, что корни этого 

послёдняго вещественны и равны. Сл®довательно, онъ одпнаковато знака 
съ коэффищентомъ при #* при вобхь вещественныхь значеняхь х, и потому 
данное неравенетво удовлетворяется вефми такими зпаченями нензвфствато. 

4) 28—9245<0. 

Ризшенае. 

Убъдившись, что корни трехчлена хА—9х-5 комплексные, мы, по при- 

м}няемой въ этомъ паратраф® теорем, узнаемь, что онъ всегда (т.е. при 

вефхъ вощеетвенныхь значеняхь 2) положителенъ. СлФдовательно, данное 

неравенство не допускаеть рёшенй. - 

$ 584. Друге еповобы уБшенйя неравенствъ 2-й етепени. Неравенства, 

ал? --е>0 
и 

а рре<о 

можно решать также при помоши излагаемыхъ въ этомъ параграфБ шруемовъ. 
выборъ которыхъ, однако, не произволенъ, а зависить оть природы корней 
лрехчлена въ лЪвой части. При изучен и этихь способовь рёшеня мы оба 

неравенства можемъ разсматривать заразь, изображая ихъ вмфетф такъ: 

ас 20. 

Т. Если корни трехчлена вещеетвенны и неравны, то его можно разло- 

жить на сомножителей, причемь удобно неравенство предварительно раз- 
д®лить на в. 

Вь такомъ случа оно принимаеть вил: 

2+ ре 20, 

а посл разложеня на сомножителей: 

(2—2) т:)>0 

или ^ 
(2—2) <0, 

тд к: в х, означають корни трехчлена. Продолжен!е рышеня основывается 

на примфиеви теоремы 46, при помоши которой оно сводится кь рёшеню 
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двухь системь неравенотвь первой степени совершоппо такь же, какъ рЪ- 
шев{е неравенства, раземотр®нное въ $ 589, при помощи теоремы 55. 

|. Если корни трехалена вещеотвенны и равны, то лБвая часть по- 

равенства будеть квадрать вещественнато чиела [$ 506] и какъь таковой 

всегда положителень, такь что неравенство или будеть удовлетворено 
всякимь вещественнымь значенемъ неизвфотнаго или вовсе не допустить 
р®шеня. 

ТИ. Если, наконець, корни трехчлена числа комплекеныя, то иера- 

венство можно преобразовать такъ, чтобы лфвал часть ето представляла, 
квадрать двучлена, т. в. сяфдующимь обравомь: 

ях =-—ч 
з 2 

ое 
+, 

Такъ кань квадрать всякаго вещественнаго числа ноложителенъ, а въ 
2 

? елучаЪ комплекеныхь корней 6 —94<0, то теперь всегда лФвая часть 

неравенства положительна, а правая отрицательна, слФдовательно, нера- 
венство или удовлетворяется воегда или вообще не допускаеть рёшеня, 
смотря по тому, стоить ли между частями неравенства знакъ>или знакъ<. 

Примфры. 

1) 322—55--2<0 

Релиене. 

Раздвливъ неравенство на Зи раздвливъ з%вую часть на сомиожнтелей, 
мы получаемъ: . 

2 =. (+ = 

Это неравенство удовлетворяется, если 

или 
| или 

#—1>0 | 2—150 

2 о | 2 ВЕ | =—->0. з | 37 
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Неравенства первой изъ этихь двухь сиетемь противорчать другь 

друту, а изъ второй мы получаемъ р шене: 

2 
1>:>.. 
> 8 

1 
2) 25°—7х +85 <0. 

Ришенае. 

Раздёливъ это неравенство ка 9, мы находим: 

И безъ вычиеленя дискриминаата не трудно убфдиться, что лфвая часть 

р 7 : 
воть квадрать бинома =—.. Никакими вощественнымя значеняин х ие- 

равенство 

не удовлетворяется. 

Слёдовательно, данное неравенство рёшеня не допускаеть. 

3) 512 -2241>0. 

Ришенй. 

Убъдившиер, что корни трехчлена 52—9х--1 числа комплексныя, 

преобразуемъ неравенство такъ: 

52*—92>—1 

Поелёдиее неравенство удовлетворяется всегда, Сльдовательно ‚и равно- 
«ильное ему данное неравенство удовлетворяется вовми вещественнымт 
зпаченями 5. 
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Рюшенле. 

Такъ какъ знакъ неравенства ставится только между вещественными 

величинами, то прежде всего мы должны опредфлить, при какихь условяхь 

будегь у вещественное число, другими словами, мы должны найти, 

при какнхь значешяхь = подкоренное выражен!е означаеть положительное 

число, т. е, рышить неравенство 

5—1>0. 

Для этой цвли разложимъ лЪвую чаеть вослфдняго неравенства на 

сомножетеней: 

УБЕху-=6. 

‘Теперь мы видимъ, что оно удовлетворяется, если 

или | или 

[у | Убе 
Из-=>0, 1И5-—<0, 

слФд., : слвд., _ | - 
=> 5 =<-Уб 
1 т | 5. 1 =>И5. 

Неравенства второй системы протниворЪчать другь друту, изъ первой 

же мы получаемь 

Уз>=>-И5... (и) 

"Только теперь, поелЪ произведеннато нами подготовительнаго изсл%до- 
ваня, мы можемъ приступить и къ рёшенно самого даннато неравенства. 

'Уединимъ корень: 

ЗУБ. 

При условяхь (4) 2 меныше 5, сл6довательно, правая часть послЪдняго 

неравенства положительная величина, Такъ какъ и лфвая часть его поло- 

жительна, то [теор 1 въ $ 180] при возвьшени его въ квадрать звакъ ие- 
равенства долженъ остаться, какимъ онъ быль. Вводимыя же ири этомь 
ностороння рёшев1я нами уже напередь устранены подготовительнымь 

нашимь изелфдованемъ и предположещемъ, что. У5—2* означаеть позо- 
экательное число. . 



— 708 — 

Произведя упомянутое возвышен1е въ квадратъ, мы получаемь: 

4(5 4) <25—102-57, 

а отсюда 

20—47 25—10 5? 

0<5— 1055? 

=—95+1>0 
(2—1]>0. 

Это неравенство удовлетворяется всякимъ зещественнымь значетемъ 

х, слфдовательно, данное неравенство везии значентями неизвфетнаго, 
удовлетворяющими условямь (А). Значить 

У5>=>-У5 

есть р®шен1е даннаго неравенства. 

5) Задача. 

Найти, кавя значешя х удовлетворяють условямъ 

525 
ры ——>0. 

Рьщенае, 

И здБеь мы прежде всего должны опредлить условя вещественности 

радикала, вотрёчающагося въ данномъ неравенствв. Для этого мы должны 
рёшить неравенство 

25—417*>0_ 

Разложивь лБвую часть его на сомножителей и получить ири этомъ 

(5-+-2%)5—25)>0, 

мы видимъ, что оно удовлетворлется, если 

21 1 
|7< 5 | =>2.. 

ии | или 
{ 5+-2;>0 | 5-20 
5-2=>0, Н 5—22<0, 

слёд., В елВд., 
= р } 

=> 5 | 2<—; 

р 
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Неравенства второй системы противор® чать другъ другу, изъ первой ке 

мы получаемь 
1 1 

2->5>—9-...(4}. >> (А) 

Приступая теперь къ ршеншю самихь давныхь меразенствь, мы без 

дальнЪйшихь преобразован сразу же видимъ, что неравенетво 

5 5—4? ее 

удовлетворяется воми значемями х, удовлетворяюлщими усломныь (4), 

такъ какъ дёлимое вой части есть сумма даухъ положительныхь величинь 

и длитель также положительное число, а потому и вся лФвая часть больше 0. 
Чтобы рёшить неравенство 

5-И26—ий > ры 

нужно ыь немъ сначала уединить корень: 

8>5--/25 
3>И 26-я. 

На томъ же основаны, какь и въ предыдущемь примЪрЪ, мы посл днее 

неравенство можемъ возвысить въ квадратъ, при чемъ и здБоь, какь тамъ, 
вводимыя велфдетв1е такого преобразован:я поетороня рёшешя уже на- 

передь устранены изолфдованемь относительно усломй вещественности 

радикала Уз и предноложенемь, что ошь означаеть положительное 
число. Произведя это возвышеню въ квадратъ, мы получаемъ: 

9>25—4, 
а отеюда 

422>16 
42 —16>0 

2—4>0 
(+2 (х—2)>0. 

Такимъ же способомъ, какъ найдены были условия (А), мы изъ вослд- 
няго неравенства находныъ, что оцо не удовлетворяется только такими зва- 
чещями т, ноторыя заключены между 2 и —2. 

А изъ этого ршешя, изъ рышенйя иеравенетва, 

5—4 › 
1 
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и изъ условй (А) мы заключаемъ, что данным условлмь удовлетворлють 

только значеня х, удовлетворяющя неравенствамь: 

1 
8->=>2 
2 

1 
—2-<2<—8. 

2 

ГЛАВА ХХШ. 

Неопред$ленныя уравнен!я. 

$ 585. Ветупительныя замБчан!я. Нами уже было разъяснено [въ & 

398, 394, 426, 497 и 430], что система уравненй, въ которой неизветныхь 

болыне, чёмъ уравневй, иметь безконечное число рей, что значеня 

по крайней м6р одного изъ неизвфетныхь мотуть быть въ ней совер- 

шенно нроизвольныя, и что такая система вел®дотв{е этого называется 

неопредфленною. Наипроетйний частный случай такой снотемы предста- 

вляеть одно уравнен!е первой степени съ двумя неизв®стными. Въ общемъ 

нид» этоть случай можеть быть изображекъ уравнешемь 

ат-- Ву 

РАшивь его отноентельно одного изъ неизветныхь, напр., х, мы имвеиъ: 

су 

с. 

в 

По этой формуяБ мы для всянаго совершенно произвольно взятато у 

находимъ соотв тствующее ему значене х, т. е. такое, которое выЪет съ 
избраннымь значенемь у составляеть систему корней, удовлетворяю- 

щую данному уравненю. 
бь каждымъ увеличешемь числа неизвфетныхь въ уравневи (а также 

и въ систем) на одно увеличивается на одно и число неизвЖетныхь, для 

которыхь можно брать совершенно произвольныя значенйя. 

$ 586. Ограничен® числа ранен! неопредЁленной сиетемы. Въ $ 394 

уже упоминалоеь, что число ршенй уравневя съ двумя неизвъстными 

можеть быть между прочимъ ограничено требовашемь, чтобы зиачейя 

неизв%стныхь, удовлетаоряющия такому уравнению, были цфлыя и положи- 

тельныя. Ясно, что предъявлещемъ такого же требован1я будеть ограничено 

число ршенй и въ томъ случа, когда въ уравнени неизв етныхъ больше, 
чВмъ два, а равнымъ образомь и тисло рЫшенй всякой неопредфленной 

системы. Отыенане цвлыхъ и положительныхь рёшевй и имБетея главнымь 

образомъ въ виду, когла говорять о рёшенщи неопредБленныхь уравненй. 
Мы при этомъ отраничимея уравнешями первой слепени, а понутио отно- 

Ба хожь, Руководотьо элтебры. 45 
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зительно уравненя съ двумя ноизвфоткыми разомотримь болзе общую 

звдачу, состоящую въ нахождени рёшен, которыя были бы только ц- 

лыми, какь положительными, такь и отридательными. 

Но не всякое неопредёленное уравнене допускаеть пфлыя рьшеня. 

Условия, при которых ихь не имфетоя, указываются слёдующею теоремою. 

$ 587. Уравнешя, ие допуекающуя цёлыхь рътенйй. 

Теорема. Уравнен:е 

ах-ЕВу=с 

не допускаеть цфлыхъ рЕшевтй, если аи суть 

кратныя одного и того же числа, которое въ с не 
содержится. 

Предп. а, а, 5, Ш; сит цъзлыя числа; 

с не дълится на т. 

Утз. Уравнение 

ахуе 

не допускаегь цзлыхь рёшев!й. 

Док. РаздВливь уравневе 

ар Вузе 

на эт, мы на основан и едланныхь предноложен? получаемъ: 

лы ах ——. |: ау ъ 

Такь какъ в и В цфлыя числа, то, кая бы хи у ни означали цзлыя 

числа, лёвая чаеть послдияго уравненя будеть цёлое число, которое какъ 
таковое инкоимъ образомь не можеть оказаться равнымъ правой части, 

выразкающей, велздотве послфдиято предноложешя, настоящую дробь. 

А это и значить, что при условяхь, названныхь въ теорем, уравнеше 
п®лыхь рен ие допуекаеть. 

Совершенно такимъ же образомъ доказывается и боле общёе предло- 
жеше: 

Теорема. Уравнен1е 

аут аз, Раз»... Рот, -=р 
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не донпускаетъ цфлыхъ рф шенЕ!Й, если а, а», @з,..., а” 

суть кратныя одного и того же числа. которое 

вт р не содержится. 

$ 588. Соглашене. Такъ какъ вообще рёшеше уравневй должно на- 

чинать съ приведен{я ихь къ ординарному виду ы такъ какъ къ раземотрЪи- 
ному только-что случаю пеопредВленнаго уравневя мы болЪе возвращаться 

не будемь, то условимся, 1) что 

ах--фу=е 

зь этой главЪ отнынВ будеть всегда изображать уравневе, окончательно 

приведенное въ порядокъ, т.е., что въ пемьа, Ви с означають цблыя числа, 
не содержания притомъ и общаго дзлителя [58 91 и 92], и 2) что ан В кром5 
тото числа взаймно-простыя. 

$ 589. Случай, что воэффищенть при одномь изъ неизвЪетцыхь 

равенъ 1. Проще всего рёшается уравневше 

аз-РЪу=е 

въ иблыхь числахь въ случа, названном въ заголовкВ этого параграфа. 

Вели, напр., требуется рёшить уравнеше 

=-ру=4, 

то, перенеся члень фу въ правую часть, мы имфемъ: 

=={-ру... (а). 

Кавя бы цзлыя значен/я мы вмФето у въ полученное для д выражене 

ни подставляли, оно всегда булеть означать цфлое число. 

Слфдовательно, уравнеше 

ру 

имфегь  безконезио болышое число дёлыхь р®шен: уравненю 

удовлетворлють каждое пфлое зиачеше у и соотвФтетвующее ему зва- 

чеше 2, вычисдяемое по формул (а). Обозначая буквою п произвольное 

цвлое чиело (положительное или отрицательное, а также и 0), мы р ше- 

н{е разсматриваемаго уравненя можемъ выразить въ общемъ ви дв 

«лЪдующими формулами: 

у=и 

#=т р". 

$ 590. Отыскане решешя уравнен:я общаго вида. Рышене уравнея 

ау 
45* 
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въ иблыхь числахь можеть быть приведено къ рёшеню уравненя вида, 

`разсмотрённаго въ предыдущемь ларатрай, при помоши премовъ, кото- 

рые сначала понажемъ на частномъ примёрё. 

Положимъ, чта требуется рить въ пфлыхь числахь уравиене 

4715-14904. 

Рыпивъь это уравневе относительно у (но причин», выяспяемой ниже, 

мы р®шаемь его относительно тото неизвфетнаго, предь которымъ коэффи- 

щенть меньше), мы находимъ: 

4 4те 

у 14 

Если мы дзлимое получениаго выраженя раздёлимь почленно, то 

нослёднее принимаегь видъ: ° 

который можеть быть звмФиенъ слёдующими: 

8 5 
-=64 —82—— НЯ 9 

8—5 

14 
у—=64—35- <. 

Видомь послёдияго выражещя отчетливо указывается, что зиаченя у 
будуть пЪлыя чиела при вевхь т8хь цфлыхь значешахь 5, которыя превра- 

8—5 
щають частное — „въ плое число. 

Обозначивъ” это частное буквою а и приведя уравнеше 

8—5 

14 
==а ... (а) 

къ виду: 

52 4а=8 ... (8), 

мы убфждаемся, что задача приведена теперь къ рёшен!о въ двлыхь чис- 
лахъ новаго веопред®леннаго уравнен!я, у котораго коэффимевтъь при 
одномъ изъ нензвЪотныхь меньше, ч6мь меньшй изъ коэффищевтовъ въ 
данномь уравнении, а другой равенъ этому поелфдиему коэффищенту. 
ено, что если мы поступимь съ неопредфлениымь уравнешемъ {В) такъ же, 
какъ мы это сдблали съ даннымъ, то должны будемъ получить новое съ еще 
меньшими коэффищентами; и ясно также, что рфшая данное уравнене 
и получаемыя новыя всегда относительно того неизвёстиаго, предь кото- 
рымъ ноэффищенть меньше; мы скорфе будемъ приближаться кь пёли, 
т. е., сворфе получимъ такое уравнене, до какого мы указаннымь способомь , 
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какъ это доказывается въ слфдующемь параграфЪ, веегда долины дойти, 

а именно уравнене съ козффищентомъ 1 предь неизвфетнымь, 

Рынивь уравнеше В отвосительно 2 и исключивь изъ полученнаго 

зыраженя цёлыя, какъ это было едёлано выше для у, мы находимъ: 

3—& ге" ар. 
3—4 

Обозначивъ теперь чаетное —_ букзою Ви р®шивъ относительно а урав- 

нене 
3—4 Ре, 

5 

принимающее посяф приведеня въ порядокъ видь 

4а-+55=3... (3), 

мы находимь: 
3 

= 5+ = (т. 

Полагая, наконець, 

о. @. 

мы изъ уравненшя (5) получаемь уравнеще 

$--4е=3... (®), 

въ ноторомъ и въ самомъ дв коэффищенть передъ однимъ изъ неизвьфотныхь 

есть 1. 

А отсюда мы иуфемь 
ь—=8-4е {ТУ). 

Чрезъ подетановку этого выражен я выЪето Ь въ выражене ПТ мы на- 

ходимъ: 
а фе {846-46 =—8-60 ИВ), 

а посредствомъ подстановки послдияго выраженя и выраженя (ТУ) въ 

формулу П получаемъ: 

ЕЕ 94-6 -—1—2(—8--59) (8—1) =Ю-—14е (18). 

Если мы, наконець, нодставимь выражешя (П2) и (18) въ формулу (1), 
то находимъ: 

у=64—8(10— 140) +8 -5е) =в1 --4Те. (18). 

` Выраженя (8) и (12), т.е, 
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и составляють въ общемъ вид р шенте даннато уравненгя, 

въ чемь можно убфдиться и чрезъ подетановку въ него нфликомъ этихъ фор- 

муль. 
При всякомь произвольном пфломр значеши с ови дадуть 

цёлыя значеня хи у, удовлетворяющя данному уравненю. 

$ 591. Возможность цзлыхъ риюнШ уравненя ах --ву-е. Если мы 

обратимъ вниман!е на козффищенты предъ неизвзетными въ уравненяхь {8), 

и (®), кайденныхь пами въ предыдущемь параграф, то оказывается, что 

коэффищевть 5 передь х есть остатокь оть дВлешя большаго коэффищента 47 

въ данномъ уравнении на меньшйй 14, что коэбфищенть 4 передъ а есть оста- 

тонь оть двленя этого числа 14, которое въ уравнеши (8) есть больший 
козффищенть, на названный оетатокь 5, который въ томъ же уравнени 

есть меньший коэффищенть, и что, наконець, коэффищенть 1 предъ В есть 

остатокъ оть дфленя названнаго числа 5, которое въ уравнени (у) есть 

больший коэффищенть, на прежей остатокъ 4, который въ этомь послФд- 

немъ уравневи есть мепьший коэффищенть. Оказывается, слЪдовательно ‚ 

что коэффищенты въ неопредфленныхь уразнешяхь, выводнмыхь изь 

даннаго при рёшенш его, суть дБлители въ томь рядё дЪленй, который бы 
намь пришлось произвести, если бы мы отыскявали общаго наибольшаго 

дБлителя для коэффищевтовь при неизв®стныхь въ данномъ уравнени. 

Но такъ какъ мы эти коэффищенты теперь преднонатаемь числами взаимио- 

простыми, т. е. такими, которыхь общий наибольший дфлитель есзь 1, то, 

решая уравнене вида 

аз -у=е 

способомъ, изложеннымь въ предыдущемь парахрафВ, мы всегда в конуть 
зониовь долоюны будемз дойти до уравненая с коэффилиентомь 1 при одномь 
435 неизеетныть. 

Но такое уравневе, какь это уже разъяснено было въ $ 589, имфеть 
безконечио большое число пблыхь рашевй. Изъ каждато же ршеная на- 
званнаго поелфдняго полученнато уравненя мы путеме подстановокь, 
опиваиныхь вь предыдущемь параграф®, находимъ одно рёшене даннаго 
уразненйя, которое, слФдовательно, также должно имть безконечио большое 
чиело цфлыхь рёшен!й. 

Результать послёднихь налтихь разсужденй мы можемъ зыразить такъ: 

Теорема. Уравнене 

ахуе 

допусклеть безконечио большое число цёлыхь решен, если в, Би с суть 
ифлыя числа и притомь а и Ь числа взаимио-простыя. 

$ 592, Завиеммость общаго рышеня ур. ах] Ъу-е оть кооффицен- 
тевъ посяфдваго. Въ общемъ ршени  уравнен1я, разсмотрннаго 
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въ $ 590, мы видимъ, что коэффищентами произвольнаго цфлато числа с 

являются коэффищенты при нензвфотныхь, одннъ со знакомь --, другой 

60 знакомь —. Что это не случайное совпадеще, получившееся только въ 

раземотрённомь решен и, а соотьЪтетвуегь н®которому общему правилу, 

это подтверждается слёдующимь предложещемъ, справедливымь не только 

для цлыхь значенй буквы и, но и для всякихь другихъ: 

Теорема. Если уравнен1ю __ 

ах-Ну=е 193 

удовлетворяютъ значен1я 

— 

у—В, 

то ему удовлетворяют также вс значен1я 

т=ат 

у—В-ат. 

`Предп. Уравнене ах {-Ъу=е превращается въ тождество при значенять 
3—0 и ув. 

Утв. Уравнене ах--Фу=е превращается въ тождество также при зна- 

ченяхь 2=а и у=8-рам. 

Док. Подставивъ въ уравнеше 

а Ву 

значентя 
дёаНт 

у=Вом, 
мы получаемъ: 

а(а-ъа) НЫ В-рап)-=е 
или 

вазофо - рабт=о, 

то есть 
аа =с, 

сафдовательно, равенство, которое но предноложеню есть тождество, чёмъ 
теорема и доказана. 

$ 593. Опредфлене общато рев ур. ах--Ву=е одною системою 
корней его. Только-что доказанная теорема оказываеть при рёшеши не- 

опредвленныхь уравнен!й весьма значизельную пользу. Она позволя- 

еть сразу писать общее рёшеве веопредфлениато уравнешя 

ве ус, 
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когда извЪстио какое-либо одно рёшеше его, хотя бы даже угаданное, что 

едЪлать инотда бываеть очень легко. 

Прежде, однако, чВиъ пристулить къ поясненю сказаннаго примёрами, 

разсмотримь, какь получается наилучший видь общаго р8шевня, а зат6мЪь 

ифкоторыя упрощения, нозволяюния скорЪе найти систему корней, удовле- 

творяющихь уравнению, 

$ 594. Мавлучлий задь общего рёшешя. Положимъ, что дано 

‘уравнене 
41=—1Зу=27 

и что мы какимъ бы то ни было способомъ нашли зиаченя 

2—1652 

у= 85, 
удовлетворяюнщуя ему. Въ такомь случав общее рёшене этого уравненя 

мы можемъ написать такъ: 

2—152 +78 
у— 86-Нал, 

Нолатая п равнымъ —1 и —9, мы нолучимъ значешя 

которыя между прочимь также составляють системы корней, удовлехворяю- 
щя данному уравненю. Исходя изъ послёдией изъ нихъ, мы имфемь право 
общее ржеше уравнешя нисать также въ видЪ: 

2=6--73% 

у—8--4 я, 

Полагая теперь и=0, мы получимъ въ наименьшихь возможныхь положи- 
тельныхь пёлыхь числахь рьшен!е уравнешл. 

Подобнымь образомъ можно всегда формулы общаго ршен1я 

хо 
у=В аъ 

замфнить другими 

даа 
у= 

вь которыхь по абсолютной величин? о; будеть меньше $ или Вь меньше а. 
Такой видь мы н будемъ исетда придавать общимь рышешямъ неопредёнен- 
ныхь уравненй, А что онъ всегда возможенъ, это докажемь слёдующимь 
образом: 
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Чеорема. Уравненю 

ав-- уе 

[ем. 5 588] удовлетворяють между прочимъ всегда 1 положительное и 1 от- 

ринательное ифлое значене одного изъ пеизвфетныхь, меньшее по абсолюг- 
ной величин, чВмь коэффищенть при друтомь неизвфетномь, вмёст8 съ 

соотв тетвующимь ‘значенемъ этого послфлняго неизв®стнаго. 

Дек. Положимъ, что уравнеше 

аа Ву=е 

удовлетворяется въ цфлыхъь числахъ значен ями 

у. 
Въ такомь случаЪ ему удовлетворяють также, но теоремВ 197, вс 

значен!я, выражаемыя формулами: 

д=Фат 
у—ВТал. 

Если абсолютное значен1е я не меньше абсеолютнато значешя $, а, но- 

ножимьъ, равно ему, то достаточно взять я равнымь +1 или —1, чтобы 

получить #=0,слфдовательно значене этого неизвЪстнато меньшее, чёмъ | ъ | 

которое выВётВ съ соотвтетвующимь значешемъ у удовлетворяеть урав- 

нентю. ` 
Если же абсолютное значене х больше абсолютнаго значеня $, то до- 

статочно избрать предъ 6 тоть изъ знаковъ, при которомь аи будеть 

разность двухь равнозначныхь чисель (обозначимь абоолютное значене 

этой разности |а+5в|) и х равнымъ частному оть обыкновеннаго ариемети- 
ческато дБлеНя | а | на [Ь | ‚ чтобы было 

<1ь1. 
Вь самомъ дёлБ, назвавъ г остатокь отъ такото двлешя, мы имемь: 

| ®Ев» | *). 

=|*|. 

Но такь какъ при дВлени упомянутаго рода остатокь меньше дЪли- 

теля, то Вет съти 

Сявдовательно, 

р «ВЕ, 
то есть, и въ томъ случа®, когда 

[81 |8Т, 
*) Дълимое равно произведено дфлителя на частное плюсъ остаток, слЪд., 

оетьтонъ равняется произведению дфлителя на Чвстнов минусь дьлимое. 



— 114 — 

можеть быть найцено такое значене з, прин которомф х по абеолютной 

величин будеть меньше абсолютнаго значеня $. 

Полатая и раввымь 0, 1, 2, Зит. д., а тающе равнымь —1, —2, — 

ит. д., мы вндимъ, что разность между ближайцеаии другь къ другу двумя 

звачентями 2 всегда равна Ъ. Жоли мы нашли положительное значене с 

меньшее, чёмъ |} В и пазовемъ его а;, то елдующее большее будеть а, + | ь] , 

сл$довательно, больше, чВмЪ | ъ | „а предшествующее ему меньшее должно 

бытьа,— | ®}| ‚ слЬдовательно ‚чиело отрицательное, но по абеолютной веля- 

чин$ своей также меньшее, чфмь | Ъ |. Если же мы нашли отрицательное 

значене 2, абсолютное значене котораго меньше, чВиЪъ абсолютное зна- 

чене $, и назовемъ его —&', то елфдующее болынее значене х будегь 

—’-+ | ь | ‚ елёдовательно, положительное чиело, меньшее, ч$мъ | ь | , 

а предшествующее ему меньшее должно быть —я”— | 6 | или | р, 
слЪдовательно, число по абеолютной величин своей большее, чёмъ | ъ | . 

Такимъ образомь мы видимь, что, дЪйствительно, между 0 и 6 и 

между 0 и —Фесть по одному цёлому значению 2, которыя вмфетв съ соот- 

вфтотвующими пфлыми значенями у удовлетворяють данному ураввеню. 

Отхкосительно у теорема доказывается, конечно, такимь же образомъ. 

ели бы неопредёленное уравнен{е гласило: 

тат =р 

и въ немъ были аи В неизвЪетныя, то рёшивъ его относительно &, мы по- 

лучиля бы 

та Рота 
в 

На основан и этого мы ивъ доказанной теоремы выводимь слфдую- 
шее заключене, нозволяющее чаето скорфе вайти рёшене неопредёлея- 
наго урзвненщя. 

Ри 
Стбдотве. вот, въ которомь ве буквы означають п®лыя 

числа *), притомь т и в взаимно-простыя, должно быть цфлымь числомъ, 
между прочимъ, и при одномь положительномь значеши а менынемъ шо 
абсолютной веянчияз, чВмь п,и при одномь отрицательномь такомь же 
значени. 

Примбръ. 

5—3 
Частное та дьзается равнымь —2 при а-=13 и превращается въ 1 

при а=—4. 

* ВоВ он могуть означать и положительныя в отрицательныя числа, но 
ти я при этомь не должны только означать 0. 
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$ 595. Упрошеше чрезъь вынесеше въ чиелителягь общаго иножи- 
теля за скобки. Рыная уравнене 

812-238-179 

относительно у и исключая вь полученномъ выраженн нзлыя тажимь 
образомь, какъ это указано было въ прим$рЪ, раземотрЬнномъ въ $ 590, 

мы находимь, 
179-—Вы 3 18 18= 

у в 
ы 23 23 

18—12 
Жоли бы мы теперь частное ——3 обозначили буквою в, то вь порядиф, 

указанномъ въ названномъ паратраф®, намъ пришлось бы рёшать уравнее 

18—12: 

23 

которое посл приведенйя въ порядокъь принимаегь видъ: 

125--23а=18. 

Но, обративь вниман!е на то, что въ дёлимомъ назвавнаго частнаго 

можно вынести за скобки общаго миожителя 6, мы выражению для у мо- 
жемь придать видь: 

3—2 
у=7—82-6 . => 

поел чего дфлаетея яснымъ, что достаточно при цфлыхь значевяхь г 

83—% : 
частному 58 быть цфлымь числомъ, чтобы и зкачее у было цфлое. 

Полагая поэтому 

3—2 рые 
23 

и находя отсюда 
22 28а, =8, 

мы этимь нослфднимь уравнешемь замВняемь уравнене съ неизвестными х 

иа, которое менфе удобно, потому что въ немъ коэффишенть прелъ = больше. 

Рашан это болфе удобное уравнев1е относительно 2 и исключая опять цф- 

зыя, мы находныъ: 

= 
22 т = па. 

Полагая теперь 
1— 

мы получаем: 
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а подставляя это выражене вмвето а, эъ выраженя для зи у, въ общемъ 

видф ршеше уравченя: 

х=1-11а—2-6, 

то есть 

х=—10+-23 в; 
у=1—8(—10--236) 61—25), 

то есть 
у=43—81 6. 

$ 596. Друкой случай упрощенёя чрегь вынесен! въ чиелителВ за 

екобки общаго множителя. Воли въ уравненш 

ах-НБу=е 

свободный членъ с и одинъ изъ коэффищентовь предъ неизвфстными числа 

не взаимио-простыя, то можеть быть полезнымь общато наибольшаго д®- 

лителя ихь вынести общимь множителемь за скобки еще до исключещя 

цфлыхь. Возьмемь дяя примфра уравнене 

290%—91у==795, 

въ которомъ свободный членъ и коэффищентъ предъ х длятся на 5 и на 29, 

едЪд.. и на 145. Рышивь это уравневе отпоснтельно у, мы поэтому полу- 

ченное выражене 

_ 2902—1795 
= 

можемъ преобразовать тавъ; 

Тенерь досталочно найти, кан пфлыя значешя х превращають част- 
2—5 

ное а” въ цблыя числа, чтобы имфть цфлыя рёшеня разсматриваемаго 

уравненя, такъ какъ при такихь значеняхь д и значеня у будуть ифлыя. 
2—5 . 

Въ частномь же 17 коэффищенть предь х меньше, чмь въ дробной 

2905—1725 части выражен я, которое бы мы нолучили, если бы изъ частизто р - 
исключили цёлыя. Потому мы, примвняя разъясняемое теперь упрощенще, 
скорЪе получимь цфлое рёшен!е уравнешя. 

Полагая 

2—5 
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рЬшая полученное уравкене относительно 2 и исключая пфлыя, мы на- 
ходимъ: 

21=91а--5 

21а-5 в-1 
ха — 

2 

Полагая, наконець, 

а31_ 
5 = 

мы имфемь: 
в=25-—1, 

слёдовательно, 

1—10(95—1)--2--=216—8 
у-=145а—=145{25-—1). 

Формулы 

&=21—8 

у=145(25-—10) 

представляють собою общее рфшен!е раземотрЪннаго уравненйя: какое бы дз- 

ое вначен{е мы въ нихъ вмФето ни подставили, мы всяк разъ получимъ 

систему цфлыхь корней, удовлетворяющую этому уравнению. 

$ 597, Упрощене чрезь превращене чнелителя въ 0. Рыпен!е только- 

что раземотрфннаго въ $ 595 уравнен1я можно было бы закончить удобнфе, 

чёмъ это нами было сдЪлано. Числитель дроби въ выражени 

1— 
х=1 Ма, -- 5” 

при а-=1 превращается въ 0, г потому при этомъ значен а; и вся дробь 

въ 0. СлФдовательно, достаточно взять а: =1, чтобы навудобнъйшимь спо- 

собомъ доститнуть цёлаго значеная х, а виБст6 съ тВыъ и цлаго вначеня у. 

. Такимь образомъ, мы находимь 

=—20 

9—43, 

а отсюда, по теоремВ 197, то же общее рфшеве уравненя: 

которое нами было получено вые. 
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Подобнымъ образомъ можно посредствомъ превращен я въ 0 числителя, 

содержащаго уже неизвфетиое съ коэффищентомъ 1, заканчивать рёшене 

всякаго уравневя вида 

ах-Ну с, 

допускающато нёлыя рёшевя. 

$ 598. Упрощен1е чрезъ отмекан!е дфлаго значеня чаетнаго поеред- 

етвомъ подетановокь вли чрезь угадывавйе. Иногда же бываеть очень 

‘удобно еще до полученшя чнелителя, содержащаго неизвфотное съ козффи- 

щентомь 1, найти систему дфлыхь корней, удовлетворяющихь данному 

уравненю, путемь примнешя теоремы, приведенной какъ елфдетве 

вЪ $ 594. 

Можно, конечао, эту теорему примёнять въ любому изъ частныхъ, 
съ которыми мы имБемь ДЬло при рышени неопредфленнаго уравиея. 

Но если дёлитель этото частнато большое число, то подотановка чисель 
9,1, Зит. д. выбето буквы въ дВлимомь можеть инотда и очевь не скоро 

довести нась до того значен!я ея, при которомъ частное станеть цфлымъ 
числомъ. Зато иногда бываеть очень легко угадать такое значене ея. Такъ, 
иапр., ифть ничего легче, какъ увидьть сразу же, что при а=2 чаетное 
2а--1 55-1 
— прзвращается вь 1, или что при 5==3 частное - т дЬлается фав- 

нымь 2. Въ такихь случаяхь можно только рекомендовать разематря- 
ваемое эдфеь упрощеше. 

$ 599. Упрощене чрезъ примфнене отрицательныхь остатковъ. При 
упоминавшемся неоднократно выше исключени цфлыхь можно достигнуть 
ниотда меныляхь по абсолютной величин остатковъ, если частное брать 

на 1 больше, чЁмъ это полатается при обыкновенномь дВлени. Въ елу- 

чаяхь примфненмя такого према мы, конечно, будемь получать отрида- 
тельные остатии. Прфемь же можеть быть полезевь и въ друтомь отношенш: 

можно посредствомъ его инотда получить въ дфлимомь члены съ общим 
множителемь и этимь упростить рёшене. 

И то и другое упрощеше достигается заразъ примфяешемъ разсмазри- 
ваемаго пруема въ слёдующемь прим рф. 

Рьшивь уравнен1е 

745а—112у-86 

относительно у и исключивъ иблыя обикновеннымь способомъ, мы полу- 
чили бы: 

п вььй = а 
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Телерь пришлось бы продолжать рёшеше, полагая 

13х—86 
а, 

112 

приводя лослёдиее уравнен{е въ порядокь и т. д. 

Но если бы мы при дБленш на 112 первымъ частнымъ взяли 7х выЪсто 

6х, а вторымъ 1 вмЪсто 0, то получили бы: 

2 
=7т--1-13 .- . 

112 та 
39% 26 \ —39х--26 

у=72— ) =7: — 
112 112, 

2—3: 
Если бы мы обозначили частное 18° кавою-либо буквою, то по 

‘теоремЁ, доказанной въ $ 594, и по слёдотв!ю изъ нея должно быть воз- 

можно одно положительное п одно отрицательное значеше х, при которыхъ 
збеолютное значен1е $ равно 1 или 2. На основания этого такое вначене 

легко подыскать въ ум$: абсолютное значеше х должно быть чнело, близкое 

кь тому, при которомъ 3х равно 112 или 2.112; раздёливь поэтому 112 

на 3, мы находнмь 37, а взявъ х равнымь 38, мы получаемь 

3—3 =; 
112 

взявь же х раввымь —74, мы получаемь 

Но если д=38, то у==252. ОлЪровательно, общее рышене нашего 

уравненя, по теоремВ 197, должно быть: 

38-12% 
у—959--745н. 

Еели бы мы это уравнене ршали бевъ примфненныхъ нами упрощен, 

то намъ понадобилось бы 6 новыхъ неизвфетныхь а, Ъ, с, деи}, и ши 
помощи } мы выразили бы общее рышене; упрощеня же эти намъ лозво- 

лили найти это рЬшен{е, не изодя ни одного вепомотательнаго нанзаёстиаго. 

$ 600. Примры. 

1) Для сравиешя р®шимь еще разъ уравнене 

475-З4у=904, 

рщенное ками въ $ 590 безъ примфнешя какихъ-либо упрощевнй. 
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Рьшивъ уравнеше относительно у, возьмемъ при исключени ц®лыхь 

частныя равными 65 и 4х, волфдотье чего остатки получатся отрицательные, 

выражее же для у примегь видъ: 

3—2 9—6 654+ об-е И. у—65—4х а 65—45 +: та 

Теперь мы на основания теоремы, доказанной въ $ 594, и елфдетвя 

изь нея видимъ, что должно быть возможно одно положительное и одно 

отрицательное еначене 2, при которыхь абсолютное значен!е частнаго 

32—2 
4 равно 1 или 2. Какь въ задачь, разсмотрЪвной въ $ 599, и здЪь 

легко кайти въ ум%, что названное частное превращается въ -—1 при х=—4. 

Вь этомь случаВ у=78. Опфдовательно, общее рыншеше уравненя будеть: 

х=—414в 
у= 78—ч1т. 

Полатая и=1, мы изъ этихь формуль находимь систему корней: 

#=10 

у=81, 

а изъ вея общее рёшен1е уравневя въ томь вид, въ какомъ оно было 

получено въ $ 590. 

2) Если требуется рышить въ цфлыхь числахь уравнеше 

175 —56у—46, 

то посл рЪшенвя его относительно х удобно примфнить отрицательный 

остатокь при дфлеши перваго члена дВлимаго на 17. Такныь образомъ 
получается: 

1 : 
Здфеь въ частиомъ т коэффищенть при неизвЪетномь уже ра- 

ры 1; слБдовательно, мы можемь продолжать рёшеве, разсуждая такь 
ем. $ 597]: 

у 
При у=1 частное 7 превращается въ 0; въ этомъь случаВ х=6. 

А потому общий видь рёшен!я даннато уравненя долженъ быть: 

2—6 --56% 
у=Е-а7. 

3 501. Уравнеше ах -Ъу--0. Въ томь частномъ случаЪ, котда вь урав- 
неи 

аз-РВу-е 
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правая часть равна 0, оно удовлетворяется зкаченяии 

х=0 

у=0. 

Слфдовательно, общее рёшензе его должно быть, по теорем® 197, 

ж=0-+Ъя 

О ан 

или 

у=тат. 

$ 602. Положительныя ифлыя рненя неопредВленнаго уравнен1я. 

До сихь поръ мы ограничивали число рёшенй неопредЬленяаго уравнен1я 

требовашемь, чтобы ршенЕя были пзлыя. Но весьма чаето къ нимъ предь- 

нвлается еще требоваюе, ттобы онн были, кромЪ того, и положительныя. 

Если мы общее ршеве уравнетя 

ах-РБу= 

какъ въ 8 592, выразимь формулами: 

—а-ЕРь 

= В-а». 

то постёднее требован!е можеть быть выражено неравенствами 

а т>0 

ВЗат>0, 

рышизь которыя, мы и найдемь искомыя значеня неизвфетныхь. 

"Такъ мы виднмъ, что рёшене неопредВленнаго уравненя въ цюлыгь 

полоокительныхь числахъ отличается отъ раземотрннаго вамя уже рЪ- 

шентя его въ злълыть числать только тмъ, что теперь ходь рЫшеня долженъ 

заканчиваться прибавляющимся рышен1емъ системы 2 неравенетвъ 1-ой сте- 

пени съ 1 неизвфетнымъ. 

$ 608. Случаи, когда рымевю въ цфлыхкь положитечьныхь числах 

невозможно. Ясно, что при услояхь, при которыхъ вообще невозможны 

пфлыя рЫшевя неопредфленнаго уравнен1я. невоззюжны и цёлыя поло- 

жительныя р®нен1я его [теор. 196], что сумма двухь ноложительныхт, 

чисель ие можеть быть отрипательнымь чиеломь, а сумма двухъ отрица- 
тельныхь чисель чиеломь положительнымь: п что если а-|-Ь>е или, что 
то же самое, а. 1-5 .1>е, то аз-у врю положнтельвыхь излыхь зна- 

чешяхь ди у пе можеть равняться ©. 

46 Барков. Руководство алгебры. 
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Ивь сказаннаго слбдуеть, что требованте, чтобы р ше- 

н1я уравнен1я 

ах НЪу=е 

были цфлыя и положительныя, невынолнимо; 

1) если коэффиц!енты аи суть кратныя одного 

и того же числа, которое въ с не содержится; 
2) если ноэффияц1енты зи Биифють оба знаки, 

противоположные знаку чнола с; и 
3) если а, Бис положительны и притомъ а-|-$>е, 

или же а, фи с отрицательны и притомъ а{<е. 

$ 604. НеопредЪленныя уравнения, допускаюцуя конечное число поло- 

жительныхь джлыхъ рБшенй, Если въ неопредфленномъ уравненйн коэффи- 

менты передь неизвфстными н свободный членъ всБ отридательны, то, 

перемёниеь знакн, мы получимь предъ всзми этими числами знакъ -|. 

Поэтому и кь уравкещямъ, въ которыхь вс эти числа отрицательны, 

относится все то, Что мы найдемь, предположивь, что въ уравнеши 

ах -фу=е 
а, Би с положительны. 

Положимь, что при этомъ услови найдено общее рёшеше уравневя 

(или э=а— фи: у ап). 

РьшивЪ въ такомь случаЪ неравенства 

з-5">0 

8—а">0 

(или соотвтетвенно неравенства: 

а—">0 

В--аи>0), 

мы узнаемь, что т рёшеня уравневя будуть нвлыя п положительныя, 
хоторыя получатся при дёлыхь значешяхь ®, удовлегворяющихь усло- 
вамъ: 

>">—* 2 и>— 
в ъ 
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{или соотвётетвенно 

а в >> :} 

Изъ этого же слфдуеть, что рёшенй при этомъ должно получиться 

а 
отолько, сколько заключается ивлыхь чисель между в =; (или еоотвФт- 

в 

а 
ственно между и) А закь какъ между назваяными дробямй можеть 

в 

и не оказаться дёлаго числа, то можеть случиться, что уравневе 

вгу, 

въ которомъ а, Ви с числа равчозначныя, не долускаеть ни одното рётеня 

въ положительныхь нфлыху числахт,, хотя бы уравнеше и не представляло 

ви одиозо изъ случаевъ, перечисленныхь въ $ 608. 
Изъь веего сказаннаго здфеь мы занлючаемь слдующее: 

Если въ уравнентч 

ат Фу 

а, Би счисла равнозначиыя, то оно допускаеть 
конечное число положительныхъ цфлыхъ р ше 

н1й, иногда же и ни одного. 

$ 605. НеопредВленныя уравнешя, допускаюня безконечне много 

положительныхь ифлыхь рёшенй. Если въ неопредёлениомь уравнения 

коэффишенты передь неизвьзетными имфють противоположные знакн, то, 
предполагая а и 6 числами збеолютными, мы такое уравнене можемъ 

представить въ общемь вид такнмь образомь: 

ах уе, 

такь какъ вфдь безразлично, которое изь неизвфехныхь мы назовемь с 

и которое у. 

Общее рышевше этого уравненЁя будеть, по теоремё 197: 

&—=а-Нт 

у—В-Рал. 

Эти формулы указывають, что въ разсматриваемомъ случав хи у, 

оставаясь положительными, могуть дёлатьея все больше и больше безь 
конца. 

45* 
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Нанменыпимь цблымъ значеемь и, удовлетворяющимь системЪ ве- 

равенствъ: 
&-ЕРЪ>о 

В-ат>0, 

опредБляются ваименьция положительныя цфлыя значеня хм у, удовле- 

творяющя уравнению. 

Выводь же изь сказаннаго относительно числа рфшонЙ мы можемъ 

выразить тажъ: 

Если въ уравнен!н 

аз фу 

числа а и Ь разнозначныя и взаныно-простыя, 

то оно допускаетьъ безконечно много поножи- 

тельныхъ цфлыхь ра шен!й. 

$ 606. Резюмироваще правила рёшешя ур. ах |-Ву-—е въ положи- 

тельныхь цълыхь чиенахъ. Резюмируя вое изложенное въ этой тнавЪ, 

мы можемъ указашя, какь должно рЪшать въ положительныхь илыхъ 

числахъ уравнен вида 

ах НФу=с. 

выразить такимъ образомъ: 

Правило. Для рьшеная вь положоительныхь урьлыть числать неотре- 
длъленнаго уравиеня первой степени ©5 8 неизвьстными нужно: 

1} сначала убъдиться, не представляеть ли уравнене одинь изъ елу- 

чаевъ. когда рюшене его 85 цълыхь числах невозможно; 

3) рьшить уравненае относительно того неизвъетнаго, предь которымь 

хозффищенть меньше; 
3) неключить изь полученнаго чаетнаго чтъяыя, примъияя отрицатем- 

ные остатки, гдъ этимъ достигается упрощенле; 

4) испробовать, нельзя хи легко найти такое цтълое значене другого. 
нензвъетнаго, при которомъ дробная часть выразженя для перваго нецавьету- 
наго дьяаетея цьлымь чнеломь; 

5) если посльднее че удается легко, то названную дробную часть обозна- 

чить буквою и рлъиить 5 чълыть числахь получающееся новое неотредьленное 

уравневе, примтняя опять всь возможныя упрощеная; 
8) евли понадобитея введенае еще вепомогательныхь неизвъетныхгь, то 

и с5 ними поступать такимь оке образомь; 

7) найдн. наконець, чрьлое рьшеше. произвести, идв обратно, подепиз- 

новку получающиеся корней во выраженая для веьхь неизвюетныгь, относи- 

тельно которыхь ртяналиеь вспомогательныя уравненая и ураененае данное; 

8) найдя танимь образом систему корней, удовлетворяющую данному 
уравнемю. напиешть общее рьшенле; 
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9) полагая формулы этого ръшеная каокдую больше 0. рлъинить полу- 
чающияся такимь образомь неравенства: 

10) опредьлить, кая чльлыя числи удовлетворяють ръшенямь по- 

сльднихь, и 

11) подставляя эти числа в. формулы общаго фъщенля, составить 

зтабличку получающилея рьшенй. если число ихъ конечное. 

Прим ры 

Задачи 1. 

Найти положительныя нфлыя рЪшен1я уравнешя 

155-+41у=1168. 

Ришене. 

Рьшивъь уравненйе отноеительно г и исключивъ изъ нолученнаго выра- 

женя цфлня, мы находимь: 

1168—41 8--44 2 
=—- У —17--зу-- + 9 т. Зу--4. ту 

15 15 15° 

2 
Чветное = при у-=—2 превращается въ 0, при значеши же у==13, 

которое на коэффищенть при х, т. е. на 15 больше, это частное превра- 

щается въ 1. Вь послднемь случа 1=42. Отдавая предиочтене этимь 

послёднихь значенямь нензвзетныхь, мы получаемь наилучший видь 

®бщато рёшен!я даннаго уравнещя: 

2=42—Чп 

у=13-ви. 

Рьшен!я будуть положительны, еели 

42—41т>0 
18-15п>0, 

значить, если 

слдовательно, пря в=0 и при п=1. 
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СлЬдующею табяичкою, содержащею оба ршетя уравнешя, унказы- 

вается и вычиелене ихъ: 

Задача 2. 

Найти положительныя цфлыя рёшенн уравненшя 

16#—21у=85. 

Рьшеше 

Рьшая уравнене относительно 2 и исключая изъ полученнаго выра- 

женя пфлыя, мы ваходимъ: 

35-21у 3-5, 
ные >. 

16 + 16 

Полагая 

мы имфемъ: 
5у=16а—8 

16—83 3 

Слёдовательно, въ общемь вид рёшеше можеть быть изображено 
формулами: 

даа аь 
у 9-16. 

Н 6езъ рёшенЁя неравенсть видно, что нанменьшее я, дающее лоло- 
жительныхя дёлыя рёщевя, есть п-=0, что, слфдовательно, эти формулы 
представляють нзнлучний зндъ общаго решения. 
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Изь безконечнаго числа рёшен приводихь лервыя въ слёдующей 

табличь$; . 

Задача 3. 

РЬшить въ положительныхь цфлыхь числахь уравнен1е 

Э&+Цу=7®. 

Римшене. 

1 
При у=—1 частное ых превращается въ 0. Въ этомь случа +=9. 

‘СОлфдовательно, общее рЬшен!е уравневя можеть быть иредотавлено 

ВЪ ВИДВ: 

Рапешя будуть положительныя при услови, что 

9—11*>0 
—1 + 9#>0, 

снфдовательно, еели 

э 1 
Но такъ какъ между числами и и 5 цфлыхь чисель нЪть вовсе, 

то значить вообще не существуеть положительныхь цёлыхь значевй 
нензвжстныхь, которыя бы удовлетворяли данному уравнению. 

Задача 4. 

Решить въ положительныхь цёлыхь чиелахь уравнеше. 

515—84у25 
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Римценё. 

Такь какь коэффищенты при неизвзетныхь суть кратныя числа 17, 

не содержащатося въ 25, то, по теорем 196, денное уравнене не толька 

положительныхь цфлыхь, но и вообще цёлыхь реше не имфеть. 

Задача 5. 

Найти положительныя цфлыя рфшен1я уравненя 

192—140. 

„Рямценив. 

Какь разъясвено было въ $ 601, общ видь рЪжевйя должень быть: 

Задача 6. 

Изь двухъ чисель одио дёлится безъ остатка иа 7, другое на 9. Полу- 

чаюнияея при этомь частныя вмЪотф составляють 5. Найти эти чиела. 

Рюшеная. 

Искомых числа назовемь 2 и у. Въ такомь случа услов!е задачи выра- 
зитея уравиенемь 

ту 
5+-=5. 
75 

Но выфето того, чтобы, уничтожив знаменателей, рышать уравнене 
обычнымь порядкомь, мы можемь скорфе достигнуть цВли, разсуждая 
сзВдующимь образомт: 

Веякое число, дВлящееся безъ остатка на 7, имфеть видь Лт, всякое же 
зисло, двлящееся на 9, видъ 9%, тдф ри п означають произвольных авлыя 
числа. Полагая поэтому 

:—т 

У=9в 
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и подетавивъ эти выраженя въ уравнене, выражающее условя задачи, 
мы получаемъ: 

т--#=5, 

откуда 
т—5`—п, 

«лёдовательно, 

х=7(5—я} 

у 9. 

ТЛВ п по смыслу задачи можеть быть только 1, 3, 8 или 4. 

Такимь образомъ, получаются слёдуюнщя рЫшен]я задачи: 

$ 607. НеопредБлениое уравнеше съ нфеколькими неизвЪстными. Если 

дано одно уравнен1е съ нфоколькими нензвфетвыми и есть среди нихъ 

такое, у которато кооффищенть равень 1, то цвлыя рфшевшя уравнея 
получатся при веВхъ, какихь бы то ни было, ифлыхь значеняхь осталь- 

ныхь неизвфетныхь, послёдними же опредфляется значене перваго не- 

извЪетнаго. 

Жсли же ни у одного неизвфетнаго нёть коэффищента 1, то можеть 
быть выведено уравнене, имфющее этоть коэффищенть предь однимъ 

изъ нензвъетныхь, при помощи тёхъ же прРемовъ, посредствомь которыхь 
рышеве уравненя съ 2 неизвфстными вами сводилось къ рЬшено урав- 

меня, въ которомь коэффищенть предь однимъ изъ неизвфстныхь розвенъ |. 

Такимъ образомь можеть быть получен6о общее рф шен!е 

уравнен{я, въ которомь буквъ, означающихьъ произ 
вольных ц%лыя числа, будеть на одну меньше, ч$мъ 

неизв стныхъ. 

'ИмВя это общее рёшене, мы можемь найти и положительныя дёлыя 

значеня нензвфстныхь, удовлетворяющя данному уравненю. 

Прамфры. 

Задача 1. 
РЬшить въ положительныхь дёлыхъ числахь уравнеше 

БЕТ в. 
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Рилшенае. 
Рашивъ уравнене отвосительно 2, исключимь въ полученномъ выра- 

жен цзлыя: 

41—17 —82 1—2, —88 
виа я 
5 5 

Обозначнвъ посзфлнее частное буквою а, решимъ такизмъ же образомь 

‘уравнеще 

232 

относительно у: 

—2 -——. в—-|- 5 

1—а— 
Обозначивь частное буквою Ъ, мы находимь 

2=-—#в—2, 

посредствомь же соотвФтствующихь подстановокъ: 

у= а 

т=в--3а—В. 

Послфдн1я три формулы и составляють общее рЬшен!е даинаго урав- 
пеня. 

Условйн, при которыхъ эти формулы будуть означаль положительныя 

числа, выражаются системою неравенетвъ: 

1—в—25>0 
—1—а-35>0 
8--3а—5>0. 

Умноживъ первое изъ этихь неравенствъ на 3 и сложивъ получившееея 
чакнмъ образомъ неравенство еъ третьимъ, мы находимь 

—11-8>0, 
а отсюда 

4 
5<—1-. 

Н 

Сложивъ же умиоженное на 3 второе неравенство ©ъ третьямь, мы 
молучаемь 

5--85>0, 
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откуда 

5 
5>—. 

8 

Такъ мы узнали, чго для назвавной цёли а должно удовлетворять усзовтямъ: 

4 5 
—1->5> — =. 

7? 8 

Единственныя пфлыя числа, удовлетворяюния этимъ условямъ, суть0и1. 

Подетавивъ это значеше вмФето $ во всф неравенства сиетемы, мы находимъ: 

1-—в>0 —1-а>0 

—1—>0 п 3—4>0 
8-3а>0, 7-1 3а>0, 

откуда 

1 2 >42>—8;. 

Слёдовательно, для того, чтобы рёщеня были положительныя иёлыя, 

нужно взять 

или 
а=—2, Ь-—1, 

такь что результать можеть быть выражень такою табличкою: 

Задача 2. 

Рыпить въ ноложительныхь цфлыхь числахь уравнеше 

бд 20,4 952—10и =81. 
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„Рилшене. 

Уравнене это не донуекаеть никакихь цфлыхь ршенй. такъ какъ 

коэффищенты при неизвЪстныхь веё вкратныя числа 5, которое въ 87 не 

содержитея [теорема 1963]. 

$ 608. РАлнене неопредьленной сиетемы уравнений въ положительныхь 

иных числахъ. По теорем 158 система будеть неопредьлениая, если въ ней 

нензвфетныхь больше, чёмъ уравненй. Изъ разсуждешй же въ главахъь УПи 

УШ этой части намъ должио быть ясно, что изъ системы я независимыхь 

друтъ оть друга уравненй мотуть быть исключены (и—1) неизвЪетиыхь. 

Если, слёдовательно, система дана неопредфленная и въ ней (и--р) неиз- 

вфетныхь, то по исключени названвыхь (1) неизвветныхь должно 

получиться одно уравнене съ (р--1) неизвфетными. Найдя способомъ, из- 

ложенвымь въ предыдущемь параграфБ общее рёшеще этото послФдняго, 

ны для полученя значенй и исключенвыхь нензв®етныхь должны будемь 

формулы названнаго общаго рёшеня подставить въ одио изь уравненй той 

системы 2 уравненй, изъ которой было получено уномянутое уравиеше 

съ (р-1) неизвестными. 

Вообще и здЪсь должна производиться такая же подетаиовка въ системы, 

получавийяся постененно при исключенш неизвВетныхъ, каная бываеть 

нужна и при рёшени опредленной системы. Только здфеь каждая такая 

подстановна даеть новое неопредВленное уравнене, содержащее буквы, 
означающя произвольныя чиела въ общихь рёшенщяхь, и кром$ того одно 
изъ первоначальныхь неизвфстныхь. Каждое такое неопредфленное урав- 

нен1е должно быть рЫшено. при чемъ первоначальныя произвольныя 

величины замфняются все новыми. 
Произведя всв упомянутато рода подетановки и рёшивЪъ во упомяну- 

тато рода неопредфленныя уравнешя, мы въ конц концовь получимъ общее 
рЬЫшен!е всей системы, Вь какихь случаяхь формулы этого рёшешя будуть 
означать положиченьиыя числа, это узнается, какь это само собою разу- 
мфетея, путемь рфшеня неравенствь подобно тому, какь это уже было 
поназано. 

Примфры. 

Задача 1. 

Рашить въ положительныхь цълыхь числахъ систему уравненй: 

| 22—5у--62=48 
11=--8у-——82==155. 

Ризшене. 

Сложивъ первое изъ этихъ уравнений ео вторымь, умноженнымь пред- 
варительно на 2, мы получаемь: 

241 -11у=858 
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Для этото уравнен1я получается обычнымь порядкомь общее ршене: 

х=8-РИт 
у—26—24т. 

Подставивъ эти выражен!я вмЪсто хин у въ нервое уравнене данной 

системы, мы находимь: 

71т-Е32=86. 

{То же самое уравнен1е получается и при подстановк® этихь выражений во 

второе уравлеше, во посл6днее для этого неудобнЪе, такь какъ въ немь 

больше и коэффищенты и свободный члену). Изъ постЬдняго уравнен{я видно 

что 2 будеть цфлымь числомь не при вофхъ цфлыхь значешяхь т; а при 

какихь пмспно. это ноказываеть общее рф шен1е неопредвленнаго уравневйя 

71т 32-86. 
гласящее: 

2=5--Пи 

` За. т—= 

Пордставивъ посл$диее выражен вмфето т въ выраженя для д и у, мы 

похучаемь обний видъ пблыхьъ чисель, удовлетворяющихь данной енстемЪ: 

5—=14 33. 

у=8--72 

2=5-+1т (выражене для 2 здфеь только по- 

вторяется). 

Изъ этихъ формулъ получается при ч=0 положительное пфлое р№ёшеве, 

оказывающееся единственнымь возможнымь рышешемь такого рода, какь 
это мотло бы быть обнаружено пра помощи неравенетвъ, но видно въ дан- 

номь случаВ сейчаер же и безь пихъ. 

Задача 8. 

Найти положительныя цфлыя значеня неизвёотныхъ, удовлетворяющия 

систем уравненй: 

[ 82—бу--82= 19 
| деву 5—1. 

Раышене. 

Выятя изъ неркато уравненя второе, умноженное предварительно 
на 2, мы получаемь уравнене 

—ау-182=21, 



— 134 — 

общее ршене котораго есть: 

у=4-13ъ 
2=5-Н1ая. 

Подставивъ эти выражен!я во второе уравнее данной системы, мы на- 

ходимь лослВ приведеня: 

47—16 —=1, 

откуда 
#—т—8. 

(Если бы мы эти выражен1я подставили въ первое уравнене, то получили бы 

82—390—24, 

3 отсюда также 
1—4 3). 

Такь как въ этомъ уравнени козффищенть при х случайно оказалея 

равнымь 1, то х будеть цфлое чиело при всякомь цфломъ значени я и вы- 

ражается формулою 

х=8 я. 

Нриведенныя формулы для неизвжетныхь составляють общее рышщеше 

данной системы, Нри и=0 получаются нанменышя положительныя иёлыя 

числа, удонлетворяюнщия ей. Но вообше она допускаеть безконечно мното 

положительныхь пфлыхь ршенй: всякое полозкительное пёлое в даеть 

такое ршенте. 



ЧАСТЬ Ш. 

Дополнешя и прим$нения. 

А, Прогревеи и ихъ примфненя. 

ГЛАВА Г. 

Ариеметическая прогреесв1я. 

$ 609. Понте о рядЪ. 

Фпредёлене. Рядомъ называется посл $ дователь- 

ность чисель, изъ которыхъ каждое образовано 

изъ предыдущаго по одпому и тому же закону. 

Числа же эти называются членами рада. 

Такъ, нзир., ряды суть слфдующя 3 послёковательности чисель, 

каждая изъ которыхь содержить п членовъ: 

11 11 
ия 

1 

2 

1 
т 

Важн®йшая изъ задать, отиосящихся къ рядамь, есть нахожден!е суммы 
опредЪленнаго количества членовь даннахо ряда, такъ называемое с умми- 
рован!е рядовуъ, почему очень часто подъ рядомь понимають также 
выраженуе, предетавляющее сумму членовъ ряда. Такъ, напр., ряды будуть 
и сифдующея суммы членовь приведенныхь выше носнфдовательноетей: 

111 . 1 1. 

1 545+ у и 

1.22.3483. 4+... Кии Ни бачки; 

„- %—1 за 
НС". А. 
У +еь Уз 

255. 
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Изъ рядовь мы будемъ разсматривать только такъ называемыя про- 

трессти: ариеметическую я теометрическую. 

$ 610. Армометическая прогреевя. 

Опредвлене. Ариометическою прогресс1ею назы- 

вается рядъ, въ которомъ каждый членъ о бра- 

зуетсячрезъ прибавлен1е къ предыдущему одного 

ин того жечисла. 
Послфднее называется разностью ариеметической прогресои, 

потому что можеть быть найдено чрезъ вычитан!е любого ея чнена изъ сл®- 

дующаго. 
Ариеметическая прогресыя называется возрастающею или убывающею, 

смотря но тому, положительное ли чиело ея разность или отрицательное. 
Прямбры арнеметическихь прогрееей: 

3, 7, 41, 15, 19, 23, 27, 81; 
20. 13, 6, —1, —8, —15. 

Въ нервой изь нихь разность --4, она возрастающая; во второй раз- 

ность —7, она убывающая. 
Чтобы обратить внимав!е на 10, что данный рядь чиселъ соетавляеть 

ариеметическую протрессно, иногда ставять предъ мимь знакь :. Такъ, 

напр., пишуть: 

$ 611. Общёй видъ ариеметичеекой прогресеёи. Если мы первый членъ 

такой прогресыи обозначимь буквою а, а разность ея буквою 4, то второй 

членъ ея должень быть «--4, трей «+34, сл довательно , я-вый а --(и—1)4, 
а предиествуюцщий ему в--(®—2)4. Поэтому общий видь ариеметической про- 
тресби, состоящей изь п членовъ, можеть быть изображень такъ: 

а;а-ч,а--24,...аНа—2)а,а+ш—1а. 

$ 612. Новебдайй члень и обиЩИ видъь любого члена ариометиче- 
«вой прогревси, Ели мы поелёде! члень поедфдней прогресон 0бо- 
значимъ буквою &, то имфемъ: 

ви — да м). 

По э10й формузВ можеть быть вычиелень послёднй члеиъ любой арио- 
метической прогреесш. 

Но полагая въ выражени для & букву п равною 1, 2, Зит. д., мы мо- 
жемь вычислить также ио этой формузв первый, второй, трет и т. д. 

членъ арнеметической протресм и можемь, слВдовательно, найти каждый 
указанный члень ея. 
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Поэтому формула А есть также общЕй видъ любого члена 

ариеметической прогресс. 

$ 618. Правило вызиелен1я любого члена зриеметичеекой прогреес. 
Правило это, выражаемое въ самомь ясномь и сжатомь вид® формулою 
А, принято передавать еще словами. Въ сплу этото обычая формулируемь 
это правило въ вид теоремы, которую докажемь способомь заключен1я оть 
п къ л-1 ради упражнен!я въ этомь шуем$. 

Теорема. Веян:й членъ арнометической про- 

гресс:и равенъ первому члену ея, сложенному 

съ произведен1емъ ея разности на чиело пред- 
шествующихь членовъ. 

Док. Обозначивь я-ый и (п--1)-ый члены прогресем м, п и,„., до- 

пустимь, что правило вычислешя нюбого члена ея правильно дли я-ато 
члена, т. е., что для вычислен1я я-аго члена нужно разность ея 4 умножить 
на число предмествующихь членоръ (и—1) п получевное произведене 
{и—1)4 прибавить къ первому члену а; другими словами, допустимъ, что 
правильна формула 

и„=а--(и—1)9. 

По опредёлению ариеметической прогревси (п-Р1)-ый членъ долженъ 

быть на 4 больше, чЁмъ п-ый, значить должно быть 

Чиа м, --4==а--(и—1)4--4=а--па—а--а, 

то есть, 
и. =а--яй- 

Такь какь (и--1)-ому члену предшествуеть и членовъ, то послёдияя 
формула выражаеть, что и для вычисленя (в--1)-аго чнена должно къ пер- 
вому члену прибавить произпедеше разности прогресён на число пред- 
ествующихь членовъ. 

Мы доказали такимь образомъ, что теорема справедлива для вычисле- 
я (и-НР) члена, еслк она справедлива для вычислен{я ®-ато плена. Но 

правило, выражаемое ею, правильно для второго члена а--4 н третьято 
а--24. Сл довательно, оно правильно и для 4-го члена, будучи же лравиль- 

нымь для 4-ато, оно должно быть правильнымь и для 5-аго, и т. д. безъ 

конца, т. ©. для всякаго члена; что и требовалось доказать. 

$ 614. Общ видь аюбого члена ариеметичеекой прогресби, начи- 

ванной въ обратномъ порядеЪ. Рьшивъ уравнен!е А ($ 612) относительно 
а, мы находимъ . 

а=ни—1а. 

По этой формул можеть быть вычислень первый членъ арнемети- 

ческой прогреесш, если даны ея послфдыйЙ членъ, ея разность и число 

бирзонь. Руковолотяо алгебры. 4% 
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аленовъ ея. Но зЬ то же время она выражаеть любой членъ этой лротресеи, 

читаемой или написанной въ обратпомь порядкВ, такъ какъ такимъ именно 

выраженемъ и должно изобразить обный видъ любото члена такой про- 

гресеи. Въ самомъ дёлф, если написать таким образомъ прогресеню, то. 

прежи послёдн!й членъ сдБлается лервымь и прогревыя изъ возрастаю- 

щей превратится въ убывающую, а изь убывающей въ возрастающую, такъ, 

что знакь разности перемфнится. 

Полагая зъ формул для а букву п равною 1, 2, 3 ит. д., мы иолучимь 

члены протресеи, написанной сказаннымь образомъ въ обратномь порндеЪ: 

а, Га. ..., 24, Ги а, 

при чемь само собою разумфется, что буква : означаеть то же число, что 
и формула а-(в—1)8, формула +4 то же число, что и формула а--(и—8)8 

ит. д. 

$ 615. Сумма двухь членовь, равно отетоящихь оть крайнихъ. 

Сумма перваго и ноелфдияго членовъ ариеметической прогрессш можеть, 

быть выражена формулою а--+. Какъ разъяенено было въ предыдущемь 

параграф, предпосл дийй членъ можно выразить формулою 1-4, второй же 

равенъ а-2. Если мы еложнмъ тремй членъ а+34 еъ третьим оть конца. 

{—24, то оказывается, что опять сумма равна той же величин а-|-&. 

То, что мы обнаруживаемъ тавимъ образомъ, можеть быть формули- 

ровано и въ общемъ вид доказано слёдующимь образомъ: 

Теорема. Сумма каждыхь двухь членовъ ариеметической протресеи, 

равно ототояжихь оть концовъ ея, равна суммЪ крайнихь членовъ ея. 

Док. Пользуясь разъяенещями предыдущего параграфа, мы &-й оть 

конца членъ ариометической протресыи можемь выразать формулою 
—{&—1а; И же членъ прогресси равень а--(&—1)4. Вычисляя сумму 
этихь членовъ, мы находимъ: 

анк пач па-а-ы, 

чВмъ и доказана справедливость теоремы. 

$ 618. Сумма эриеметичеекой прегрессйи. Если требуется вычислить 
сумму 2, 3, 4ит. д. членовъ ариометической прогрессом, то можно для этото 
случая считать прогресойо кончающеюся на 2-мъ, 3-емъ, 4-мь ит. д. член 
и этотъ членъ вазывать въ этомъ омыслЪ поелФднимъ. Равнымъ образомъ 
мы можемъ также любой членъ прогрессш считать ва первый, не допуская 
только, конечно, несообразностн, чтобы первый слЕдоваль по порядку 
вослё послфдляго. На основанйя такого сотлашеня и называя нервый и 
нослёдий членъ крайними, мы можемъ правило нычиеленя зюбото чиела 
зленовъ ариеметической протресёи, слВдующихь вепосредетвенио одинъ 
иослф друтого, выразать такъ: 
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Теорема. Сумма членовъ ариеметической про- 

гресс!и равна полусумм% крайнихъ членовт ея, 

умноженной на число вс хъ членовъ. 

Предя. а-—первый члень ариометической прогреве, 

+ послёдийЙ членъ ея, 

число членовъ ея, 
$-—вумма этихь членовъ. 

Утв. вт. 
2 

Док. Обозначивъ буквою 4 разность прогресези ‚мы на основани разъ- 

яснен1Я въ 5% 613 и 614 сумму членовъ прогресфи можемъ изобразить двоя- 

кимъ образомъ: 

з=в-На---Не--24] +...-Н[а-Ни—2)4|-На-+-(®—1)9 — Сложивъ эти два 

из [24+ _аа 1-84] [ро мы, по 
теор. УП и соглас- 

но съ предыдущею 
теоремою, нахо- 

ДимЪ: 

25=(а--9 -+(а--о-(а--о +... На-о-На--) 
всего и слагаемыхь (а-+0) \ 

или 95=я{а-[®), 

откуда, какъ и требовалось доказать, 

$ 617. Другая формула для еуммы арнометической прегрессён. За- 

мрнивъ вь ныведенной тольно-что формул 

а--! 
=. — 

бувву : выражешемь А [$ 612], мы получимь формулу для суммы 

в 
5=5/2а-Ни—4. (с), 

которую также иолезно запомнить. 

$ 618. Чиежо давныхъ, опредфляющихь ариометическую прогреесйо. 

Изь ураввеый А, Ви С, приведенныхь въ предыдущихь параграфахь, 
каждыя два составлиють систему невависимыхъ другъ оть друха уравненяй. 

Если поэтому изъ встрёчающихея въ нихъ 5 велизинъ 3 будуть даны, то 

47* 
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такая система двухъ уравнев;й будегь опредфленная, изъ которой могуть 

быть найдены остальныя дв® неизвфстныя величины. 

Прим ры. 

Задача 1. 

Найти сумму веЪхь пиблыхь чисель оть 1 до 1000. 

Рилиение. 

Натуральный рядь чисель представляеть собою ариеметнческую про- 

гресспо, которой первый членъ 1 и равность 1. Въ данномъ случа послёдийй 

члень этой прогресефи разенъ 1000, число членовъ ея также равно 1000. 

Поэтому мы по формул В имфемъ: 

‚_ 10004 +1900) 

2 
=500 . 1001 

=500500, 

Задача 2. 

Найти сумму п первыхь чисель натуральнаго ряда. 

Рьшене. 

Разсуждая, какь при рёшени предыдущей задачи, к примфняя ту же, 
какъ и тамь, теорему, мы для искомой суммы находныь формулу: 

‚Иа 
5. 

Задача 3. 

Найти сумму л первыхь нечетныхь чиселъ. 

Рьшеше. 

Нечетныя числа собтавляють ариеметическую прогрессю, которой 
разность равна 2. Слёдовательно, по формул® С, искомая сумма будеть: 

п. 8 
= .1-- 2 аа Аи ая, 

Задача 4. 

Найти, сумма сколькихь членовъ ариеметической прогреесён соста- 
вляеть 110, если ея первый чденъ 16, а разность 8. 
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Рюшение. 

Обоеначи въ искомое число членовь протрессш буквою х, мы но формул 
С имфемъ: 

2 
310-18-41). 3. 

Упростивъ это уравнеше, мы паходимъ: 

372-295—220—=0, 

а отсюда 

_ 44 
аб 18 — 

Такъь вакъ число членовь прогресби можеть быть только цфлое, то 

зторой корень уравненя не даеть резня задачи, 

Отаьть. 

Сумиа 5 членовь данной ариометической протресеи равна даяному 
вЬ задач числу 110. 

Задача 5. 

Зная посл6дЙ членъ $ и разность Я ариеметической протресфи и 

сумму членов ея 5, найти число членовъ ея и первый членъ. 

Ришене. 

Искомое число членовъ обозначимъ буквою и, искомый первый член» 

буквою а,т.е. оба неизвВетныя тзмн же буквами, которыми эти величивы 

обозначены въ формулахь 4, В и С. Эти нензвфстныя опредёлены системою 

‘уравнен1й: 

1=а-{и а 
ща-4-д 

2 

Ее рёшить удобиВе всего, вачавъ со слёлующаго преобразовандя урав- 

ней: 

а=и1а 

25 
++а=—. 

п 

Оложивь эти посяфдия мы находимъ уравнене; 

28 нета , 
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содержащее только одно неизвестное и. Рёшая его относительно этого 

веизвЪстнаго, мы нолучаемъ: 

Эти --4п--25 
ди (он = 
24-4 @Н-9—в=4 
и. 

24 

Посль же подстановки этого выражен!я вмфото в въ первое уравнен!е 

р®шаемой системы и поел упрощен1я мы находимъ: 

а--У в1а—85а 
о. 

Р. 

ГЛАВА И. 

Геометрическая прогревая. 

зез $ 619. ОпредВлене. Геометричеекою прогресстею 
—^— называется рядъ, въ которомъ каждый членъ 

образуется чревзъ умножен!{!е предыдущато на 

одно и ТО же число. 

Послфдиее называется знаменателенуъ геомегрической про- 

тресни. Изь опредфлен!я его слфдуеть, что онъ можеть быть найденъ чрезъ 
дьлеше любого члена прогресешм на предыдущей. 

Геометрическая прогресся называется возрастающею нли 
убывающею, смотря но тому, больше ли Е или меньше 1 абсолютное 
значене знаменателя вя. 

Примфры теометрическихь прогресеЁй: 

3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384; 
О О ЗОВИ 

ТЕ о т ря, =. 
У зу + 4 

Въ первой изъ нихь знаменатель 2, она возрастающая; во. второй зна- 
1 

хензтель —-, она убывающая. 
Уз 

Чтобы обратить внимаве на то, что данный рядь чисехь составляеть 
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теометрическую прогрессно, иногда ставять предь нимь зиакъ 

напр., пишуть: 

{18 
81" 

$ 620. Обий видъ геометрической прогреейи. Еели мы первый членъ 

такой прогресс?и обозначимь буквою а, а знамепателя ея буквою 4, то вто- 
. .. а 

рой членъ ея долженъ быть аа, трег1й 94*, слёдовательно, п-й 4“ ‚ & пред- 
й 2 . . 

зествуюций ему а’. Поэтому обийй видъ теометрической прогресс, 
<остояний изъ и членовъ, можеть быть изображенъ такъ: 

= ‚ 94, 24*, ...› @4” 1,04 

$ 621. Ноел5дий члень и общ видъ любого члена геометрической. 

прогрееешт. Если мы послфдеЯ членъ послфдней прогресои обозяачимь 

буквою & то имФемъ: 

аа" [С 

По этой формул можеть быть вычиеленъ не только послВдийй членъ 

теометрической прогресс, но м каждый другой указанный, какъ во с0- 

отвбеетвующей формул (А) для ариометической протресон. Поэтому 

формужа Л есть также общ:й видъ любого члена теометри- 

ческой нротресси. 

$ 622. Нравило вычиеленя любого члена геометрической прогревс!и. 

Выражениое формулою Л нъ предыдущемь параграфВ правило это переве- 

‚демъ на слова и докажемь такимЪ же образомъ, какъ мы это сдфлали съ с0- 
отЕБтетвующимъ правиломъ для ариеметической прогресс: 

Теорема. ВсякЕй члеиъ геометрической прогрес- 

<1и равенъ первому члену ея, умноженному на 

зтенень, которой основан:е есть знаменатель 
нрегресс1и, а показатель равень числу иредше- 
хтвующихъ членовъ. 

Док. Обовначинь я-й и (п--1)-й члены прогрессн и, и ч,„.:, до- 
нустимъ, что теорема снраведлива для и-аго члена, т. е., что для вычисления 
п-аго члена нужно найти значене степени, которой оснозане есть знамена- 

тель протресыи 4, а ноказатель равенъ числу (»—1) предществующихь 

членовъ, и эту степень 4“ умножить на первый членъ а; друтими словам, 
допустимъ, что правильна формула 

чад". 

355 
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Зо опредбленно геометрической прогресии (п--1)-Й членъ ся вычис- 

ляется чрезъ умножевне и-аго члена на знаменателя 4. Значить должно 

быть 

—и 4 
Ри 

24 

то есть 

ин —04*. 

Такь какь (и--1)-ому члену предшествуеть и членовъ, то послёдчяя 

формула выражаеть, что и дня вычисненя (и--1)-аго члена должно найти _ 

значеше степени, которой основане есть знаменатель прогреси, а пока- 

затель равенъ числу предшествующихь членовъ, и эту степень умножить 
на первый членъ. Мы доказали такимъ образомъ, что нравило, выражаемое 
теоремою, правильно для вычислевя (®--1)-аго члена, если оно правильно 

дня вычисленя и-аго. Но примфняя его, мы совершенно правильно получа- 

емъ второй чнень а4 и трет! а4?. Слёдовательно, оно правильно и для 4-аго 

члена, будучи же правичьнымь для 4-ато, оно должно быть правальнымь 
и для 5-ато, и т. д. безъ конца, т. е. для всякато члена. А это и требовалось 

доназать. 

$ 623, Обыйй видъ любого члена геометрической прогреесш, напи- 
«анной въ обратномъ порядкЪ. Решивь уравнене 2 [$3 621] относительно 

а, мы находамъ. 

Разсуждая такь же, кань въ $ 614, мы приходимь къ выводу, что по- 

лученная формула не только можеть служить для вычислешя первато 
члена теометрической прогресын но данвымь нослднему члену, знамена- 
телю и числу членовь ея, но выражаеть тавлке любой (и-ый) членъ этой 
прогресет, читаемой или написапиой въ обратномъ порядк®. 

$ 624. Произведеме двухъ членовъ, равно отетоящихт, оть крайнигъ 
Произведене нерватго члена теомегрической протреефи на послфднйй мо- 
жеть быть выражено формулою аё. По формул, выведенной въ предыду- 

щемъ параграф, предиослёдшй члень долженъ быть : ‚ второй же ра- 
4 . 

вень ад. 

Слёдовательно, произведене п этихъ двухь членовь равно оё. Вели мы 
й ; . В умножимъ трей членъ а4* на тремй отъ кокца г то оказывается, что 

опять произведене равно той же велнчин® ве. 
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То, что мы обнаруживаемь такимь образомъ, можеть быть выражено 
и въ общемъ вид доказано слВдующимь образомъ: 

Теорема. Произведене каждыхъ двухь членовь геометрической прогрес- 

ли, равно отстоящихь оть концовъ ея, равно произведен!ю крайнихъ чле- 
новь ея. 

Док. Пользуясь разъясненямн предыдущего параграфа, мы #-ый отъ 

. # 
конца членъ геометрической прогресс можемь выразить Формулою и 

К-ый же членъ прогресейи равенъ 04°". Вычисляя произведене этихь чле- 

новъ, мы находимь: 

44 рав 

чВмь и доназана справедливость теоремы. 

$ 625. Произведено вофхъ членовъ хеометрической прогреве, Какъ 

теорема 301 сл®довала изъ предшествующей ей, такь изъ теоремы, дона- 

занной нъ послёднемъ параграф, вытенаегь слЪдующая: 

Теорома. Произведен!е членовъ геометрической прогресс]и равно сте- 

нени, которой основане равно произведен крайнихъ членовъ, а ноказа- 

тель ноловин® числа всфхь членовъ. 

Предв. с-первый членъ геометрической протресеш, 
+ посльди членъ ея, 

п число членовь вя, 
р--произведене этихь членовъ. 

Утв. р-(ад. 

Док. Обозначивь буквою 4 знаменателя протрееси, мы на основанш 

`разъяененй въ $8 621 и 628 произведене членовъ прогресс можем изоб- 

разить двоявимь образомъ: 

ра. 4. 44. .... 44°. 94° * 
Е 1 В 

ИР ОЕ По важ 1  Умноживь эти два равенетва друть 
_ И на друга, мы по теор. УП и согласно 

ре=а а. в. 2. еъпредыдущеютеоремою, находимъ: 
ЫЪ 

всего и сомножителей ай 
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или р*— (09, 

откуда, какъ и требовалось доказать, 

н 

р=(в1. 

Прим чан{е. 

Формулу для суммы членовъ ариеметической прогресби можно нисать 

также слёдующимь образомъ: 

3+0. 

Сравнивъ сь этимь зидомъ ея формулу для произведеня членовъ гео- 

метрической прогрессш, мы замфчаемъ, чго послфдняя есть аналотёя пер- 

вой: повышен!е на одну ступень до слфдующаго разряда вофхь прямыхъ 

дВйств, которыми соединены величины, вотрычающияея въ формул 

$ ао = -. 
3 

нась приводить кь формул 

р=а. 

$ 626. Сумма геометричеекой прогресейи. 

Теорема. Суммачленовъ гео метрической прогрес- 

с1и равна разности между произведен1емъ посл $ д 
няго члена на знаменателяи первымъчленомъ, д%- 
ленной на разность между знаменателемъ и 1. 

Предп. «первый членъ геометрической ирогресейи, 
#— послфднЙ члень ея, 

4- знаменатель ея, 
5—сумма членовъ ея. 

Утв. ‹ . 
9—1 

Док. Если мы число членавъ данной протресн назовемь п, то сумма 
членовъ ея будегь: 

зао оф--ий-- ... ар ар. 
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Вычтя это уравневе изъ получающатося изъ него чрезь умножен!е 

на 4 слЗдующаго: 

чада рае -адй-- ... ата”, 

мы находнмъ: 

{9—0 5" (а) 
=а. ааа, 

а отсюда, посл подстановки буквы # вмфего выражен я 04” (формула 

въ $ 621): 

(9—0 5 =и-а. 

Раздёливъ еще послёднее уравнене на 4—1, мы и получавмъ, какь утвер- 

эвдали, 

= т (Е). 

$ 627. Друбн формулы для суммы геометрической  прогревеш. 

Послёдией формузхЕ можно также придать видъ: 

(Е’), 

зъ которомь ею удобнфе пользоваться въ ТЬхь случаяхь, когда дано 

4<1. 

Можно также еще для суммы членовъ геометрической прогреси по- 

лучить изъ уравненя (а) въ предыдущемь параграф слёдующия формулы: 

< (4 я [5 

или 

_ 8-4") ‚ = (Е), 

которыя также ивобходимо запомнить. 

$ 628. Чиело данныхь, опредфляющихь геометрическую прогресс. 

'Изь трехъ уравнев!й Г, Е (или Е’) н К (или РЁ’), выведенныхь въ предылу- 
щихь нараграфахьъ, каждыя два составляють систему независимыхь другь 
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оть друга уравненй. Поэтому изъ такой системы могуть быть найдены 

двЪ изь ветрёчающихся въ нихь 5 величинъ, если остальныя 3 даны. 

Примры. 

Задача 1. 

Найти сумму первыхь 8 членовъ геометрической прогреесёи, которой 

пятый и седьюй члены соотвЪтственно равны 0,32 и 0,0512. 

Рьшене. 

По теорем$ 203 называемые въ задач патый и седьмой члены должвы 

быть выражены формулами: 

0,32 —04* 
0,0512 —145. 

Раздёливъ второе изъ этихь уравнен!й на первое, мы получаемъ: 

$2 =016, 

откуда 

4=-=0,.4. 

Подетавивъ эти значеня выфсто 4 въ первое уравнеше и рёшивъ его, 
мы находимъ: 

в—=13,5. 

Если же мы корни рёщенной системы теперь подставимь въ формулу 

Е’ (8 627), то имемъ: 

_19,5.(1—0,4°) 
1-04 

=20,81968 

=8,92272. 

`Первый отвть есть сумма членовъ геометрической прогреесёи: 

-= 18,5; 5; 2; 0,8; 0,32; 0128; 0,0512; 0,02048; 

второй отвЪть есть сумжа членовь прогресс: 

23 412,5; —5; +8; —0,8; 40,89; —0,128; 40.0612; —0,09048. 
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Задана 2. 

По даннымъ крайнимъ членамь а и 1 и чиелу членовъ и геометрической 

прогревби найти сумму членовъ ея. 

Ришенае. 

Искомая величина опрелфляется системою уравнешй Е и Ш: 

Опредьливъ 4 изъ второго уравнен!я и подставивъ полученное выраже- 

11 въ формулу для $, мы находимъ: 

= 
а поел распиревя на Ма болфе удобный видъ отвЪта: 

и 
Ин 
Уз. $ 

Задача 3. 

Сумма сколькихь членовъ геометрической прогрессфи равна $, если ея 
знаменатель равенъ 4, а первый члень 42 

Рииненае. 

Искомая величина можеть быть найдена изъ уравненя Р ($ 627): 

и“) 
9—1 

которое рышается относительно п елфдующимь снособомъ, не нуждающимся 
въ объясиеи: 



п 05 4—105 [54-1 --а]-Ю5 а 
05 Ва пе 05а 

"= 04 

$ 629. Чоняые о перемфиныхь и постоянныхь величинах. Если въ 

какомъ-либо выражен1и значене одной изъ величин изиЪзняется, то изм$- 

няется обыкновенно и значене воето выражен! я. Такъ, напр., если въ вы- 

ражени 

зи 

изыняетея значене буквы х, то въ зависимости оть этого измФняется и 

значенге всего выражен1я, обозначеннато нами буквою у. Первую изъ изм$- 

накицихся величинь называють независимою перем фнною 

или аргументомь, вторую же, т. е. измёняющееся значене веего 
выраженя, зависимою перем $ нною нли фуикц:ею пер- 

вой перем Виной. Такь, вь приведениомь прим р у есть фувкщя 

величины х. 
Вь противоположность перемённымь величинамь величины не 

изм $ няющ: яся называются ностоянными. 

7 Часто для того, чтобы сразу же вилно было, кавя величины въ выраже- 

вши или въ уравнев!и желають разсматривать вакъ перемфнныя и каюя 

хакь постоянных, первыя обозначать послёдними буквамн латинскаго 
алфавита, какъ это дфлаетея для обозначеня изнавфетныхь зеличичъ, а 

послёдия, если он® не опредёленныя числа, первыми буквами того же 

алфавита, какь это дВядется для обозначетя извзетныхь величинъ. 

Ееть особые отдёлы высшей математики, въ которыхь разсматриваютея 

и комплексныя значеня аргумента. Но обыкиовенво независимую перемВя- 
ную представляють себ измфняющеюся оть —со до + оо чрезь вс в03- 

можныя вещественныя значешя. Такь и мы афгументь будемь считать 

здтьсь всегда вещественным. ^ 

$ 630. Поняте о продл. Случается, что при не прекрашающемся уве- 
личених или уменьшен! независимой перемфнной функшя ея приближается 

въ нфкоторой постоянной величинь, такь, что, увеличиваясь, не дёлается 
болыне ея, а уменьышаяеь не дёлаетея меныше ея, въ обоихъ случаяхь ие 

дьлается и равною ей, но изывняется такъ, что разность между нею и ва- 
званною постоянною величиною можеть быть сдёлана по абсолютной 

величин меныше вочкаго заданнаго произвольно малаго числа. Тахую 
постоянную величину назызають предфломъ функши описаннаго свойства. 



Чтобы пояенить сказанное примфромъ, раземогримь елёдующую 
функцаю у величины х: 

2-7” 

З- 

Вычитая частиое, обозначенное буквою у, изъ 1, мы находимъ: 

1— 1 . 
За 

. 1 
Вь полученномь выражени ре. второй членъ въ дфлителё есть 

квадрать, слФдовательно, при всякомь значени перемфнной, которая, мо- 

жеть быть, только вещественнымь числоэь, пе меньше 0. Наименьшее 
значене этого дБлителя получается, слВдовательно, при 2=0, а поэтому 

й . 1 
ири этомъ значен1я аргумента паибольшее значеше частнаго РИ зна- 

ны + 
1 

чить и разности 1—у. Это частное при +==0 равно 3. Слдовательно, у оть 

1 
1 больше, чфмъ на > отличаться не можеть, т. е., наименьшее возможное 

: 2 
значение у есть 5. 

. . 1 
Нри узеличени же абсолютнат значеня х частное зе Воторое 

отрицательвымь быть не можеть, можеть сделаться меньше всякаго поло- 
жительнато числа. Еоли мы, нашр., хотимъ, чтобы это частное было меньше. 
1 - 
— , ТВ ®>0, то достаточно х взять равнымь Ут, чтобы это было доститнуто. 
т 

Ол®довательно, 1 есть предёль разематриваемой функи, такь какь 
разноеть между 1 и ею, можеть быть, сдфлана по абсолютной величин 

меньше всякаго заданнаго числа. 

Такъ мы убфдились, что вс возможныя значеня функши 

2-2? 

+ 

2 
заключаются между чнолаии ; и 1. Первое изъ этвхъ чиселъ есть нанмень- 

шее возможное зназеше ея, получающееся при х=0; второе есть предёлъ, 
въ которому ока стремятея во мВрЪ увеличеня абеолютнаго значея т, 
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которато она, однако, ни при какомъ конечноме значени 2 не достигаеть, 

какъ бы велико оно ня было по абсолютной величин своей. 

Но вмЪсто сказаннато относительно предфла товорять также, что функ- 

щёя доститаеть своего предфла, или что значене ея дёлается равнымъ ея 

предёлу при ==оо. Сообразно же съ этимъ способомъ выражаться сказан- 

ное изображають въ знакахь танъ: 

а 
- = 

р 6 + ель 

рае 
Е , =, 

г? = 

или 

при чемъ въ нослднемъ случа «Шли» есть сокращев:е латинскаго слова 

Тез (или фраяцузскаго Ме), означающего «предфть» или «граница». 

Разъяснивь поняте о предфлф, одно изъ самыхь важныхь въ мате- 
матикВ, настолько подробно, насколько мы это здёсь себ® можемъь позво- 

лить, резюмируемъ главнЪйшую суть сказаннато слЪдующимь образомъ; 

Фпредфлеще. Предфломъ перемф иной величины 

назы вается постоянная величина, къ которой пер- 
вая стремится такъ, что разность между обфиин 
можеть быть по абсолютной величин своей сд $- 

лана произвольно малою. 

$ 631. Поняте © безконечномъ рядЪ и еходимоети его. Посл каждаго 
послфдиятго образованнаго члена всякаго ряда можко образовать еще но- 

вый и продолжать такь безъ конца. 

Опредвлене. Рядъ, въ которомъ мы представляемь 
себф число членовъ продолженныхмъ безъ конца, 
называется безконечны мъ. 

Опредвдене. Рядъ называется сходящимся, если 
при безграничномъ возрастан!н числа членовь 
егосуммаихъим В етт все-таки конечный пред $ лъ. 

$ 632. Не еходявцяея суммы прогрееей. Изь формуль: 

+104 

А 
о@+9 
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мы видимъ, что при увеличени я абсолютное значене какъ членовъ, такь 

и суммы возраетаеть и увеличивается безгранично, если безгранично уве- 
личиваетея я. Сяфдовательно, сумма безконечно йариемети- 
ческой прогресе1и не можеть быть сходящеюся. 

Если въ геометрической прогресошт 4=, то сумма п членовъ ея будеть 

слБдующая: 

3: аа... {а 
сего м слблеиныя и 

—па. 

Абеохлютное значзне послдняго выраженя можеть быть, едёлано 

произвольно большимъ, Если мы, напр., пожелаемъ, чтобы было: 

|8} >|" |, 
то достаточно взять 

чтобы это было достигнуто. 

‘Сказанное выше о членахь и сумм$ ариеметической прогресс допол- 
нимь замчащемъ, что и для вихь подобнымъ же образомъ можеть быть 

легко найдено, при какихь значеняхь и они по абсолютному значевю 

своему будуть больше любого заданиаго абсолютнаго чнела. 

Возвращаяеь же къ раземотр®нному 060бому случаю геометрической 

прогресеш, мы сказанное относительно его могли бы также замбнить сло- 
вами, что при безтраничномь увеличени ® и абсолюткое значене з будеть 
увеличиваться безгранично. 

Если же въ геометрической прогресфи 4>1, то, начиная со второго, 
всё члены ея будуть больше а, сл®довательно, сумма чненовъ ея и подавно 

будеть безгранично увеличиваться въ томъ случав, когда будеть безь конца 

увеличиваться число ихъ в. 

Если 4-== —1, то сумма членовь прогресым Тбудеть: 

= ара @+..., 

слёдоватеньно, равна © при четномъ конечномъ п и равна а при нечетиомъ 
конечномь и; въ случа же п==оо эта сумма выражается символомь со—оо, 
означающимь неопредёленность. 

Если !наконець, < —1 (напр., если 

4=—%. 

ТДВ 4:>1, то нечетныя степени 4 будуть отрицательны, четныя же поло- 
жительны, и потому сумма п членовъ ея будеть имфть такой вилъь: 

зв ааа ваз... На 4а-9)". 
Барховь, Рузожодотно алгебры, 48 
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Преобразовавь это выражеве слфдующимь образомъ: 

в=(е-наб-ан“-- ... Нав" ®)ака-аа? аа" г Ноа”) 
= (ааа Нав... На" ®) 

для случая, что в четное число; а дяя случая, что в нечетное число, слфдую- 

щимъ образомь: 

= 
з=а-Наа рад,“ ... аа “аа” аа-роа-оаа “+... Но") 
ао Нач. “+... ааа", 

мы видимъ, что я теперь тоже при безтраничномь возрастани ю сумма 8 

вевхъ членовъ протрессйи должна по абеолютной величин своей безгранично 

увеличизаться, ибо въ формулахь для $ второе выражене въ скобнахъ 

есть сумма теомегричеекой прогресыи во знаменателемь 42, который 
больше 1. 

Результатомь нашихь разсужденй оказывается, что сумма без- 

конечной геометрической прогресези не можеть 

бытьсходящеюся, если зна менательэтой прогрес- 
с1и но абсолютной величин $ своей равенъ 1 или 

больше 1. 

Но иначе обетоить дЪло, если абсолютное значене знаменателя геоме- 

зрической прогресси меньше 1. 

$ 633. Сходимость суммы безконечной убывающей геометрической 

прогреесшн. Чтобы показать, что такая сумма предетавляеть сходянийся 

рядь, необходимо предварительно доказать слВдующдя два предложеня: 

Теорема 1. Степень абсолютнаго числа меньшато, чВмъ1, можеть быть 

сдфлана меньше всякато заданнаго абеолютнато числа, накъ бы мало оно 
ин было. 

Док. По теоремЪ, приведенной въ $ 180, какъ стЕдстве изъ 3-ьей изъ 
доказанныхь тамъ теоремъ, степень съ абсолютнымь основашемъ мевьшимъ, 
э$мь 1, уменьшается въ томъ случа, если показатель ея, увеличивается; а 

что этимь способомь такая степень можеть быть сдфлана произвольно на- 
лою (по абсолютной величин, конечно). это ныяенимь такимъ образомъ: 

Всякое абсолютное чиело, которое меныше 1, можно предетавить въ 
1 .. 

вид частнатго р предполатая б абсолютнымь числомъ. Если цоэтому 

4 будеть такая степень, © которой говорится въ теоремБ, то в 9 можно 
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. 1 
замВнить выраженемь РЕ въ какомь случа будеть 

Гл т 
1 == —а-в" 

Но ка етр. 266 было доказано, что 

(бут иб. 

Замфняя въ послфдней дроби знаменателя (1 +6)" меньшимь числом» 

1-и6, мы нолучимъ больше, чЗмь имбли, такъ что должно быть 

1 
Га Зы 

Увеличивая и, мы правую часть этото неравенства, можемь сдфлать пройз- 
вольно малою по абсолютной величин®. Если мы, напр., пожелаемь, чтобы 

1 
она была равною -, то дия этого нужно взять 

т 

Слфдовательно, и въ самомь дёлз 4“ можно сдёлать, какъ утвержда- 

лось, меньше всякаго заданнаго произвольно малаго абеолютнато числа. 

ЗФРеорема 3. Члены безконечиой убывающей теометрической прогресса 

безтраиично уменьшаются. 

Док. Вь предыдущей теоремв мы доказали, что степень абсолютнахго 

1 
числа меньшаго, чВмъ 1, можеть быть сдфлана меныме веякой дроби -. 

т 
Если, слёдовательно, 4 означаеть знамевателя убывающей геометрической 

1 й Аа В а = - протрессш, то и абоолютноеТзначене 4" * можно сдёлать меньше Ре До 

статочио теперь взять, предполатая з тоже абеолютнымъ чнеломь, 

т= | ма |, 

чтобы было 
; 1 *— 3 14 15|, 

олЪдовательно, | 

_ «| 
| 

43* 
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1 
1 —. < 

Такь мы видимъ, что какь бы велико ни было 2, слФдовательно, канъ, 

1 
бы мала ни была дробь = мы, продолжая убывающую геометрическую про- 

трессфю, веегда можемь дойти до членовъ, которыхь абсолютное значен!е 

будеть меньше этой дроби. А это въ другихь словахь и утверждалось теаре- 

мою. “ 

Теперь же мы можемъ приступить и кь раземотрн/ю называемой въ 

заголовкё этого параграфа сходимости: 

Теорема. Сумма членовь безконечной убывающей геометрической 

прогрееби есть сходящайся рядь. 

Док. Преобразовавь формулу дня суммы членовъ геометрической про- 

тресни слфдующимъ образомъ: 

81—49") _ а ви а 

1ч тета г. 

мы видимъ, что чымъ больше въ убывающей прогресс!и членовъ, тВмъ меньше 

в 
становится по абсолютной величин% вычитаемое —. ф. 

4 
Выше было доказано, что мы 4* можемъ по абсолютной величин сдЪ- 

1 
лать меньше произвольно малой дроби -. Полагая 

тт 

ры -|= 
п подотавивь это выраженще выфето зи въ неравенство 

1 
т <, 

т 

мы получаемъ: а 
“||| 

Умиоживъ же послфдиее неравенство на 
а 
— |, мы находамь: 
тя 

за 
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Такь мы уб®ждаемея, что достаточно взять 

за 

1—9? 

чтобы разность между 

а ме 
1-4 и т. была меньше произвольно малой дроби: А такь какь для 

: а 
всякой данной прогресси 1-7 ть постоянная величина, то и ясно, что 

—9 
ели протресё:я убывающая, то сумма членовъ ея 

и 
г 

$= 

при безграничномь увеличен!и и стремится кь предёлу Гоея 
4 

Такимь образомъ мы не только доказали утверждене, что сумма чле- 

новъ безконечной убывающей геометрической прогресеи имфеть предфлъ, 

но и нашли при этомъ формулу для этото предёла. 

$ 684. Сумма безконечной убывающей геометрической прогреве. 

Опредвлеше. Пред лъ, къкоторому стремится сум ма 

членовъ безконечной убывающейтео метрической 

прогресс1и по м$р% безграничнаго возрастан:я 
нисла членовъ ея, называется суммою зленовъ та- 
жой прогресе{1 и или просто суммою ея. 

Теорема. Суинма безконечной убывающей геоме- 

трической нрогресс{1и равна частному отъ д%ле- 

н1я мерваго члена на разность между 1 и знамена- 
телемъ прогрессти. 

Док. Обозначивь значене этой суммы буквою 5, мы по опредфлен!ю 

такой суммы и неносредственно но послФдией теорем имфемъ: 

5 не] = 

ед 
Получениою формулою выражается то же самое, что въ словахъ утвер- 

ждается теоремою. 

Примфры. 

1} Всякая чистая перюдическая десятичная дробь есть безконечная 

205: 
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убывающая теометряческая протресйя, превращене же ея въ простую 

дробь есть суммироване этого ряда. 

0,(2) есть, напр., сумма членов безконечной убывающей геометриче- 

ской протрезеш: 

а 2 . 
100’ 1000’ ””° 

2 
СИ 

слВд., по посльдней теорем должно быть: 

0,(2)= 3 
5 

Е 
=. 

0,(185) есть сумма безконечной убывающей геометрической прогрессии, 

первый членъ которой равень 0,185, а знаменатель 0,001, такь что, по 

той же теорем8, должно быть: 

0,185 _185 _5 
о. 

17000 999 27 

2) Сумма безконечной геометрической прогресс 

сумна же безконечной теометрической прогресси 

ЕЕ, 
84 в 

8) Задача. 

Найти сумму безконечной геометрической прогресс 

зу 1 

Римшенае. 

Чтобы найти знаменателя прогресс, раздфлимь второй членъ ея на 
первый: 
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о теорем 306 значене этой суммы должно быть: 

уз 
1 

2+? 

8— 
1— 

Но полученное выражен ю должно еще упростить, при чемь мы находныъ: 

4) Задача. 

Найти сумму безконечной прогрессии 

Вай ..., 

при услови, что 

0<=<1. 

Рьшеше. 

Такь кань знаменатель нрогресси х и она по условию задачи безконеч- 

ная убывающая, то но теоремф #06. искомая сумма должна быть: 

Примочание. 

Еели мы по правиламь, изложеннымь въ глав ХИ части Т, произве- 

демь дълен1е 1 на 1—х, то получниъ рядь, который мы только-что суммиро- 
звали. 

ТЛАВА ПЕ. 

Сложные проценты, ерочные взногы 
и ерочныя уплаты. 

$ 635. Поняте о сложных процентах. Прецентный множитель. 9 

сложныхъ процентахь говорять въ тВхь случаях», когда процевтныя деньги, 

приноенмыя каниталомь, прибавляются къ посп®диему въ опредъленные 

сроки и поступають съ нимъ вывстЪ въ дальнфйний рость. 
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Если причислен!е наросшихъ процентных де 

негъ производится одинъ разъ въ годъ, то процентиыя деньги 

съ капитала а, отданнато въ рость изъ 2% годовыхь, должны быть выра- 

жены формулою —-. 
ы 100 

Слёдовательно, первоначальный капиталъ а во прошестви перваго 

тода велЪдетв!е прибавляющихея къ нему процентныхь денегь превратится 

въ сумму 

Содержащееся въ полученной формул правило вычислев1я суммы, 

въ которую превращается каниталь въ 1 годь, можеть быть, удобно выра- 

жено, если для сомножителя (1+) звести 96060е пазване: 

293 ОзпредЁлене, Сумыу 1 и однойсотой части процент- 

ной таксы будемъ называть процентнымъ множи- 

телемъь. 

Правило. Для вычислен1я суммы, въ которую пре- 

вращается капитале вел В доств!е прибавлен:я къ 

нему пропентныхт денегъ за 1 годъ(или за другой 

расчетный срокъ), нужно первоначальный кани- 

таль умножить на процентнаго множителя. 

По этому правилу нужно, напр., для вычиеленя названной въ немъ 
суммы первоначальный нанвталь умножить 

на 1,01, если процентная такса 1%, 
» 1,04, > у » 4%, 
» 1.055, ‚ > 5%, 
» 1,0275, ь , 9, 
> 1,0625, › > › 61%, 
» 1.031245, > ы » 3,1245%. 

$ 636. Вычиелене суммы, въ которую капитать ирезрашдется въ + 
дьрь. Если мы назовемь А, Аз, Аз, ..., А-а, А, суммы, въ которыя отдан- 
ный въ рость но р% первоначальный кавиталь а превращается «вел доти!е 
прибавляющихея къ нему нроцентныхь денегь и процевтовъ ка проценты, 
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по метечени 1, 2, 3, ..., (51) и ЕЛФтЪ, то по выведенному въ предыдущемь 

нараграф пранилу должно быть: 

откуда посл подстановки: 

а послё полетавовки: 

ид. 

По аналопи мы заключаемь, чго должно быть: 

ие ыы 
Выводя же отсюда: 

АА, (. +2) 100) 
а 

= 2 р. 
— (2 (+55) 

= (12) 
=+ 3). 

мы способомьъ заключеня оть (+—1) къ { доказали, что выражаемое полу- 

чениою формулою правило должно быть правильно для всякаго иълаго 
чиела яЪтЪ & 

Правыло. Для вычислен1я суммы, въ которую въ # 205! 

яВть превращается каниталъ дающ:й проценты —— 

и на проценты, нужно первокачальный каниталъ 
умножитьна ую степень процентнаго множителя. 

ору ле (1-0). зе 
$ 637. Примбнимоеть поехёдней формулы, Формула 208 примфнима 

не только въ области денежныхь предпраят, но и во многихь другихь 
елучаяхъ, нанр., для вычислешя увеличевя народонаселен1я, роста лЗса, 

ит. п. Въ этихь нослфднихъ случаяхь формулу можно примзнять, хотя бы 

число лЬтЪ : и не было цфлое. Ею слЗдовало бы пользоваться всегда и при 
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вычисленяхъ, относящихся кь финансовымь операщямъ, такъ какъ обыч- 

ный при денежныхь оборотахь епособъ процентныхь вычисленй не мо- 

жеть ечитатьея правильнымь. Напр., если считать 100 рублей, отданныхь 

въ рост изъ 6% годовыхъ, возросшимн въ полгода до 108 рублей, то по 

истечен еще полугода капиталь вмфст® съ пропентными деньгами из 

103 рубля составить больше тБхъ 106 рублей, въ которые бы онъ долженъ 

быль превратнться по прошеств!и года. 

Вообще для всякато получающаго на евой капиталь прибыль въ вид» 

процентинхь денегь тёмь больше выгоды, чФмъ чаще производится присое- 
динен!е ихь къ капиталу, при обыча процентную таксу устанавливать 
тодовую, процентныя же деньги, причитающияся за дробныя части года 
считать пронорцюнальнымн времени. 

Сповобъ вычисленя, соотв ®тствующий названному обычаю, можеть 

быть выраженъ формулою, которую мы находимь слвдующимь образомъ: 

$ 638. Вычиелене суммы, въ которую капиталъ превранаетея въ 
т 

(#+ я ЪРЬ. Мы им$емь тенерь дёло со случаемъ, когда пропентныя деньги 

прибавляются къ капиталу вся разь но прошеотвёи года и требуется 

узнать, во что этоть капиталь, при обычномь вычнелени процентныхь 

денегь, превратится въ (+ 
. т 

„Ёть, гдЪ + цвлое число и — правильная 
® 

дробь. Въ р лёть онь превратится въ сумиу 

: 4 (+2 
Процентныя же деньги, которыя получатся съ капитала А, въ в тода, 

® 

А 
100". такь что ио истечени веето времени въ выражаются формулою ы . 

т 
(+) лЪтЪ капиталь а возрастеть до суммы 

Замфнивь въ этомь результатВ А, приведениымъ выше выражешемъ, 
мы получаемъ формулу для вычисленя сумин, въ которую капиталь пре- 

вращается съ процентами на проценты вь (+) л%ть ири обыч- 
п. 

номъ порядкВ вычисления процентныхь денегъ: 

муза: = 

ов 4-7 =) [+ 5 
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$ 639. Зажёчащн отноентельно вычисленя времени и процентной 
такеы. Если требустея вычислить время. въ которое нфкоторый давный 

капиталь при данной процентной таксф превратится съ процентами и на 
проценты въ нёкоторую данную сумму, то для рЬшен1я такой задачи нужиеь 
найти # нзъ уравненя 208%. Еслн при этомь окажется, что # число не ифлое. 
то можно еще привести результатъ въ соотвфтствте съ обычнымъ способомь 

вычиеленя проненткыхь денегь и достигнуть въ этомъ смысл н®еколько 

большей точности отвФта. Нужно только для этого также еще воспользо- 

ваться уравненемь 209, подетавить въ него вмЪфото $ цвлую часть нолучен- 

% 
наго для # числа и рёшить ето затВмь относительно —. 

в 

Ниже приводится нримёръ такого вычисленя. 

Рнить уравнен!е 209 относительно фр эЪъ общемъ видф вообще нельзя, 

такь какъ оно (1+1)-ой степени относительно этой буквы. Но и въ частныхь 

случаяжь степень этого уравненая будеть почти всегда такь высока, что 
мы его решить не будемъ въ соетоянш. Мы достигиемъ, однако, точности, 

внолиф достаточной для коммерческихь вычислешй, если и въ случаяхъ 

дробнаго значевя времени опредфлимъ искомую процеятную таксу изъ 
уравнешя 208". Въ коммерческихь оборотахъ притомь процентная такса 
обыкновенно бываетъ такое число, что легко можно по приближенному 

значению путемь повёрки найти и очень близкое къ нему точиое. 

$ 640. Прибавлеше пропентныхь денегь къ капиталу ботфе одного 
раза въ годъ. Если присоединен! процентныхь денегь къ капиталу произ- 

водится въ тгодь ифеколько разъ, напр., два раза, то можно сказать, что 

деньги отданы въ рость изь Ф процвнховь полутодовыхъ, при чемъ раечет- 

ныхь сроковь, т. е. нолутод, вебхь будеть 21. 
Если это прибавлене прибыли будеть происходить & разь въ годъ. 

1 
то въ каждую у, года налиталь припесеть Н % прибыли, сроковь эже вы- 

чиеленйн и нрисоединен1я нрибылей къ напиталу будеть въ этомь случа 

всего #. Зкачить сумма, въ которую такимъ образомь превратится въ  лёть 
капиталь, должна быть та же, въ которую бы онъ превратился, если бы 
число я®ть стало въ ® разь больше, а процентная такса въ К разъ меньше. 

СлЁдовательно, сумма А,, въ которую превращается канитать а, 
отданный въ рость изь р% годовыхь съ услоемь, чтобы прибыль 

прибавлялась къ капиталу # разъ въ годъ и чтобы 
увеличенный на нее каниталъ всегда сейчась же весь начиналь приноснть 
доходь, должна вычиесляться елфдующимь образомъ: 

, 1 
Формула А, а . тж) 

Полагая въ этой формулЬ 

= } я 
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мы получаемь формулу 8082, которая такимъ образомъ является частнымъ 

‹лучаемъ этой послфдней. 

$ 641. Замёчан:е отыоентельно вычнеленя поелфднихь формулъ при 

помощи зогариемовъ. Эти формулы являются отноеительно # логариеми- 

ческимн уравнещями. Но если по нимь приходится отыскивать и друйя 
вогрёчаюнцяся въ иихь величины, то тавя вычисленя безъ помощи ло- 

тариемовъ или будуть едва выполнимыми (извлечене корня 5-ой степени) 

или потребують затраты очень большого количества времени (возвылен!е 
процентнато множителя въ #-ую степень). 0ъ другой же стороны примЪ- 
нен{е лотариемическихь таблиць для такихь вычисленй можеть явиться 

истозникомь значительныхь погрфшностей, такъь какъ таблицы эти е0- 

держать приближенныя значенчя логаряемовъ, а ногр®зпиоети этихь зва- 

чей, вели взять для примфра пятизначиые логариемы, доходягь до 

9,000005. При вычислени названной стенени процентнаго множителя нужно 

логариемъ послфдняго умножать на &, при чемъи погрфшность эта дёлаетея 

въ # разь больше. Предетавимъ себЪ, что {—=900. Въ такомъ случав погрш- 

кость логариена #0й степени пропентвато множителя можеть дойти до 
6,001, волфдотв!е чего должна получиться талая ошибка въ отвфтЬ, ко- 
торую нельзя считать допустимою. Но ветрёчаютея задачи, въ которыхь 

данное число лфть 1 бываеть и больше. Указанной ошибки можно избф- 
жать, имВя въ своемь распоряжени лотариемы процентныхь множителей. 

вычисленные съ соотвфтотвующею большею точностью, чБмъ лотариомы 

зъ примфняемыхь таблицахъ. 

Чтобы удовлетворить потребности въ такихь болфе точныхь лота- 
риемахъ, мы помфщаемъь здфсь табличку десятизначныхь десятичныхь 

лотариемовь процентныхь множителей, соотвфтотвующихь процентнымь 
1 . 

таксамъ оть 5 % до 6%. называя въ ней этихь множителей для сокра- 

щеня буквою 4. 

Дееятизначные десятичные хотариемы процентныхь миожителей. 
ОЕ 

Ч | ра 4 

1,005 0,00216 60618 | 1,035 
01 | 0.00482 18788 | 1085 
1,015 0.00539 50319 | 1,04 
19 0.00646 60422 | 104 
1.01 0.00758 44119 1,045 
1:08 0,00860_ 01718 1.045 1.025 0:00966 33167 1,05 
1,05 | 0.01072 38654 105,5 10, | 00518 18305 1.055 108 | 0.01288 72947 1.05 1.08» | 0.01389 00603 1.06 
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$ 642. Примры. 

Задача 3. 

По перениси 1897 гола въ Саратовской губерн!и оказалось 2419850 жи- 

телей, и извЪстио, что за послёднее полустоле прирость населевя 

въ. ней составлять 1% въ годь. Нредполатая, что и далфе въ этой губер- 
вши народонаселене будеть увеличиваться въ той же мЪр$, вычнелвть, 

сколько въ ней будеть жителей въ 2000 году. 

Ришенае. 

Искомое число жителей, которое назовемь х, можеть быть найдено 

путемь непосредственнаго примзнемя формулы 208%. Такь какь про- 
межутокь времени оть 1897 до 2000 года составляеть 103 года, то для дан- 

наго случая названная формула примегь видь: 

2=2419850 . 1,0151°. 

Еели мы вычислене неизвфетной величины будемъ производить при 

помощи семизначиыхь логариемическихь таблиць, то логариемь процент- 
наго множителя 1,015 при этомь нужно будеть взять по крайней м6р№ 
девятизначный, такъ какъ его придется умножить на 103, при чемь и по- 

грышиость его увеличится въ 108 раза. 

ДайствЁя могуть быть раеположены такъ: 

5х ==05 2419850108 ю& 1,015 

. 105 2419850==6,38378845 

1051.015—0.00646 60422: 103 105 1,015 

ю5х 

х=11214780 

Отатьть. 

Если все время останется въ сил данное въ задач услове относи- 

тельно увеличенйя населен1я, то въ 2000-мъ году въ Саратовекой губерти 

будеть 11214780 жителей. 

Задача 2. 

При такеащи лЪса объемь его быль опредфленъ въ 37850 кубическихь 

саженей. Считая, что ежегодный прирость этого лЪса составляеть 22%, 

вычислить, 80 сколько лЁть онъ увеличится до 60000 куб. саженей. 

Рьшение. 

Примзняя формулу 208*, мы условя задачи можемь выразить слЪ- 

дующимь уравненемъ: 
$0000 =37850 . 1.0275. 
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Изь него мы получаемъ: 

—105 87850 
= 108 60000 -Ло5 8" 05 —-=16,985. 

105 1,0275 

Зкачнть приблизительно въ 17 лВтъ лЪеь увеличится до указанныхь 

разм6ровь. 

Задача 8. 

Чрезь сколько времени калиталь въ 2480 рублей быль взять обратно 

изь банка, если онъ, будучи отданъ вь рость изъ 4% годовыхъ и при усно- 

ви, что прибыль прибавлялась къ капиталу одинз разъ въ тодъ, возросъ, 
выфстВ съ прощентамн н на проценты до 3495 рублей 87 коп.? 

Ришене. 

Для опредвлендя злой части искомаго времени нужно воспользоваться 
Формулою 208%, которая въ данномь случаЪ принимаегь видь: 

3495,87—2480 . 1,04”. 

Изь этого уравнешя мы находимь: 

= 8 3495.8 —Ю5 3480 548: 

1051.04 00108 
3.89445 

Въ посхвдиемь частномь цфлыхь содержится 8. 

Для отыскавя педостающей еще дроби въ некомомъ чнелё тётъ, 

которую назовемь у, мы должны примфнить формулу 209, получая такимь 
образомъ уравнене: 

3159.87=2480 . 1,04* . (10.04%. 

Изь вего мы находимъ: 

м ( 3495.87 :) на [ИТ а]. у 2480.10 
Вычислене этого выражен я удобнфе всего произвести и расположить 

слдующимь образомъ: 

й 
Завд 68-Е 3495.87 —106 2480—8 Ю5 1,04. 

Выше уже найдено было: 

ЮБ 3495,37—105 2480 
Отеюда вычтемъ: 8 105 1,04 

3495,87 
такъ что 06 — -— 

2480 . 1,048 

‚149104 
„136267, 

—0,01284, 



8495.87 
ел. 1.08 

8480 . 1,048 

3 
у—25 . (1,08—10—.. 

Отвтьть. 

Каниталъ быль взять обратно изъ банка чрезъ $ лтъ 9 мфеяцевь. 

Задача 4. 

Н»кто имфеть возможность помфотить свои деньги или изъ 8% годо- 

выхь съ условемъ присоединеня процентныхь денеть къ капиталу еже- 
мВеячно, или изъ 81% съ условемь прибавлен1я процентныхь денегь 

къ каниталу одинъ разъ въ годь. Которое изъ предир!яйй вытодизе? 

Рилшене. 

Вь первом случа помбщенныя въ продпртят!е деньги а возрасли бы 

въ # ЛЬтЬ вмфотб съ процентами и на проценты до суммы, выражаемой 
1 81: 

[210] формулою а (+ . 2) или а. (1.00666712)', а зо второмъ случа 

8.25\! 
до суммы, выражаемой [208] формулою а. (+) или а: 1.0895'. Фор- 

мулы, посредетвомь сравнен{я которыхь другь съ друтомъ можеть быть 

р®шенъ разсиатриваемый вопросъ, отличаются одна отъ друтой только 
основашями 1.006667: и 1,0825 гыхъ степеней. Слвдовательно, то изъ 

предпраятйй будеть ныгодн®е, которому соотвтствуеть большее изъ этихъ 

основавй. 

Вычислене 1,00666712 расположимь такъ: 

106 1,00666712=19 . 0,0028858 
—0,0346296 

1.00686712=1.083003. 

Такь какъ другое основане равно только 1.0825, то оказывается, 

что первое изъ предир1ятй н%®околько выгодпфе второго. 

$ 643. Общая формула для срочныхь взносоръ и ерочныхъ уплатъ. 

Еели каниталь а, отданный въ роетъ изь р процентовь годовыхъ и при- 
новянИй процеиты и ва проценты, въ копцЪ каждаго года увеличивается 

не только на пропентныя деньги, но кром$ тото еще и на нфкоторый взносъ 5. 

то по проществи первато года оиь превратится въ сумму. 

к) 
конь 
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р } 
ля (1 буквою 4. мо- которую иы, обозначивь процевтнаго миожите: | 4106/81 4 

жемь также выразить формулою 

К. =ва-%. 

По прошествш двухъ лЬть капиталь вмфотё сь прибылью п вторымь 

взновомь Ь составить еумиу 

К.=Каа-+ь 

=(ав-- Ба 
—=вф--5а-Ъ. 

Кь началу четвертахо года такимъ же образомь составится капиталъ. 

Кз-=Кза-Ь 
аа -Ра--а- 
ааа. 

Но аналоми мы заключаемь, что къ началу 2-го года долженъ состя— 

витТЬся капиталь 

Ко 9...НЫР-НЬЯЬ. 

Выводя же отеюда, что по прошествии эгого года, т.е. по нетечени 
вефхъ : лёть, долженъ образоваться лациталь 

К.К 
д --Ьа РЕЗ. НЫ 

аа НЫ... НН. 

мы способомь заключешя оть {{—1) къ { доказали, что выражаемое полу- 

ченною формулою правило должно быть правильно для веякато пвлаго 
числа ЛАтТЬ 1. 

Но эта формула можеть еще быть преобразована вь другую болфе 

простую. 

Въ ней веб члены кромф перваго содержать множителя 5. Вынеся 

ето за скобки и написавъ затЪмъ члены, заключенные въ нихь, въ обрат- 
номь норядкф, мы паходимъ: 

неее. неа 
НАНА НН... 1+4). 

Выражене въ скобкахь есть сумма + членовъ геометрической про- 

тресешм, которой первый члень есть 1 и знаменатель которой равенъ #. 
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Слвдовательно, къ этому выражению можеть быть примфнена формула Р 

въ $ 627. ПоелВ же этого преобразовываемая форыула привимаеть видъ: 

ы 
К-ае-ь. ТП. 

4—1 

Отрицательное 6 въ этой формулВ означало бы, что капиталь въ коннф 

каждаго года уменьшается на сумму денегь 6, другими еловами, что долж- 

никъ (лико, получившее сумму а) уилачиваеть занмодавцу (вкладчику) 
вь конц каждато тода сумму 5. 

Оба раземотрённые случая могуть быть выражены слёдующею 

эбщею формулою для срочныхъ взносовъ п ероч- 

ныхъ уплатъ: 

Формула; К,=ове Ыб. р . 

$ 644. Накоплене капятала одними взноезми вт начатБ каждаго 

тода. Вели каниталь наращается путемь одинаковыхь взносовъ, дЪлаемыхь 
въ начал каждато года, то для вычиеления его пужно въ поелфдней фор- 

мулВ взять знакъ -- между обоими ея членами, а разнымь В п кромф тото 
прибавить отрицательный членъ —%, такь какъ предполагается, что въ 

кониВ поелвдиятго года взноса ие дЪлается. Такимъ образомь получается 

для накопленнато указанным способомь капитала: 

Зыа-чь. 
91 

к -ва-оные-ь 
41 

Цви фвафнь 

Это и есть частная формула для срочныхь взносовтъ, 
т.е. формула для вычисленая нанитала, накапливаемато одними срочиымн 
взновами, дЪлаемыми въ начал каждаго года. 

54-1). Формула: а—1 

$ 645. Погашете долга ерочными уняатами. ели долгь а должень 

быть въ + ить погашенъ мутемь одинаковыхь эзносовъ, въ разм®рВ Ь 

каждый, унлачиваемыхь ззимодавцу въ концф каждаго года, то для р3- 

шешя могущихь при этомъ возникнуть вопросовь нужно въ формул Я 

Барховх. Рувовокство алгебры. 49 

Ы 
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взять знакь — между обоими членами н К, ракиымъ 0. Въ частности очень. 

легко получается формула для срочныхъ уплатт, т. е. дия 

вычиелен!я размфра $ уплаты, которую нужно производить въ конць 
каждаго года для поташен!я долга. Рёшивь уравнение 

й 8—1 
=ва-В. а т 

относительно ъ, мы ее и получаемъ: 

: 29 4—9 Формула: 5 «т. 

$ 646. Примфры. 

Задача 1. 

Лицу, получившему наелЪдетво въ 8111 рублей 30 кон., предложили 

помЪетить эти деньги въ банкъ изь 51% годоныхь. Названный наслёд- 

никь не только воспользовался эгимъ предложешемь, внеся упомянутую 
сумму въ банкь въ начал года, но рёшиль прибавлять еще въ конц ка- 

зкдаго года на тёхь же условяхь изъ своихь доходовъ по 1500 рублей 

кь нарастающему капиталу до тВхь лоръ, нока изъ возхь вкладовь вмВст®. 

сь процентами и на проценты пе образуется капиталь въ 40000 ̀ рубжей, 
на который бы онъ могь пробр®ети имВн]е. 

Когда настанеть этоть моменте? 

Рииенае. 

Уравнеше, дающее рёшеше этой задачи, мы имбемь въ формул 211. 
при чемь мы по смыелу задачи должны предъ втодымъ членомь въ правой. 
части взять знакъь +-. Решене уракиея 

: 
1 

Ка’. — 
9" 

относительно # состоить въ слфдующихь преобразовашяхъ, понятныхъ 
п 6езъ дальн йтихь объясненй: 

Каоаа пе 
као =ще-) а, 

ее Киа ПЬ 
«ау 

пов а [ККП -—Чов [44-0487 

ВЕ КО Е МЮ 
1059 ' 
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Подставляя въ полученное въ общемъ видВ рёшете задачн 40000` 

вифсто К, 1,055 выфото а, 1500 выЪето Ь и 8111,3 вмфето а, мы находимъ 

$=12. 

Ютазлть. 

Чрезь 12 лВть всф вклады въ баннь вмфегВ съ процентами п на про- 

центы составять каниталь въ 40000 рублей, 

Задача 2. 

Н»кто желаеть обезпечить своему четырехлтнему сыну въ будущемь 

вредетва для высшато образовая и намрень съ этою нфлью уплачивать 
въ общество страховавя капиталовь н ренть въ началВ каждаго года 

нфкоторый взнось съ т$мъ, чтобы но прошестви 15 лфть сынь въ течзне 

6 лёть получаль въ концЪ каждой четверти года но 150 рублей. 

Какой взнось отцу придется двлать ежегодио, сели общество платить 

за поступаюния къ нему въ рость суммы въ годь 4%? 

Рюшене. 

Положимъ, что искомый ежегодный взпосъ равенъ д рублямь. Въ та- 
комь случа капиталь, который образуется изъ взносовь и процентовъ 

на вихь н на проценты, составить, по формул 912, 

00 ед, 
004 — ру . 

Такъ какь уплаты сыну предполагается производить 4 раза въ годъ, 
то вовхь уплать будеть 24. Нсли усповлена процентная такса въ 4% въ 

тодъ, то считають, что это составляеть 1% въ четверть года. Ноэтому мы, 

выражая уелов1е относительно уплать сыну, должны будемъ пользоваться 
формулою 913 такь, какъ будто бы чиело лть было 24, а процентная такса 

всего 1%, слБдовалельно, считать #—94, 4=1,01 и, конечно, $=150. При 

этомь мы в должны будемъ замёнить приведенною выше формулою для 

образовавшагося въ 15 ЛЬтЬ капитала. Нз основан такого разсужденя 

мы лолучаемь слфлующее уравнен!е; 

2.1.04 . (1,0451) 1,01%. 0,01 .- =150. 
0.64 по“ 

Рашивь его, мы находимъ: 

2==158.09. 

Отевуть. 

Ежегодный ззносъ отва въ общество составляеть 153 рубля 8 коп. 

49* 
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Б. Непрерывныя дроби и ихъ прим неня. 

ГЛАВА ТУ. 

Основныя понят!я и общя предложен!я. 

$ ват. Шонятто © ненрерывной дробж. Положимъ, что Ри 9 означають 

абсолютныя цфлыя ъзаимио-простыя числа, и представимъ себ, что надъ 

вими производится тоть рядь дВИстЬй, который извфотень подъь назва- 

нземъ посльдовательныхе дныенй [$ 101]. Предположимъ при этомъ, что 

остатокъ 0 получается при я-омь дёлени. Нолучающяея при дВленяхь 

частныя иазовемь @1, @з, аз, .... @, а, @,, получающеся же остатки ул, 9» 

Тз, .-., 1 (еЛЬдуюний остатокъ 0}, и замтнмъ, что танъ какъ Ри @ нред- 

положены чнелами взаимио-проетыми, т. е. имфющимн общаго наиболь- 
шаго дьлителя 1, то остатокъ +, ., на когорый производится послёдиее 

дБлене, долженъ быть равень 1, а волЪдетые этого 

зи в=а.. 

При перечислениыхь условяхь зависимость между упоминавщимися 
величинами можеть быть зыражена слёдующими п равенствами: 

т аа, 
9 9 
8 тв а. 
т: >: 
7. " а, 
та та 
т: "а 
о 

а 
т. 72 
т. 

7—1 

Изъ второго изъ этихь уравненй получается 



изь третьяго 

и изъ и-аго 
„т 

а бы 

: . Ра 7. 
Подегавивъ одно посл другого эти выражентя вмЪсто дробей г —, и 

ы 

т. д. вь первое ураввене, мы находим: 
Р 1 
Г 1 
а а 1 

+— 
аа. 

1 

3 
1 0’ Ня . 

Полученнаго вида выражев!н, кь изученю свойствь и примЪненй 

которыхь мы теперь приступаемь, носять 0с0бое назваше: 

Фпредьленю. Выражен!е вида 

в: 

въ которомь @1, а», а; .., в означають абсолют- 
ныя ц%лыя числа, называетея непрерывною или 
цфнною дробью *); чиела а,, а», @з,..., а, вазываются 

*) Такая дробь есть частный случай обнаго вида непрерывной дроби: 

Въ виду особыхь свойетьъ, которыми обладаегь именно этоть случай, его 
только н принято разематривать въ общихь курсахь. 

Же 
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частными знаменателями нии нецолными част- 

1 1 1 
ными, дроби же —, —, —, 

22 03 ба 

ставллющими дробями. 

Если Р«@ то а:=0; изъ остальныхь же неполныхь заетныхь ни одно 

никогда не можеть быть равнымъ 0. 

1 
— ея звеньями или со- 
Ч. 

$ 648. Сокралденное изображене непрерывной дроби. Существуеть. 

сокращенное изображене непрерывной дроби, состоящее въ ‘томъ, что 

частные знаменатели, отдфленные друть оть друга запятыми, ставятся 
Р 

въ скобки. Такъ, приведенная выше непрерывная дробь,. равная с мозкетт. 

быть изображена символом 

{@1, ав, @з, „.., ара, бл). 

$ 649. Превразцен!е простой дроби въ ненрерывную- Изь разеуждений: 

$647 должно быть ясно, что названное превращете въ сущности сводится: 
кь производству тВхь же дфленй, которыя бы слфдовало произвести, 

если бы нужно было отыекать общато наибольшато дЪлителя для чиели- 

теля и знаменателя обыкеовенной дроби. Норядокь этихь дВлеш ука- 

зывается уже и равенствами, приведенными въ названномь варатраф®. 

Но для ускорен!я вычислей можно д®йетв1я располагать по елёдужиней. 

довольно удобной схемф, въ которой уже значене буквъ въ достаточией 

степеня разъясняеть расположен дёйстви 

Чтобы, однако, не оставалось сомифнШ, замфтимъ все-таки еще, что 
начинать нужно выполиен{е дейстьй по этой схем съ занесешя въ нервую 

н вторую графу во второй строк зислителя и знаменателя данной дроби, 

цфлую часть частнаго отъ дёленя числителя на знаменателя накисать 

въ первой строкВ во второй граф, произведеве дёлителя на частное под- 
писать въ первой траф подъ числитенемъ, & въ четвертой строк въ той же 
графВ написать остатокъ оть вычита1я названнаго произведен изь числи- 

теля, а затБмъ этоть остатокъ занести въ третью графу во второй строк® 

и дьлить на него чнело, етоящее влЪво оть него тфыъ же впособомь, ко- 

торымь было произведено нервое дфлене, поифщая только, конечио, вс® 

получаюнияся числа одною графою праве, и продолжать такь до нолу- 
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чен{я остатка 0. Посл такого окончашя вычислен!й въ первой. строкв 

хкажутся вс неполныя частныя, почему достаточно эи числа 
въ первой строк написать въ скобкахъ, отдф- 

ливЪ ихъ запятыми другт отъ друга, чтобы им%ть 
искомую непрерывную дробь, вмБсто чего, конечно, можно 
написать непрерывную дробь и въ несокращенномь вид. 

Превратимь ло предложенной схем въ непрерывкыя дроби одну 

неправильную и одну правильную дробь. 

Примфры. 

. 188 
1) Превращев!е дроби я въ ненрерывную дробь должно быть расно- 

ложено такт; 

| . 
Е | 9712017 

= 5 

138 1 — = 
37 

вмВото чего можно также писать: 

138 
=, 2, 1, 2. 3}. 
77 

16 
2) Чтобы превратить по приведеняому правилу дробь 3 въ непре- 

рывную, нужно дфйствйя расположить такъ: 
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Такъ оказывается, что 

16 
—5=(0. 6, 1, 1, 3, 2), в5=4 й 

вместо чего можно также писать: 

$ 650. Возможноеть только одного вида развертываюя въ неврерыв- 

ную дробь. Допустивъ, что возможно дробь превратить въ пепрерывяую 
не только пря помощи послёдовательныхь дфленй, но н какь-нибудь 
иначе, мы имфля бы право допустить вмфстф еъ тёмъ и возможность вуще- 

етвовашя еще другихъ видовъ непрерывныхь дробей (т. е. съ другими 

неполными частными или же п съ тфии же неполными частными, но раепо- 
ложенными въ другомъ порядкЪ), которые бы также оказались равными 

данной дроби. 

Возможно ли это или нфть, это рёшается слфдующимь предложенемъ: 

Теорема. Есть всегда только одна непрерывная 
дробь, равная данпой дроби. 

р РА 
Док. Допустимъ, что данная дробь а можеть быть превращена не 

только въ непрерывную дробь (а1, @», ..., а,), но еще и въ непрерывную 

дробь (51, 8», ..., ). 

Но такь какъ излая чаеть частнаго р есть во всякомъ частномъ случа® 

4 
ифкоторое впоннв онпредфленное цфлое число, то должне быть 

а1=8.. 

Перенеся теперь въ равенствахь 

р 
а @ь а», ..., @,) 

Р 
в 5, В) 

первые члены правыхь частей въ лфвыя части и произведя зат®мъ въ л- 
выхь частяхь вычитаня, мы получаемъ: 

ра 1 
4 (вы на, 
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токо ПОИИЕОИНИИ 
4 (6, Вы, ..., В) 

а отсюда мы заключаемъ, что должно быть: 

9 
—— = (в, @а, 

рая 

= (ве. 6. .... 6). 
19 

а,) 

9 
ь 

ЛЁвыя чаети этихь равенствъ означають одно и то же число, ибо а: ==. 

И здВсь опять ивлая часть названнато числа въ каждомь частномъ случа 

есть в которое вилонВ опредфленное пфлое чиело. Слфдовательно, должно 

быть и 
аз=6ь. 

Продолжая разеуждать такимь же образомь, мы убфждаемся, что 

должно быть также 

и 

ит. д., и, наковець, 

и выфотБ съ тёвъ 

т. е., что 00% непрерывныя дроби, равныя р тождественны. А ивъ этото. 

и елЁдуеть правильность утверждевя. 

$ 651. Подходяибя дроби. Если мы въ непрерывной дроби 

1 
А=в + 

в. 

1 
в„.-+— 

@ 

отбросимь послфднее звено ея или два послфднихь звена или три и т. д.. 

то получимъ непрерывныя дроби, которыхъ значен1я отличаются, конечно. 
оть значення А и выражать поел днее только приближенно съ большею 

нин меньшею степенью точности. Этн приближенныя зваченгя играють 
очень существенную роль въ теор иепрерывныхь дробей и при прим%- 

нени поснфднихь и носять особое пазваше, 
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Опредфлеше. Подходящею дробью данной некре- 

рывной дроби называется звачен:е такой непре- 

рывной дроби, которая получается изъ данной 

вел детв1е того, что посяфдн1я звенья ея, начи- 

ная отъ какого-либо м%ста, отбрасываются. 

Первая подходящая дробь приведенной выше непрерывной дроби А 

1 ва ‚1 алла: Ра1 
есть @1, вторая а. —= „ третья а -—: =— — а, ь 1 аа -1 

а 
аз 

вара а 
ро ит. д, Говорять и объ н-ой подходящей дроби, называя ее 

азаз 

и послвднею, но только въ переноеномъ смысл», такь кВЕЪ подъ этими обо- 

значеями поннмають не приближенное уже какое-либо значеще, а зна- 
чене самой данной дроби А. 

Во избъжае же повторен й разъ навсегда условимся, что если мы 

будемь говорить о непрерывной дроби и тавъ или иначе о такихь подхо- 
дящихь дробяхь ея, которыя больше или меньше ея, то ноелфдняя въ ука- 

занномь смысл® подходящая дробь при этомъ не будеть имЪться въ виду. 

$ 652. Правило вычнелевя подходящихь дробей изь предыдущих». 

Значене каждой подходящей дроби можеть быть найдено путемь вынолие- 

н1я указанныхь дВйств!й, но можеть быть также вычислено нзъ значений 
предыдущихь двухъ на основани слфдующаго предложеня: 

числителя 
Теорема. Чтобы найти 

знаменателя 
| подходящей 

дроби, нужно числителя 
‚ ВУ знаменателя | предыдущей подхо- 

дящей дроби умножить на неполное частное, 
ва которомъ данная непрерывная дробь обры- 
ваезся, и къ этому произведен:ю прибавить 
[аня 
я | нредпредыдущей подходящей 

дроби. 

Предп. РЕ 
Ча т 4% 

три посл довательныя подходяция дроби непрерывной дроби 
г 

А=аа Е. 

в — 
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Утв. Руа Фа 
Чань 4+. 

Док. Назовемь т первую подходящую дробь дроби А, 2? вторую и 
и 4 

т. д., такь что 7-ая будеть: 

Слфдующая же посл нея будеть 

Фи «,-+ — р к 

Сравнивая поельднюю изъ нихь съ предыдущею, мы видимь, что изъ 

1-ой получится (у-Н)-ая, если мы въ этой }-ой а, замфнимь выраженемъ 

+ в, 
ан 

Лопустивь тенерь, что доказываемая теорема справедлива для ;-ой 

подходящей дроби, покажемъ, не примВняя правила, выражаемато этою 

теоремою, что оно остается тмъ же и для (1-1 Р)-ой. СлФдовательвно, мы 

допускаемъ, что 

Ву=ар; «Тр 
4—4, «4», 

въ какомь случаЪ 

2, ава 
$4; 41а 

Выше мы узел, из то, что въ }-0й подходящей дроби нужно замф пить 

а, выраженемь а 

Слёдовательно, долж быть: 

‚ ‘Чтобы получить (--1-ую подходящую дробь. 

бы = ы _ 

9 (+=) Ча аа + 
ы-- + 

дор аыа Фра) а 
Пао, аа ана ба ь Фа 
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Но такь какь 

то 

Рун __ Яна: ЕРЕа 

Чан аи 

то это выражене для Рин составлено по тому же закону, по ко- 
Чун 

торому образовало выражене для в, хотя мы для вывода полученваго 
% 

выраженя этимъ закономь и не пользовалиеь, это ставегь еще боле 

явнымъ, если мы 7-1 замЪнияь буквою &, сл®довательшо, ; выражетемъ 

&—1. Поелф такой подстановки мы получаемь: 

бр ЕР 

Ч ба 
А такъ какъ р, озналаеть числителя &-0й подходящей дроби, а 9„ зиаме- 

нателя ея, то мы имБемъ право писать: 

Рь-вкрь 1 -НРь-2 
Чек На. 

Такъ мы отчетливо, какъ нельзя боле, видимъ, что числитель и зва- 

менатель &-ой подходящей дроби совершенно тая же выражещшя, кама 

выше допущены были правильными для ;-ой, то ееть, что теорема спра- 
ведлива для (у-Н1)-ой подходящей дроби, если она справедлива для 7-ой. 

Такь какь первая и вторая подходяния дроби дроби А суть з 

ва. -1 
и — В 

& 

#— 

ра-алаз-- 
4—@2: 

Третья же подходящая дробь равна вала 1) 50а слёдовательно, 
ва °’ 

рава. -1)-а, 
з=аза, 1. 

Подставивь въ эти равенства р» выЪето (алаз-НЕ), р: вывето вт, 4: 
выВсто ве в 4: вместо 1, мы получаемь: 

Рз=азра-НРь 
43039-41 
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и убёждАемся такимь образомъ, что доказываемая теорема справедлива 

для З-ьей подходящей дроби, СлФдовательно, она справедлива и для 4-ой, 

будучи же справедливою для 4-ой, она должна быть справедливою и для 5-ой, 

ит. д. безъ конца, т. е., она должна быть справедливою вообще; что и тре- 

бовалось докавать. 

$ 653. Превращене непрерывной дроби въ проетузю. Чтобы превратить 

непрерывную дробь въ простую. можно выполнить указанныя ею дЪйств!я, 
какь это видно на слфдующемь прим рЪ: 

Но удобиве и скорфе можне произвести это превращене при помощи 

подходящихь дробей, образуя ихь по правилу 217 и привявъ во внимане, 

что послёдияя подходящая дробь равна значению данной непрерывной 

дроби. 

Для примфра превратимь въ простыя дроби ненрерывныя дроби, 

полученныя нами въ $ 649. 

Для непрерывной дроби 

1.1144 15 2.1551 41 8.41415 198 
1.3 4’2. 4+3 ШЗ. ира 87° 

Тожкимь образомь мы находямь тоть именно результать, который и 
должны были получить: 

138 
8.1, 2, 1, 2, = ( 7 
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При превращен непрерывной дроби 

въ нроестую не будемъ опять подробно указывать ДВйствй, которыя должно 

производить, когда вычисляются подходяпйя дроби. Указанный прави- 

ломь 917 порядокь этоть очень легко запомнить, дЪйствя же только въ 

исключительныхь случаяхь нельзя произвести въ ум%. Достаточио поэтому 
подходяпия дроби писать одну поел другой въ рядъ, надписывая для 

большато удоботва надь поставленными между ними запятыми надъ каждой 

то неполное частное, на которое предотоить умиожить числителя и знаме- 
нателя дроби, стоящей предъ запятою. Этоть рядь составляется, елло- 

вательно, въ такомь порядкВ: первая подходящая дробь, вторая подхо- 
дящая дробь (къ нычисленйю которыхь правило 217 еще не можеть быть 
примънено), надь запятою третье неполное частное, третья подходящая 

дробь, надъ вапятою четвертое неполиое частное, четвертая подходящая 
дробь, ит. д. 

Три этомь необходимо, однако, еще замьтить, что если данная дробь 

правильная, то первымъ неполнымь частнымь должно считаль 0. 

Описанный рядъ можно принять за схему для превраще- 

н1я простой дроби въ непрерывную при помощи 

подходящихьъ дробей. 

То ней и произведемь превращене данной дроби въ ненрерывную: 

8 чтобы представить полный образець превращен1я, добавимъ еще и отвЁть, 
который мы напередь уже знали: | 

16 
(0, 5, 1, 1, 3, 2—5. 

$ 654. Важное для предетоящихь выводовъ предложен. 

915 Теорема. Если Рь и Рь $: 
о Ф— 4 к 

додходящ:я дроби, то 

поел $ довательныя 

Риф ры 44 =(С1 у. 
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Док. Назвавъ Ра какъ прежде, (#—2)-ую подходящую дробь непре- 
4—2 

рывной дроби (а:, вл, аз, ..., @,), мы по теоремЪ 217 имфемь: 

Фь-акрь 1 РРь-> 
Чень Ч». 

Умиоживь первое изъ этихь уравненй па 4, ., а второе на р, и 

вычтя преобразованныя такимъ образомъ равенства эти второе изъ перваго, 
мы исключимь изъ нихь а, и получаемь: 

бр Рыб Ро Ра, 

вмфото чего можемъ также написать: 

Риго Фь аб (Рь 14 г Рь 2Чь 1). 

Выражеще въ снобкахь въ правой части носяёднаго равенства обра- 

зовано по тому же правилу, по какому составлено выражене въ лфвой 
части. 

Это означаеть, что если мы числителей и знаменателей двухь поелф- 

довательныхь подходящихъ дробей умножимъ кресть на кресть и произве- 
денфя эта вычтемъ одно изъ другого, то разность получится всегда но абсо- 
лютной величин одив и та же. 

Но легко убфдиться, что 

реа р&=1=(—1}; 

слёдовательно, на оспован!и того, что мы только-что доказали въ общемъ 
видф, должно быть: 

Рздк—р4=—1—(—1 
1:3 

Рафз Ра@а-= 1 =С-1 
ит. д., 

вообще, значить, какъ утверждалось: 

г Рь4&=С 1). 

$ 655. Шесократимость подходящихь дробей. 

Теорема. Подходящ1ян дроби несократимы. 

ть 
фи 

или же числитель и знаменатель подходящей дроби в имфли какого-либо 
% 

Док. Если бы числитель и знаменатель подходящей дроби 
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общато дЪлителя, то на него должна бы была дфлиться и разность 

Рыдь 1 Фь 14% [899]. Но въ таномъ случа эта разность не могла бы быть 

равною 1 или —1, какъ этого требуеть предыдущая теорема. А разъ члены 

названныхь дробей пе могуть имфть общихь дфлителей, кромф 1, то и 

сокращены эти дроби быть не могуть. 

Совершенно такимь же образомъ мы изъ равенства 

п рае 

заключаемь слёдующее: 

22е бивдетве. Числители двухуь посл довательпыхь 

подходящихъ дробей должны быть числа взаимно- 
простыя, такъ же и знаменателя ихуъ. ` 

Если поэтому при вычислени подходящихь дробей получится вокра- 
иающаяся дробь, или чиелители двухь посл довательныхь дробей или же 

знаменатели ихъ окажутся числами не взаимно-простыми, то это всегда 
будеть признакомь сдфланной ошибки. 

Доказанную въ этомъ параграф теорему и слФдотв1е изъ нея поясннмь 

еще слфдующимь прим$ромь. 

4758 
Превращая дробь 234 въ непрерывную по данной схем, слВловательно, 

такимь образомъ: 

мы находимъ: 

Превращая же обратно полученную непрерывную дробь въ простую 
тоже ло данной схемВ, значить такъ: 

з 

920 4 
ря 
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мы находимь, что 
-1 49 

2+— 55. 

ы 1 
8-— 

2 

4758 
Такимь образомъ мы обнаружинаемъ, что данная дробь э1ва 40ПУ- 

скаеть сокращене; а на какое чиело, это мы должны бынн уже замФтить 
ири превращен!и ея въ непрерывную, такъ какъ послфдый дфлитель ока- 

залея равнымъ не 1, & 97. 

Обративъ же внимане на рядь, содержашщ й подхоляпця дроби, мы 

видимь подтвержденными всё доказавныя и поясняемыя здфеь истины. 

$ 656. Разноеть двухь посл®довательныхь подходащихь дробей. 

Теорема. Разность двухъ поел% довательныхьъ 

лодходящихь дробей равна 1, д ленной на про- 

изведен!е знаменателей ихъ. 

Док. ль, хакъ нрежде, дв послФдовательныя подходяня 

21 и 
%1 

дроби „ мы имвемъ: 

2 Ра РМ т Ра Ч 

4% фл Чт 

Но во теорем® 818 

Рыба Рь 4—1. 

СОлвдовательно, и въ самомь дз 

РР 
% Фф Фа 

Прим чанте. 

({—1)} мы вынесли множителемь передь дробь, чтобы указать, что 

въ случаяхь онредвленныхь чиселъ это будеть только знакъ -- или — 

иередъ нею. 

$ 657. Звакъ разности двухъ поелБдовательныхъ подходящихь дробей. 

сли 

Бартовь. Руководство алгебры. 50 



то 

в м 1 
4% 4“ Ч 

выфето чего можно также писаль: 

в 1 г 
значить 

84 4% Ч 

Изъ этого и перваго равенства мы можемь вывести такое правило 
отноентельно знака разности двухь поелфловательныхь подходящихь 

дробей: 
Правило. Вычитаемь ли мы подходящую дробь изъ слёдующей или 

предыдущей такой же дроби, разность будеть положительна, если умень- 
щаемое подходящая дробь четнато порядка, и отрицательна, если умень- 
шаемое подходящая дробь нечетнаго порядка. 

$ 658. Поетепенное приближеше нодходящихь дробей къ значенно 

непрерывной. Въ разсмотр&нныхт, до сихь поръ примфрахь можно было 

вамЪтить, что, вычисляя для непрерывной дробн по правилу 917 одиу 

за друтой подходяния дроби, мы всязй разь получаемь рядь чисель, 

которыя все боле и боле приближаются кь значению этой ненрерывной 

дроби; и мы уже упоминали, что поелфдняя подходящая дробь равна этому 

значентю. Что подходяпя дроби вообще и веегда обладають указаннымь 

свойствомь, это видио изъ елёдующато нреддоженя: 

Теорема. Значен1е непрерывной дроби ближе къ 

каждой подходящей дроби ея, чфмтъ къ предыду- 

щей я заключено между ними. 

Дек. Назовемъ 

Ты» Ты Рь 
4» ща 

какь прежде, (#—2}-ую, (—1)-ую и Кую нодходяця дроби непрерывной 
дроби 

А (аз, ав, аз, ..- ба, в, ..., а,) 

и непрерывную дробь 

(рут. бу. а, 
буквою 5. 

Но теорем 2 

Рен бир 

но ЧАН 
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Еелн мы здфеь а. замфнимь величиною 5, то должны будемъ полу- 

чить А, такъ что значене А можеть быть представлено въ видВ 

РРР А 
ь Ба 

Теперь разности между послфловательными подходящими дробями 

2 и непрерывною дробью А могуть быть изображены слёдующимь 
%: % 
образомъ: 

А 

В 1 теор. 918) 
ФФ Чьи) 

ава На) 
дд РН Ра ги В.С 
фе а 4. 4 бо ть 

Изь выражен1й, полученныхь для 4 и 4,:, мы видимъ. такь какъ веЪ 

буквы въ нихъ означають положительныя числа, это Фи 4; имфють проти- 

воположные знаки, что, ел5довательно, одна изъ подходящихь дробей ь 
% 

п 2-1 больше А, а друтая меньше А. 
а 

Этимъ и доказана вторая часть утвержден я. 

А тавь какь Бри по закону посл®довательныхь вычислен!й чиели- 
телей и зваменателей подходящихт, дробей [217 

4-1, 

то абсолютное значен!е числителя въ выражени для 4 меныше абсолют- 

зато значеня числителя въ выражени для 4х, знаменатель же въ первомь 
зыражени болыше, чфмъ во второмъ. Изъ этого же елфдуеть, что 

Та < 14|, 
чфмь доказана и первая часть утвержден. 

$ 659. Педходяийя дроби нечетнаге и четиаго порядка. 

Теорема. ВеЪ подходащ!я дроби нечетнарго по- 

рядка меньше непрерывной дроби и постепенно 
увеличиваются, вс № же подходящя дроби чет- 
наго порядка больще ел и ноестепенно умень- 
шаются. 

50* 
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Док. Докавывзя предыдущую теорему, мы между прочимь выяснили, 

что изь двухь послвдорательныхь подходнщихъ дробей всегда, одна меньше, 

а друтая больше значення непрерывной дроби. Изобразивь непрерывную 

дробь въ общемь видВ, какь прежде, слфдующимь образомъ: 

Ага: 1 

1 

аз. 

в 
мы видимъ, что первая подходящая дробъ ея, &, илн = меньше ея. СлФдо- 

звательно ‚вторая подходящая дробь ея должна быть, по предыдущей теорем%, 

больше ея, третья меньше, четвертая опять больше, и т. д., то есть, какъ и 
утверждалось, всф нодходящья дроби нечетнато порядка должны быть 

меньше, а в6ф подходяния дроби четнаго порядка больше ея. 

Сотласно предыдущей же теорем, и лодходящя дроби нечетнаго по- 
рядка и подходяпуя дроби четнаго порядка постепенно приближаются пъ 
значению непрерывной дроби. А это возможио только при такомъ уелови, 

что первыя изъ вихъ постепенно увеличиваются, а послёдийя постепенно 
уменьшаюгея. Этимь доказана и остальная часть утверждентя. 

СлВдетые 1. Между первыми двумя подходящими 

дробями заключены вс остальныя и значен!е 
самой непрерывной дроби. 

СяБдетье 2. Между подходлщими дробями непре- 

рывной дроби не можеть быть заключено пи од 

ното цфлаго чиела. 

$ 660. Отепень точиоети подходящихь дробей, 

За Теорема. Зиачен!е непрерывной дроби отличается 
`` оть всякой подходящей дроби ея менфе, чфмъ на 1, 

дъленную на произведен1е знаменателя этой 
подходящей дроби на знаменателя сл дующей. 

дв  нослВдовательныя подходящя дроби 

непрерывной дроби. 

А (аз, аа,вз,... 5,041... 

Утв, |< 1 
4% 9+1 
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‚Док. По теоремё 928 А заключается между Ве и Ре, Слдо- 
® Фи 

вательно, 

А— | № 

% [| фы №, 
1 

Н. | Рьн ——__ о теор. 991. 
Чи Феде 

_ __ __[ Подотавляя, мы убъжлаем- 

1 ея, что и дБйствительно 

р | Е 
Феб! 

Изь этой теоремы слёдуеть, что и подавно подходящею дробью доети- 

гается такая стецень точности: 

Сяфдетыю. Значен!е непрерывной дроби отли- 

чается отъ какой-либо подходящей дроби ея мень- 

ше, чё мъ на обратную величину квадрата знаме- 
нателя этой подходящей дроби. 

8 661. Преимущества приблажен!, доетитаемыхь подходащиия дро- 

ями. 

Теорема. У всякой дроби, которая меньше отли- 

чается отъ значен1я непрерывиой дроби, ч%мъ 

подходящая дробь, и знаменатель и чиелитель 

больше, чё мъ у поельдней. 

т : 
Предп. Дробь у меньше отличается оть значеня непрерывной дроби 

А, чмь подходящая дробь г 

Утв. у>% 
р. 

„Док. Подходящан дробь а, иреднествующая ., должна, п 
—1 А 

теорем 228, больше отличаться отъ 4, чвыь 2" . Слёдовательно, 2 заклю- 
% у 

чается между 2% и 2-1, иноэтому абсолютное значене разности к _Т+ & - 
Чи . % 
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х 

больше абеолютнато значен1я разности т и 06% он имфють одв- 
№1 
р (—1у 

наковые знаки. Первая изъ ннхъ равна РЕ Ра теор. 88, 
. Фф Ч 

94 УР 

Уф 

ство разностей мотло бы быть выражено такъ: 

вторая же выраженю . При четномъ & упомянутое неравен- 

2 
ЗЧ Ча 

или же и слфдующимь образомъ, остающимея справедливымъ и въ томъ 

случаВ, когда Е нечетное число: 

} Е - УРь . г У та 
Чек ЗЧ 

Унноживь это неравенство на выражение 4, у, которое всегда положитель- 
но, мы находимъ: 

у 
а р). (—%. ь 

Множитель (24, : Ур, .) въ правой части полученнато неравенства, 

не равенъ 0, ибо могь бы быть равнымь 0 только при услови, что 

РР : В 
= „не допускаемомъ предноложенемь. Вее же произведене въ пра- 
9 & 
вой чаети положительно, такъ какъ при четномь Ё оба сомножителя по- 
ложительны, при нечетномъ Ё оба отрицательны. А такъ какь вс буквы 

въ неравенств$® означають цфлыя числа, то правая часть его не меньше 1. 

СлЪдовательно, 

9 9-1, 
«> 

а ноэтому 

>. 

Такимь же образомъ доказывается, что 

>рь 

стонть только начать съ того, что У заключается между би би 
= 1 

вторить съ соотвфтотвующими измёневями разоужденя, которыми вы- 

яснена была справедливость первой части утвержден я. 

Слёдетые. Подходящая дробь ближе къ значен1ю 
непрерывной дроби, чфмь всякая другая дробь 

съ. меньшим илн твиъ же знаменатедлемъ. 
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$ 662. ЗамВчаня о примфненши подходящих дробей. Вычисляемыя 
одна посл другой нодходяция дроби все ближе и ближе подходять но ве- 

личинв своей кь значенйю непрерывной дроби. Он% являются такимъ обра- 

зомъ приближенными значен!ями поел дней, которыми часто нредпочитають 

пользоваться вмфето ея дЪйствительнаго значешя. Степень доститаемой 

точности при этомъ можеть быть опредфлепа мо теоремЪ 224 или сл5детвйо 

изъ лея [296]: согласно ей подходящая дробь Рь выражаеть непрерывную 
Ч 

дробь съ точностью ло ; лока же частный знаменатель д»: не вычис- 
Чена 

ленъ, можно сказать только, что Ре выражаеть непрерывную дробь съ точ- 
Ч 

ностью ифеколько большею, чёмъ до Ро 
й 

Подходящун дроби суть, какъ это ел дуеть изъ предыдущего параграфа, 

наиудобпьйаця приближенныя значення нелрерывной дроби въ томъ емыслВ, 

что викакою другою дробью съ менынимъ числителемь или знамеватедемь 
нельзя достигнуть той степени нриблаженя, какую даеть подходящая дробь. 

Какьъ интересный примфръ приведемъ, что извфестныя приближенных зна- 

. 22 . (358 . . 
ченйя Архимеда [Е и Мешя ее для иррашопальнато  отношеня 

т окрузности къ ея дламетру оказываются подходящими дробями непрерыв- 
ной дроби, взыражающей это отношене. Превративъ числе 3,143 592 653 6, 

1 
выражающее х съ точностью до тов (съ избыткомъ) въ непрерывную дробь, 

мы находимъ: 

& отеюда подходнийя дроби 

3 22 338 355 
т т’ 108 Н8'^ 

32 
Изъ инхь т выражаеть съ точностью до 

720 

1 н 
точностью до ое - 

113.4292.118--106) — 3740598 

трехмиляюнной, 
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Но строго говоря, мы. принимая во вииман{е спобобъ вычислешя, 

имвли бы право только сказать, что съ этою точностью вычислена приведен- 

ная выше десятичная дробъ. Веди же мы отнесди сказанное прямо къ т, 

хо имЁли на это такое основаше. 

Уведичивая степень точности тфхь десятичныхь дробей, которыми мы 

зыражаемь г (или же и другое какое-либо ирращональное чнело), и пре- 

вращая всякую приближенную десятичную дробъ въ непрерывную, мы по- 

лучимь рядь послфдияго рода дробей, выражающихь это иррацюнальное 

число все точие и точне въ той же иБрЪ, какь и эти десятичныя дроби. 

Въ первыхь непрерывныхь дробяхь, получаемыхь, такимь образомъ, 

одиваковымь будеть только первое неполное частное, въ слёдующихь об- 

щинъ будеть и второв, затВыъ и третье и т. д. Постененио число такихъ об- 

ить ненолныхь частныхь все растеть и растеть, такь что этимъ еновобомь 
устанавливается одна непрерывизя дробь съ возрастающимь все болфе и 

болёе чнеломъ звеньевъ. Изъ с1особа же нолузеня такой непрерывной 

дроби мы должны заключить, что 10слф каждато опредфлившагося уже 
звена должно ожидать еще одно, и такъ безъ конца, и что оъ увеличенемь 
чнела послёднихь степень точности, о которою эта непрерывная дробь 
выражяеть иррашонахьное число должна увеличиваться. 

Въ слЪдующей глав будеть выяснено, что дЬйствительно повяме с 

непрерывкой дроби съ пользою можеть быть расширено такъ, что дёлается 
возможным при помощи подходящихь дробей выражать прращюональныя 
числа съ любою степенью точиости. 

Неполныя частныя, которыми мы воспользовались для вычисленя 
подходящихь дробей, выражающихь приближенно к, принадлежать къ 

числу такихь уже установившихея общихь, о которыхь была рфчь выше. 
Поэтому мы и иифли право товорить, что именно ® выражается приведен- 
ными тамъ подходящими дробями съ указанною степенью точности. 

ГЛАВА У. 

Безконечныя непрерывныя дроби. 

$ 663. Опредвлене. Непрерывная дробь, въ которой мы предота- 
вляемъ себЪ посл каждаго неполияго частнато существующимь еще одво, 
и такъ безь конца, можеть быть въ сжатой форм® опредфлена такъ: 

Опредфлене. Безконечною называется непрерыв- 
ная дробь съ безконечнымъ числомъ звеньевъ, 

$ 664. Существенная разница между конечными н безконечными ве- 
прерывными дробями. Эта разница выяеняется снёдующими предложе- 
в1ями; которымъь, во избфжанще позторемй, предпошлемь замфчаве, что 
и здВось всякое число, превращиемое въ ненрерывную дробь или равное 
таковой, должно считаться абеолютнымь (или положительнымь). 



— 193 — 

Теорема 1. Конечная непрерывная дробь равна всегда радюнальной 

дроби. 

Док. Въ предыдущей глав% было выяснено, что превративъ конечную 
непрерывную дробь при помощи подходящихь дробей въ простую, мы по- 
лучимъь всегда несократимую дробь. Изь этого и слфдуеть справедливость 
утвержденя. 

ЦФлое чиело непрерывная дробъ означала бы только въ томъ частномъ 

случа®, котда бы она состояла всего только нзъ нерваго ифлаго члена и не 
иыБла ни одного звена, слфдовательно , перестала, бы вообще быть непрерыв- 

ной дробью. 

Слёдетые. Цлое число не можеть быть превращено въ некрерывную 
дробь. 

Теорема 2. Рапональная дробь можеть быть превращена только въ 

конечную непрерывную дробь. 

Док. Превращене рашюнальной дроби въ непрерывную состоить 

въ производствЪ поелБдовалельныхь дфленш [$ 649], которыя всегда 
кончаются остаткомъ 0. Олфдовательно, всякая раздональная дробь превра- 
щается въ конечную, которая притомъ всегда и единственная, такь какъ 
[6 650] развертывае ращональной дроби въ непрерывную возможно 
только въ одномь видЁ. Этимь и доказана справедливость утвержденя. 

Теорема 3. Безконечною непрерывною дробью опредБляетея ирра- 
вювальное число. 

Док. Положимъ, что дана нЪкоторая безконечная непрерывная дробь. 

т. е., что извфетень способъ вычисленя каждато неполнаго частнаго ея. 

Ея подходя дроби нечетнаго порядка составять безграничный рядъ 

чиселъ, постепенно все возрастающихь, подходящуя же дроби ея четнаго 
порядка безграничный рядь чисель, постепенно все уменьшающихея 
[теор. 223]. По закону послЗдовательнато вычислен!я подходящихь дробей 

знаменатели ихъ дВлаются вее больше и больше, почему разность 
+1 

между двумя послдовательными такими дробями дёлается все меньше и 

меньше. Изь двухь же послФловательныхь подходящихь дробей всегда 

одна принадлежить къ одному изь названныхь рядовъ, а другая къ дру- 
тому. Сл®довательно, въ этихь рядахъ есть сколько угодно чисель такого 
свойства, что разность между числомъ изъ одного ряда и числомъ изъ дру- 
гого ряда можеть быть сдёлана произвольно малою по абсолютной величин 

своей. Нели мы, напр., пожелаемъ, чтобы эта, разность бына меньше любото 

даннаго числа =, то достаточио взять 

у: %— = 
= 
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чтобы было 

слфдовательно, 

- < теор. 225] . 
Чьбьна 

Изъ всего сказаннато видно, что для всякой безконечной непрерывной 

дроби рядь подходящихъ дробей нечетнаго порядка и рядь нодходящихь 

дробей четнаго порядка составляють два ряда чиеелъ, обладающих» вофми 

свойствами двухь сходящихея послВдовательностей [ем. опредфлеше въ 

$ 209] 
По теорем® же, доказанной въ $ 210, тая двБ послЪдовательности 

веегда опредфляють сЪчен!е въ области ратпональныхь чнеель, слФдова- 

тельно, нВкоторое вещественное число, 

Цёлымъ это чнело въ данномъ случа быть не можеть по слфдетвию 

2 изъ теоремы 293. 

Яробью оно быть не можеть но предыдущей теорем. Олфдовательно „ 

оно можеть быть только иррапюнальнымь числом. 
А такъ какъ названныя два ряда нодходящихь дробей, составляющихь 

дв сходяпяся послёдовательности, опредфляютея данною безконечною 

непрерывною дробью, то мы и имфемь право сказать. какъ утверждалось, 

что безконечною непрерывною дробью опредфляется ирращюнаньное число. 

Примфры. 

1) Значене безконечной непрерывной дроби, которой неполныя частных 

составляють рядь натуральныхь чнсель, есть ирращональное чнело. 
2) Иррашональное же чнело означаетъ безконечная непрерывная дробь, 

зъ которой неполныя частныя суть числа латуральнато ряда 1, затВиъ 
1, 2,2, \, затБыъ числа оть 1 до 3 и оть 3 до 1 зъ обратномъ порядк%, нослВ 

этого оть 3 до 4 и оть 4 до 1 ВЪ обратномъ поряди®, ит. д. безъ конца, то есть 

непрерывная дробь 

(1,3.2,2,1,1,2,3,3,2,11,2,3,4,4.3,2.1,1,2,...) 

3) Такого же рода число означаеть безконечная непрерывная дробь, 
данная условемъ, чтобы &-ое неполное частное ея (т.е. каждое) вычиеляловь 
тю формув 1—-Н№, значить непрерывная дробь (1, 3, Т, 13, 21, 81,...). 

Такимь образомь можно придумать сколько угодно безконечиыхъ не- 
прерывныхь дробей, т. е. сколько угодно законовъ вычиеленя неполныхъ 
частныхь ихь; и каждая тавая безконечная непрерывная дробь будеть 
означать нЪкоторое опредфленное пррацюнальное число. 

Теорема 4. Иррашюнальное число не можеть равняться конечиой 
венрерывной дроби. 
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Док. Всякая конечная непрерывиая дробь можетт, быть превращена 

въ провтую дробь, сл®довательно, въ рацюнальное число, которое не можеть 
быть равнымь ирращональному. Изъ этого и слёдуеть справедливость 
утверждешя. 

„Теорема 5. Всякое иррашюнальное чиею можеть быть превращено 

въ безконечную непрерывную дробь. 

Док. Если ирращюнальное число дано, т. в., еели извотно его про- 
иехождене, то бывають извъетны и послёдовательныя два кёлыя числа. 
между которыми оно заключено. Положимь, что данное ирраюнальное 
число ость а, а пвлыя числа, заключаюния его а; и а, 1. Вътакомъ случа 
в можно предетавить въ видЪ 

1 
а= +. , 

т: 

ТЖ 2. можеть быть только ирращенальнымь числомь, ббльшимь притомь. 
чЪыь 1. Способомъ, зависящимт, отъ происхожденя числа а (а если этоть 
сиюсобъ окажется слишкомъ неудобнымъ, то и снособожъ, изложеннымь вь 

$ 207), можеть быть опредфлено, между какими послёдовательными цфлыми 

числами заключается т. Назвавъ меньшее изъ, нихъ а», мы а можемъ пред- 
ставить въ видъ: 

аа; | 
а, 

т 

тдФ г, опять пррацюнальное число большее, чфмъ 1. Опредёливу телерь 1%. 

два посл®довательныя цфлыя числа, между которыми заключается 2», И 
продолжая вообще примвнаять все т же описанные премы, мы и будемь 

получать одно цосль другого неполныя частныя, которыхъ число, какъ это 
слфдуеть изъ предыдущей теоремы, должно быть безконечно велико. 

$ 665. Принфрь превращен иррацювальнаго логзриома въ не- 

прерывную дробь. Содержацияся въ доказательствь послЁдней теоремы 

указавя относительно превращеня иррашональнаго числа въ непрерыв- 

ную дробь примфвимьъ сначала кь иррацюнальному лотариему. 
Положимь, что требуетея преобразовать такимъ образомъ юр. 5. На- 

звавь это чиело х, мы изъ равенства, 

=, 5 

по онредблению логариема находимь болфе удобный видъ условя, которому 

должно удовлетворять х, въ уравнени 

2—5 а). 

Изь него мы легко находныъ, что д заключается между 2 н 3. 
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Полагая поэтому 

вет (), 
2: 

мы уравнение (1) можемь представить въ видъ: 

2-5) (2). 

Путемъ испытавйй можно уб®диться, что показатель т: должень за- 
ключаться между 8 и 4. 

Полатая поэтому 

т 
#:=8+— в, 

мы уравнен!е (2) можемъ представить въ видЪ: 

9“ 2—|-} › 
4 

который замфняемъь сяфдующими: 

(=) 5 

1257] 4 ®. 

Теперь мы ‚опять путемъ непытанйя, хожемъ убфдиться, что г, больше 9, 
но меныне 10, и полагаемь поэтому 

1 
—94— = +. [9 

Подотавиеъ это ныражене высто а БЪ ‘уравнеше {3} и продолжая вы- 
числен!я тёмъ же изложеннымь съ достаточиою подробностыю снособомъ, 
мы находим 

1 
и, <), 
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а затФмь такимь же образомь: 

д4.=2+ у (=). «— о . 

ит. д. 

Посредетвомь посл®докалельной подстановки въ уравнен{е (я) нолу- 

чеяныхь ДНЯ гл, 2. зи т. д. выражен (В), (7), в} ит. д. мы ваходимъ: 

#=08,5=2--1 

Слдовательно, послдняя изъ этихъ дробей, т. е. 146’ выражаеть 02.5 

съ точностью лучшею, чёыъ до [225]. т — 

1468 21316 

$ 666. Иревращен!е иррацюнальнахо хводратнаго вория въ непре- 

рывную дробь покажемъ на примёр% преобразовавя въ таковую уз. 

Этоть иррацюнаньный корень заключается между 4 и 5. Поэтому мы 
полатаемъ 

У8—+-— 
у 

и находимъ отеюда 

23-4 
. 

сяфд., 

1 Уз У28 44 
и 
Уз (узду т 

Такъ какь значеню послёдияго выраженя заключается между Ти 2, то 
мы полагаемъь далёе 

Ув! 
т Е 
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и опредёляемь изъ полученнаго такимь образомь уравневЯя хз путемъ тёхь 

же пр1емовъ, при помощи которыхъ мы нашли +1. Такъ какъ теперь уже 

должно быть еовершенно ясно, какъ должно продолжать требуемое пре- 

образован!е, то мы произведемь дальнфйця вычиелен!я безь объяененй, 

но расположивъ ихь выбет® съ произведенными уже вычисленями въ по- 

рядкЪ, который хорошо запомнить какь схему для превраше- 

н1я иррац1ональнаго квадратнаго корня въ яе 

прерывную дробь: 
— 1 

У28=4-+ РА 

-=У2-—чн= 2 = у д из в ==1-- 1. 
2 У2з— (/23—9(23+9 7 2 

1 У 7 70/283) у28-8 1 
= я В+: 
т у 14 р 23 

1 Уз _ 2 20/8988, 41. 
в уз з 14 7 РА 
3 уз т /28 „_ ИИ В уааов 1. 
а 1 У2—4 7 Ра 

1 уе 
Ива. 

Такъ какь оказалось, что 2, =я1, то неполныя частныя 1, 3. 1, 8 должны 

будуть все снова и снова повторяться. Непрерывная же дробъ, которую 
требовалось отыскать, оказалась слёдующею: 

Такимъ образомъ въ данномъ случа еъ особенною отчетлиностью видно, 
что непрерывная дробь, въ которую мы превратили иррадюнальное число 
безконечна. ' 

Въ разсмотрённомъ примфрх мы познакомились съ особымъ видомъ без- 
конечной непрерывной дроби, напоминающимь, перюдичесня десятичныя 
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дроби. Раземотр®ншю такото рода непрерывныхь дробей въ общеуь видь 

мы предпослали этоть частный случай для облетчешя пониманшя предетоя- 

шаго изложеня. Для той же ифли покажемь также сначала на частномъ 
примр®, что значене безконечной непрерывной дроби съ перлодически 

повторяющимися педолными частными молоть быть выражело въ конечной 
форы%ф, предмославъ только этому примфру опредфлене понят, о ко- 

торыхь теперь идеть р®чь. 

$ 667. Перодическая непрерывная дробь. 

Опредфлене. Перлодическою называется безко- 

нечнан непрерывная дробь, въ которой, начиная 
съ какого-либо м®ста, повторяются все одни и 
т же нелолныячастныя вт одномъ и томъ же по- 
рядк®. Ока называется чистою пер!одическою, 

если группа повторяющихся неполпыхь част 
ныхъ начинается съ цервато, и смф шанною пе 
р одическою, если эта груипна начинается не съ 
перваго неполнаго частнаго. 

Такъ, нацр.. 

омфшанная. 

$ 668. Примфрь опредфленя значевя перюдической непрерывной 

дроби. Намъ удастся показать натлядиЪе всего, въ чемжъ состоить отыекан!е 
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такого значен:я, если мы превратимъ обратио въ иррацюнальный квадрат- 

ный корень ту перодическую непрерывную дробь, которую мы получили 

выше для 38. 
Если мы значеше названной дроби (4, 1, 3,1, 8, 1,3, 1, 8,...) обозначимъ 

бунвою х, значеше же непрерывной дроби, состоящей только изъ повторяю- 

щихся ненолныхь частныхь, бунзою у, то мы можемь сказать, что 

2-4, 
у 

т 
9+ 

8— 

} 1 
8 

у 
Подходания дроби поелфдней непрерывной дроби суть: 

146 44 44945 

ГР 35° 354 

Послёдная изъ нихь, очевидно, равна у. А изъ уравченя 

44у--5 

Буа 

мы можемь найти значеве названнаго неизв®стнато. Рёшая это уравнев1е 

обычнымь способомъ, мы находимъ: 

З5у"-4у Чу 5 
З5у—40у—5=0 

Ту Ву 1=0 

+88 т 

Такъ какь разсматриваемея непрерывная дробь еодержить только 
положительныя звенья, то изь полученныхь корней для насъ годится 
только 

Ау 33. т — 

Подставивъ ото значеше выфсто у въ выражене для =, мы находимъ: 

т 778 — 1728— „ Да = = нуя в + уз. 

Тотда какъ безконечная непрерывная дробь, въ которую мы превратили 
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ВЪ 5 665 105.5, не допускаеть обратнаго превращен1я ея 2ъ нервоначальный 

видь ирращональнато числа, выражаемаго ею, вь данномь случаз это ока- 

залось возможнымь. 
0Объ указанномъ свойетвЪ нер1однческихь непрерывныхь кробей,кото- 

рое мы пояснили разсмотрённымъ примфромъ, мы и будемъ теперь говорить 
въ общемь видЪ. 

$ 669, Видъ иррашональныхь чивелъ, въ которыя преврацаютея 

пертодичесыя непрерывныя дроби. 

Теорема. Всякал перюдическая непрерывная дробь равна положитель- 

у вида а/с, ТДВ с означаетъь положительное цфлое число, во 

не квадратъ, а рацюнальное чнело и $ рапюнальное число, но не 0. 

Док. Если непрерывная дробь чистая перюднческая, то мы се можемь 
въ общемъ видЪ представить такимъ образомъ: 

1 
== у и 

указывая этямъ, что посл® а, опять начинается пер1одь неполныхь частныхъ. 
й 

Назвавь, какь прежде, (#—1)-ую ни #-ую подходянуя дроби Ра ъ 
4—1 4% 

и образовавь по закону послёдовательнаго вычислен!я подходящихь дро- 
бей (Е-+1)-ую, но съ зам ною въ ней (#--1)-аго неволнаго частнаго у-омъ, 

мы имемъ: 

РР 

ФНЧ" 
а отсюда 

урду ра 

Тажь какъ рь.: И 4 положительны, то изь знака—передь свободнымъ 

членомь полученнахго уравненя мы заключаемь, ато корни этого уравненця 
зещественны и одинъ изъ вихь положительный, з друтой отрицательный. 

Первый изъ нихь 

„Е № 
24% 

п есть зналене непрерывной дроби, которое по 3-вей изъ теоремь, доказан- 
ныхь вь $ 664, должно быть иррацюнальнымь. 

ОИ 
у И к 

Бархозъ. Руковоцетво алгебры. 51 
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Назвавъ въ полученномъ для у выражен и первый членъ а, множителя 

передь раднкаломъ В, а подкоренное число с, мы этими букзами обозначили 

числа названныхь въ теореыф свойстве и видимъ, что теорема доказана дя 

случая, чю перюдическая непрерывная дробь чистая. 

Если она смфшанная, то мы ее можемь въ общемь видв изобразить 

такъ: 

3 
ыы. 

ча 
м 

+ 
“Ч, |. 

1 +— 

1 
“ а. 

или выфсто этого такъ; 

1 
+ 2 +, - 

й 1 

1 
-+—, 

понимая подъ у чистую нероднчесную непрерывную дробъ 

1 =а = у—а: ре 

1 

1 
+-—, 

у 

Назвавь (#—1)-ую и ую подходяния дроби непрерывной дроби, 

равной 2, Р-Я п № - › МЫ ДЛЯ 2 находнмь, какъ выше для у 
4 % у 

в: НР . 

ФУ 

Подставивь сюда ау выВсто ум уничтоживь иррашональность въ 
знаменатель, мы получимь опять выражеве вида ау, которое по при- 
веденной уже теорем также должно быть пррашональнымь. 
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Такъ теорема доказана и ддя случая, что непрерывная дробь сиЪшан- 
ная перодическая. 

$ 670. ПримБры превращевня перюдичеекой непрерывной дроби въ 

сложное иррацюнальное выражене. Положимь, что требуехся найти ава- 

чен!е пертодической непрерывной зроби 

(2, 2, 8, 13.8, 1 1. 8, 13. 8, 
ыы 

въ которой перодь обозначень витою скобкою. Обозвазивъ значеше этой 

дробн буквою х. а значен:е чистой перюдической пенрерывной дроби 

{13, 8, 1,2, 1, 8. 13, 8, ...) буквою у, мы имфемь: 

Подходяциая дроби для у слёдуюцйя; 

18 105 118 341 459 4013 4013у--459 
178’ 9’ 26’ 35’ 306’ 306у-- 35` 

ОлЪдовательно, у получается изъ уравневя: 

_ 4018/--459 
— З0бу+ 35° 

которое свачала приводится кь виду: 

306у*—В978у 4590, 

а посл дБленая на 153 кь такому:: 

22680. 

Положительный корень этого уравнешя, который въ даиномъ случа 

только и тодитея, есть 

184-577 
5 

51 
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Подходяцшая дроби для г слФдуюцщия; 

254 ув 
та ат а 

Онфдовательно, 

42у-5 

ту--8` 

Подставивь сюда полученное для у значеше и уничюживъ пррашональ- 

кость въ знаменателф, мы находнмъ: 

1,/- 
&=8—- УТ. 5И 

Такимь же образомъ сиёшанвая перодическая непрерывная дробь 

(8,1.2,1,5,4,5,4, ...), 

въ которой неродь состоить изъ неполныхь частвыхъ 5 и 4, презражаетея 
въ равное ей иррашональное чиело 

361--/30 
98 ^ 

$ 71. Превратимость въ перюдическую непрерывную дробь ирращю- 
нальнаго квадратнаго корня н чнеленныхь выражений низших разря- 

довъ, которыя содержать такей корень. Указываемая этимъь затоловкомъ 

истина относятся какъ къ нррацюнальнымь квадратнымъ корнямъ, ното- 

рыхъ подкоревиое число цёлое, такь и въ такимь, у которыхь это число 

дробное. Но удобизе доказать эту нстину еначала только для первато 

случая. Второй же будеть содержаться какъ частный случай во второй 

изь доказываемыхь нами здфеь теоремъ. 

Теорема 1. Веяый прравюнальный квадратный корень изь излаго 

числа равенъ леродической непрерывной дроби. 

Док. Положимъ, что № есть цфлое чнело, но не квадрать влаго 

числа. Въ такомъепучай ух будеть иррацюнальное число, которое назо- 
вемъ 2. Назвавъ а; менышее изъ обоихь поольдовательныхь цвлыхь чиеель, 

между которыми заключается УМ, положимь 

тЫ 1 
2=УМ=а: + : 

эъ какомь случа®, конечно, должно быть 

2:>1. 
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Разсуждая теперь, какъ и въ примВр% въ $ 666, мы имфемъ: 

2=И мч: 
1 

1 И Ма №М-а В = УМ ща. 
У Ма т ео 

тд% 

2:71, 

а: означаеть менынее изь обоихь иосл®довательныхь цёлыхь чисель, 

между которыми заключается х.= 

должно быть дфлое положительное число. 

[ля пенолнато частнаго =; мы изъ выведеннаго выше уравненйя имфемъ: п ато ть у 5 

Е у А+ РТ; 
5 71 

ри Ш] у Много УМ) УМ 
Уайт ЕЯ [ 

т: 

Е У, дл. 
тв 23 

тд 
5:>0, 

а, означаеть меньшее изъ обоихъ послфдовательныхь чисель, между кото- 
рыми заключается 2», 8 

баба, 

_№-е № Ча в 

"з Ш 
1: 

суть цълыя положительныя числа, каБЪ видно изъ слёдующаго: 

Такъ какъ 

2а1-+1>У/ М+а:> 28, 

то при опредёлензи ненолнато частнато аз это число олфдуеть брать такямь, 
чтобы было 

Закаева, 1, 
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1160 иначе не можеть быть, какъ это требуется, 

1 
1>—>0. 

Е 
СлЪдовательно ‚ 

ава, 

значить азтг—@1 положительное число, и, ковечио, ифлое, такъ какъ веб 
буквы въ этомь выражени означають цфлыя числа. 

А х› положительное цфлое чиело, потому что 

слёд., 

У 
у М> а 1 

№М> (ара, 

а:> а: 

и выражен! лля *. можеть быть преобразовано такъ: 

Мареев? 
9.=—— Е 

Ра, 



а 
тА% 

2:>1 

и ГДВ аа означаеть меньшее изъ обоихъ поел$довательныхь цфлыхь чиселъ, 
между которыми заключается х.з, 

=" — 61 

о совершенно аналогичиой причин$, какь и а’,—а1, должно быть положи- 

тельное число, а 

М 
т—=-—* 

Та 

положительное и нёлое число потому, что 

а. 
— > а, 

слёд., —_ 

ИХ илазя 
УМ>а--е» 

М> (ав, 

и выражен!е для туз можеть быть преобразовано такъ: 

Ма азота 62° 

7 

Заз аз? 

7 

ай? ти -2азеот аз та = ”. 

Тз 

==: Набу аз. 

Совершенно такимь же образомъ, какь получено было та, можеть быть 
найдено, что 

Мс. 
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тдВ 
ъ>2Ь 

а, означаеть меньшее изъ обонхь посл®довательныхь иёлыхъ чисель, между 

которыми заключается та, и гдЪ са и #. означають положительных цёлыя 

числа, равныя слёдующимь выраженямъ: 

ва аиз—6в 
н 

№—есм 

7з 
“= 

Зажонь, по которому должно продолжать и вообще производить пре- 

вращене УМ въ непрерывную дробь, теперь ясень и можеть быть выражень 
при номощи обобщенныхь формуль, если мы скажемъ, что вообще должно 

быть: 

(МВ: эти формулы будуть примёнимы и для 2: И т, если считать в=0, 

То==1, СЛЬД., в: =), 

тдЪ 

ны, 

1,4: означаеть меньшее изъ обоихь поелфдовательныхь цфлыхь чиселъ, 
между которыми заключается т», и гд® с, Ит,, какь доказано, всегда будуть 
положительных пфлыя числа. 

Изь уравненя 

№? „Ав 
т 

мы находимь: 

в, 

изь чего видно, что всегда будеть 

%<У М. 

А такь какъ с, цвлое чнено и а; наибольнее пёлое число, квадрать 
котораго меньше №, го ясно, что с, не можеть быть больше в, Т.е., чо 
эдинствевио возможныя значешя с, суть числа натуральнато ряда оть 1 20 
@: включительно. 
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Какъ 

бЕ-бТЬ 1 ба, 
такъ дояжно быть 

бы бага бы 
слфдовательно, 

брать Рона 
рами пе. 
бы 

Такъ какь въ нослфдиемь выражени каждый изъ членовтъ въ числитель 

не больше аз, знаменатель же положительное цфлое число, то цёлое число 
т, не можеть быть больше 2а1. 

Такимъ образомъ теперь выяснено, что въ выражени 

У, 
т 

== 

4% можеть имфть только а: различиыхь значенй, а *, различныхь значенй 

только 2а1, такь что различныхь сочетав и с, съ т, возможно воего не 
больше, чёыь а. 2а:, то есть За.2. 

Олфдовательно, не поздифе, вакъ послВ 2а:? различныхь выраженй 

для т,, должно повториться совершенно такое же, какое уже быхо . А вм®етЪ 

еъ т5мь должно начаться повтореше ненолныхь частныхь въ прежней 

послфдовательности, начиная съ повторившагося ,. 
Этамъ и доказано, какъ требовалось, что ирращональный квадратный 

корень изъ цфлаго числа превращается въ дерюдичеекую ненрерывную 

‘дробь. 

Сянетые. Если № цфлое чнело, но ие квадрать, то число ненолныхь 

частныхь, составляющихь церюдь въ непрерывной дроби, равной | М. 
не больше удвоеннаго ближайшато къ № цёлато квадрата меньшато, ч8мь №. 

Зам чаше. 

Изь довазательства послфдией теоремы слёдуегь еще, что когда ирра- 

шональный квадратный корень изложеннымь снособомь превращается въ 
непрерывную дробь, тоири всякомъ уничтожен{и въ вна- 

менател% иррац!{ональности дробь должна со- 
кращаться на первоначальнаго числителя, чо 
важно имфть въ виду при вычислетяхь подобнато рода. 

Теорема 7. Всякое чиеленное выражене, вь которомь ветр®чается 

{но яе въ показател ) прразональный квадратный корень и въ котором 

числа соединены между собою знанами первыхь 5 дЪйствй, можеть быть 

превращено въ перзодическую непрерывную дробь. 
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Док. Путемъ выполнен! указанныхь дЪйстый, уничтоженя иррапо- 

нальности въ знаменатель и т. д. всякое такое численное выражене, о ко- 

торомъ говорится въ теоремВ, можеть быть приведено къ виду а-Ъу с, ТДВ 

с положительное цёлое число, но не квадрать, $ цёлое или дробное число, 

ИМ 
но ие 0, и а цфлое чиело или дробь, или эже также къ виду ыум, тдё М 

положительное цёлое число, но не квадрать, { цёлое число, но не 0, и ® 

цфлое чиело. Представимь себф вдфеь означенное численное выражеше 

приведеннымь въ послфднему виду в раземотримь только случай, когда 
оно положительно, такъ какъ превращене отрицательнато числа въ непре- 

рывную дробь состояло бы въ превращен въ таковую абсолютнаго значе- 

ня его и снабжен зат®мьъ результата отряцательтымъ знакомъ. 

Назвавъ а: меньшее изь обоихь послфдовательныхь цзлыхь чисель, 

ТДЪ 11>1. 

Ходь отысканя слбдующихь ненолныхь частныхь можеть быть ука- 
зазъ сяфдующими равенствами, которыя посл доказательства поелёдней 
теоремы должны быть нонлтны и безъ объяененя: 

Ри @- 
Е .Т 7 

и НИ М-На- _ УмМ+ дав Иа УМ 1 

о М—{аи 5 т”: ы у 

1 _ ИМ выигоь, 
ть ы 

а” Ув 
№ Чан} 

_ эИМ-его __ Иен 
МР-Ра- Рома, ИМ-о ВЯ ое одет 

= ге _ Ухты аа 

Евы | 2 
в: 

Теперь уже видно, что достаточно нродопжить разсужденя такимь же 
образомъ, какъ въ предыдущемъ доказательства, чтобы выяенилось, что 



— Е — 

непрерывная дробь, равная чиеленному выраженно, которое можеть. 

Ум _ К 2 . 
быть приведено къ виду т__› Яолжна быть лерюдической. 

ТЛАВА У1. 

Ршене неопредфленныхъ уравнен!й при 
помощи непрерывныхть дробей. 

$ 672. Почему ненрерывныя дроби примфнимы къ р6ёшенно кеопре- 
дленныхь уравнены. Замфтимь предварительно, что всякое неопредф- 

ленное уравиете первой стецени съ 2 неизвестными, донуекающее цфлыя 

р®шеня, можеть быть приведено или къ виду 

аз -Ъу 
или кь виду 

аз— уе, 

тдф а и 6 означать абсолютныя ивлыя числа п притомъ взаимио-простыя, 

а с относительное цфлое чиело. 
в 

Превративъ дробь въ непрерывную и вычнедивъ подходяния дроби 

послёдней Ра Ра Вы Ре мы но леоремЪ 218 ныЪезъь: 
Ч аа 4 

Ты ры аа, С” 

или, такь каяъ послфдняя подходящая дробь есть значеше яепрерывной 

дроби [$ 651] и поэтому ф„—а и 4,=%, 

у. аа, бы = 

Сравнивъ нослёднее равенство, которое во воякомъ частномь случа® 
будеть тождествомь, съ неопредёленнымь уравнешемъ, 

ахфу=с, 

въ ноторомь а, Ь и с означають числа указаннаго выше рода, мы можемь 
замётнть, что это уравнене можио сдёлать тожгдественнымь съ названным. 
равенствомь, если послфдиее умножить на (—1)" с, а вь первомъ взять 
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Эти значеня для ги у, превращая неопредъленное уравнене въ тожде- 

ство, составляють одно рЫшене его. А какь, зная одно оъшеве, можно 

найти общее рёшене и положительныя цёлыя рёшевшя, это было уже въ 

«вое время подробно раземотрЪно, 

$ 673. Выводъ. Изь изложениаго мы заключаемь слёдующее: 

Правило 1. Чтобы рьшить неопредъьленное уравнене 

ахуе 

а 
при помощи непрерывныхь дробей, зужено превралиить в непрерывную 

дробь и вычиомить воь подтодяийя дроби посльдней. Если предпосльдняя 

подходящая дробъ равна р зто одно рьшеше уравненля всть 
и 

&—(<—10*еа 

УС ИР; 

общее оке рилиенае % поломсительныя цълыя ръшеншя долоюно отыскивать, 
хака и при примоьненби други способовъ ртзшенйя. 

Безь примфиен1я же формуль сказанное можеть быть выражено такъ: 

Правило 2. Чюмобы ръшить неопредияеннов уравненае первой степвнль 

65 двумл неизвьстными, нужно отношене ноэффилиентова предь неизвтьст- 
ными превратить в5 непрерывную Оробь и вычислить подходящия дроби 

поемьдней. Тогда въ случа, есль послюдняя подходящая дробь 
четнаго порядка, систему корней,  удовлетворяющихь уравнению, 
составить: произведене знаменателя предпосльдней подходящей дроби 
на свободный члень, какз зищене ‘того ‘неизвъетнаго, коэффилиенть 
префз которымъ, будучи зредварительно сдълань положющтельнымь, взять 
быль предыдущииь членомь названнаго отношеная, и хакъ эначеше другого 
неизетьстнаго произведение числителя тредпослльдней подгодящей дроби на 
абеолютинцую величиину свободнаго члена, взятое со энакомь противоположнымь 
тому, который бы имтьяю произведеще свободнаго члена на кооффилиенть 
‘предь этиьмь другимъ нвизвъстнымь; ва томь ое случаль, когда посльдняя 
подтодлщая дробь нечетнаго порядка, спетему корней составять 
лиь оюе произведетя, 0 с% обратными знаками. Общее оке рьше- 
зе и позожеительныл уълыя рьшеня должно отыскивать, какь в при 
принюнени другить споеобовь фъшеня. 

Зам чанте. 

Опредёлене знаковъ корней значитеньно облегчается, сели помнить, 
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что при нахождени системы корней разомотреннымь здесь епособомъ 
знаки ихъ должны быть различными у уравневя съ равыозначными коэффи- 
ентами и одинаковыми у уравневя съ разнозначиыми ноэффищентами. 

Примры. 

Задача 1. 

РБшить вь пфлыхь числахъ уравнене 

Б1е--АТу=Т. 

Рьшене. 

57 
Превративъ я зъ непрерывную дробь, мы нифемъ: 

Подходяния дроби ея суть: 

зтю5 

ПЕ 

сявд., (—1)"=(--1)=--1, а потому одно рлене уравневя составляють 

значеня неизвфетныхь 

=—8.17=2} 
9=—10.7=—10, 

а обный видь рёшеня можеть быть изображень такимь образомъ: 

Нрн #=Е получаются наименьшя по абсолютной величинВ нёлыя 

числа, удовлетворяющея данному уравненю: 

=4 

у=—13, 

а потому предпочтительне представить р®шен1е вь общемь вид слфдую- 

щимь образом: 

1=4—19т 

у——13-57т. 

Положительныхь нфлыхь рЫшевн!й данное уравнен!е ве допускаеть. 
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Задача 2. 

Найти цфлыя рышеня уравнешя 

497—161. 

Ришене. 

Подходялия дроби: 

Последняя подходящая дробъ 4-ал, значить четнато порядка; поэтому 
мы имфемъ по правилу 2: 

24.1 =44 

у=13. 1=143. 

Общий видь рылешя: 

&— чаны 

у—148--494. 

При = получаются наименьшя положительныя цЪфлыя чнела, 

удовлетворяющя уравнению, а именно 

2—=14 

у—45, 

а при {= нанменышя возможныя по абсолютной величин» цфлыя чиела: 

э=1 

У—4. 

Поэтому общее рёпюще лучше предетавить въ видф: 

х=а-Н5Е 

у=46 549 

ии эъ вийф: 

== ая 

у=—4449 
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Примтчаняе. 

При &=0 и при каждомъ положительномь цфломъ &, равно какь при 

каждомъ положительномь цфломъ { получаются положительныя цфлыя 

овленвя. 

Задача 3. 

Найти дёлыя значеюя неизвЪетныхь, удовлетверяющия уравненйо: 

192-7119=15. 

Рилиенае. 

Перемвнимь знакн въ данномъ уравнени: 

71у-195=—6. 

и 
Превратимъ 25 > непрерыввую дробь: 

Вычислимъ подходянИя дроби: 

ивт 

3° 4’ 19 

Слвд., (—1*=С-ф1: и поэтому: 

за 

РГ 

у=(С-) . (-15)=60 
28-15). 165} 285. 

Общее ршене: 

&=2925--П Е 
у—=60-19. 

При #=—3 мы нолучаемъ: 

= 

— 3, 

откуда наилучиый видь общего решен: 

д=1-- Пт 

у—3-Н19. 
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В. Соединешя и ихъ примфненйя. 

ГЛАВА У. 

Перестановки, размъщешя и вочетан!я. 

$ 674. Поняе о соединен и злемевтЪ. Изъ данныхъ предметовь можно 

образовывать группы. Если въ послёднихь будуть встрёчаться всф пред- 

меты, то он® могуть отличаться другъ отЪ друта только порядкомъ распо- 

ложешя предметовъ. Если же при составления грушиь будеть братьея въ 

каждую только часть предметов, то он№ мотуть отличаться друть оть 

друга и числомъ предметовъ въ нихь и выборомъ послёднихь и порядкомъ 

ихъ расположеня. 

Опредвлене. Нри изучен1и способовъ соетавле- 
ин! я предметовъ въ группы и опред $ лен1и возмо ж- 

наго числа посл днихъ предметы этя называются 
элементами. 

Чтобы отличать элементы друть отъ друга, ихь обозначають буквами 

или нумерами. Вь посл®днемь случа числа нужно понимать какъ поряд- 

ковыя имена числительныя. Тоть элементъ называется высшимъ, ко- 

торый обозначенъ ббльшимь такимь числительнымт или отетоить въ дан- 

номЪ Тядв злементовъ дальше оть начала. 

ФОпредблеме. Воакая группа элементовъ назы- 

вается соединенемь. 

$ 675. Перестановки. 

Опредвленю. —Соединен1я, содержащтя вс дан- 

ные элементы и отличающтяся другъ отъф друга 
только порядкомъ расположентя ихъ, вазываются 
перестановками. 

Чтобы получить всъь возможныя Перестановки данныхь элешентовъ, 
можно ихь образовывать одну поелё другой въ лексикографи - 
ческомъ порядкф, т.е. въ такомь, въ какомъ располатаются слова 
вь словаряхь. Этот порядокь можно выразить слёдующимъ пнравиломь: 

Замтняется воегда постьдьй ‘изь элементовь, чжъющий посль себя 
высший, блиокайшимь по порядку изъ слъдуюциить поль него высщить эле- 
ментовь, @ посл него тиишутея остальные элементы *) в5 возрастающемь 
{алфавитномь) порядкъь. 

*) МВ: конечно, если имфются. 
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Пользуясь этимь правиломь, мы находимь, напр., что вс% возможныя 
перестановки элементовъ афеё суть сяфдующя: 

афе4 фаса ева чае 
афае файе са давь 

ас 4 Бса4 сфай ае 
всё феЧа оба @веа 
а@бс Ъ4ас сааь Чсаб 
одеь ФАса вби 4ефо. 

$ 676. Число переотановокъ. 

Теорема. Число перестановок, которын можно 

образовать изъ и элементовъ, равно произведе- 
н:ю натуральных чиселъ отъ 1 до ю. 

Док. Нри образовани вобхь перестановокъ я элементовь но правялу, 
приведенному въ предыдущемь параграфЪ, сначала занимаеть первое мЪсто 
первый элементь, затВыъ второй, п т.д. до п -аго, при чемь посл наждато 
изъ нихь пингутся ве перестановки остальныхь (и—1) элеменювъ. Изь 

эгото слёдуеть, что м’ элементовъ долускають въ п разь больше переста- 
новокъ, чёмь (п—1) элементовъ. 

Еели число воЪхь перестановокъ, которыя можно образовать изъ п эле- 

ментовь, обозначимь знакомь Р,, число перестановокъ, допуснаемыхь 
(и—1) энементами, знакомь Р,., ит. д., то сказанное можно выразить 
равенетвомъ: 

Р,=п.Р, 1. 

Такимь же образомь должно быть: 

Ра = ПР, 3 
2, ‚„—и—Э)Р, 

и, наконець, 

такъ какь одинъ элементь можеть считаться дающимъ только одну переста- 
новку. Нодетавляя въ первое изь этнхь уравнен{й послЪдовательно выразже- 

ня для Р, :, Р, ант. д. изъ остальныхь, мы получаемъ: 

Р,=п(и—1) (и—2)..3.2.1, 

чмь теорема и доказана. 

`Барховъ. Руповодезво алгебры. 52 
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$ 677. Упрощенный видъ формулы для чиела перестановокъ. Для 

обозначеня произведевя вофхь натуральныхь чисель оть 1 до и суще- 

ствуеть сямволь пр, который читаюте „факторвльп.“Пользуяеь этимъ ©0- 

кращеннымь изображенемъ яакого произведен я, мы можемь формулу 

для числа перестановоктъ, которыя можно обра- 

зовать изъ ® злементовт, написать такъз 

Формула: Р, 

$ 678. Перестановки еъ мовторошяим. Послфдияя формула справедлива 
только для того случая, когда воф п переотавляемыхь элементовъ различны. Нели 
же изъ нихъ часть, напр., г олемонтовъ. будуть одинаковыми между собою, то число 
веъхь возможныхь перестановок будеть нФеколько меньше; такь какъ вс® т 
перестановки, въ которыхъ вотрьчаются на однихъ и тьхъ же мфотахъ, но пере- 
оставленные между собою, эти х элементовъ, стануть тождественными. Сяфдова- 
тельно, въ названномъ случа воъхъ перастановокъ станетъ въ 5! разъ меньше, т. е., 

я! их воего будеть г. Воли кромф того будуть одинаковыми между собою еше 

Е 
у другихъ элементовъ, то чиело воъхъ [возможныхь перестановокъ будеть т 

ит. д. 

Такъ, напр., элементы 
аьбеодаае 

допускаютъ в ГЯ ыы ЭГ а! 

1.2.8.4.5.6.7.8.9.0. и. 
тв. 85 4а.Г.2. 1.8.5 1668200 

перестановокь. 
Перестановки олементовь, ореди хохорыхь есть одинаковые, называются 

перестановкьми еъ повторентями. 

$ 679. Разм щеня. 

Опреджлеше. Соединен1а называются размиющемями, 
если въ нихъ принимаются въ еоображене и 

число элементовъ вь кваждомт и порядокъ рас- 

положентя ихъ. 

Разм®щеныя, содержалия каждое К элементовъ ивъ данныхь п, назы- 
ваютея разызщенями п элементовь по #. 

Размьщеня ® элементовъ ло п суть перестановки этихь элементовъ. 

РазмЬщеня данныхь элементовъ по одному суть самые эти элемен. 

Для образован я разы щентй по 2 элемента, нужно соединить каждый 
изъ данныхь элемевтовъ съ каждымь другимъ. РазиБщеня по 3 можно с0- 
ставить, приннеывая къ каждому элементу вс разы®щеня остальныхь 
элементовъ по 2, разм щен я но 4 можно образовать, приписывая къ каждому 
элементу вс разыъшеня остальныхь элемевтовь по 8, ит. д. 
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Образоване по этому правилу разм щев1й элементовъ 12845 по два 

видно, если ихъ нанисать въ слздующемьъ порядкЪ: 

12 21 31 41 51 

18 23. 32 42 52 

14 24 34 43 53 

15 25 35 45 54: 

размёщешй же тБхь же элементовь но три--при елёдующемь располозне 
нШ ихъ: 

123 213 318 412 512 

124 214 314 413 513 

125 215 315 415 514 

182 281 зат 421 521 

184 23а 324 423 523 

154 254 354 453 543. 

По этой же схем удобно писать и размфщен1я этихь элементовъ по 4, 

если ихь образовывать по тому же правилу. 

$ 680. Чиело разыщений. 

Теорема. Число разм щен1й п элементовъ ло ® 235 
равно произведен1ю # посл довательныхъь ц%- 

лыхъ чиселъ, ивъ которыхь п есть нанбольшее. 

Док. Въ основане доказательства этой теоремы удобнфе положить 

другой способъ образовашя размфщенй, чБмъ описанный выше. Можно 

образозать вс8 разм шеншя по & элементовъ изъ размёщен!й но (&—1), при- 
шисывая но порядку къ каждому изь нослбднихь каждый недостающй еще 

въ немъ элементь. Еели давныхь элементовъ п, то такихьъ недостающихь 
элементовь будеть н(&—1)=п_®-1. Поэтому изъ каждато изъ разм ще- 

в й по (#—1) элементовъ можеть быть образовано (п—&--1) разы щен но К. 

Еели числа разм щен! л элементовь по 1. по 2...., по К назовемь 41, 42...., 
А*, то сказанное можно выразить равенствомъ: 

А-и---) АР, 
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Такимь же образомъ должно быть: 

Аи А *. 
ив). 

и, навоведь, 

Подставляя вь первое изъ этихь уравнен1й послЗдовательно выраже- 

вая для 41, 42°, 48, ДЗи Ай изь остальныхь, мы получаемь: 

АВ и--К-Н1) (и—-9).. {п 2)(и-- и, 

чЬмъ теорема и доказана. 

УдобнЪъе для запоминанзя эта формула для числа раз- 

м щен{й * элементовъ по # можеть быть нанисвна такъ: 

Формула. Дип 1) (и—2)... (п в2) вв 

{начиная оть н, К мнозкителей, изь которыхь каждый на 1 меньше преды- 

дущаго). 

$ 681. Разяъщешя въ повторещами. Если размЪненя образуются такимъ 

9бразомъ, что всяк данный элементь въ нихь можеть повторяться и два и три 
раза и т. д., то ихъ называют разы реями съ повторенуями. 

Чтобы образовать разм щенЁя по двё съ повторевями, нужно каждый изъ 

даяныхъ элементов соединить съ казждымъ. Поэтому й злемеитовь допустять я? 

такихь размьщенй. Для образованйя разывщешй по три съ позтораиями можно 
къ каждому изъ такихь же размышен! й по два приписать наждый олементъ, по- 
чему такихъ размышеншй п элементовъ по 3 будоть въ п разъ больше, чемъ назван- 
выхь размен по 2, то есть, ихъ всего будеть м?. 

Напр., изъ элементовъ а 5 с могуть быть образованы слдующия 3 размыде- 
эй по 2 съ повторенёями: 

ав За са 

в 5 [2 

ше ® ве; 

а изъ нихъ елВдуюцщия 33 размФирен1й по 3 съ повторетями: 

ваа за сав 
ва5 $05 20$ 

вас Зас вас 
аа 35а са 
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аъ $5 с 

а5с 5е ск 

аса уса сса 

въ 5 се 

асс Бес ссе 
Вообше разыфшешя по & элементовъ съ повторенфями можно получить изъ 

тажихь же размъшен по (Ё—1), если къ казидому изъ послЪднихь приписать 
каждый элементь. Поэтому первыхь въ н разъ больше, чёмъ послфднихь. А такъ 
какъ разематриваемыхь размфщен!И по 3 всего #3, то такихъ разыъшен!й по 4 
всего п. 23:-и4, по 5 всего и. н4-иб и т. д. Слфдовательно, вообще число 
размъшен1Ителементовъио йсъиовторен!ямиравн оя*. 

Размфшентя съ повторенЁами мозкно изъ п элементовт, образовать н по (и +1) 
и по (#12) ит. д.. т.с. вообще п по числу элемеитовл, большему, чфмъ ихъ дано. 

$ 682. Сочетаня. 

ОпредЪлене. Соединен1 я, отличаю щтяся другъ отъ 

друга только составом элементовт, называются 
сочепиииями. ` 

Сочетания , содержащя каждое Е элементовь изъ данныхь п, называются 

сочетанями п элементовъ по #. 
Вь сочетанйяхъ иа порядокь расположешя элементовъ не обращается 

вниманн; поэтому всё соединеня, содержаня одни и тв же элементы, 

составляють одно сочетане. 
Сочетан1я данныхь элементовъ по одному суть еамые эти элемеяты. 
Чтобы образовать вс сочетаная данныхь олементовъ по 8, можно 06- 

динить каждый элементь съ каждымь высшимъ. Сочетаня по 3 можно со- 
ставить, принисывая къ каждому элементу веф сочетая всфхъь высшихь, 

яЪмъ онъ, элементовъ по 2; сочетаюя по 4 можно образовать, приписывая 
къ каждому элементу вс сочетаня всфхь выспшхь, чЁмъ онъ, элемевтовь 

о 3, ит. д. 

Такъ, напр., составленныя по этому правилу сочегавя элементовь 
афеае} по 2 и но 3 будуть елздуюния: 

в 

ас ве 
са 4 «4 
ве рез ве 4 
в} [а «{ 4} =} 
а 
аа 

хае 

а} 

ас4 ъеа 

асе ее 
ас} в} 
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$ 688. Число сочетанйй. 

Теорема. Число сочетан!й в элементовъ по ® 

равно дфленному на фавторталь & произведен: ю 

& посл довательныхЪъ ц%лыхьъ чиселт, изъ кото 

рыхъ п есть наибольшее. 

Док. Образовавъ ве сочетаня и элементовъ пс #, а затвуь въ ка- 

ждомь сочетании вс перестановки, мы получимъ 66% размьщеня данныхь 

элементовъ по #. При этомъ въ каждомъ сочетанйи можно будеть произвести 

по В! размёшенй, текь что вообще число разм щенй и элементовь по & 

должно быть въ &! разъ больше числа сочетавйЙ и элементовъ по №. 

Назвавь нослёднее чиело (С*,а первое, какь прежде, 4%, мы сказанное 
можемь выразить равенствомъ: 

Фи © 
Озсюда же слФдуеть, что 

| А.  и(т--у) (п)... и) 

"т. 1.3.8... 

(въ дБлимомъ и въ дфлитель но & множителей), чВмъ теорема и доказана. 

$ 684. Упрощенный видъ формулы для числа сочетан1й. Для обозна- 
ченя частиато оть дфлен:я произведен К посл6довательныхь излыхь 

чиселть, изь которыхь л есть нанбольшее, на произведене вежхь натураль- 
ныхъ чисель оть 1 до # (другими словами, на фактораль К), существуеть 

2 
самволь (*). который читается „в надъ &- *)}. 

Пользуяеь этимь сокращечнымь изображеншемъ такого частнаго, мы 
зможемь формулу для числа сочетан1й п элемен- 
товъ по К написать такь: 

Формула: 

3 685. бочетьшя еъ повторошями. Если сочетанця образуются чакимт 
образомъ, что всяк данный элемент въ нихъ можеть повторяться, то ихт назы- 
звають сочетащями съ повторенями. 

Правило для образования сочетанй сл. повторенфямн отличается отъ даинаго 
выше правила образован я простыхъ сочетан1й тольно тЬмъ, что теперь каждый 
олементь сосдиняется не только съ высшими, но еще и съ самимъ собою. 

* Онъ впервые вотрьчается въ трудахъ аваменитаго математика Эйлера, 
изданныхь С.-Петербургокою Академею Наукъ. 
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Такъ, напр., ивъ олементовъ 12 3 4 могуть быть образованы елфдуюция 
сочетая по два и по три съ повторенёями: 

11 
12 22 
18 23 38 

м 24 34 44 

111 
12 
113 

та 
122 228 
128 223 
124 224 

183 288 383 

134 23+ 384 
144 244 324 444. 

Жоли бы мы въ кажломь изъ образованныхь здьсь сочетанёй по два второй 
злемонть повысили на 1, то получили бы веЪ сочетая элементовъ 12845 безъ 
понторен{Й. Повысивъ же въ каждомъ изъ составлениыхь здъсь сочетавИ по три 
второй элементь па 1, & трей на 2, мы пол учили бы воЪ сочеталгя элементов 
123456 по три безъ повторей. Изъ сказаннато можно уже заключить, что 
вообще изъ сочетан!й и лементовъ ло # съ повторенями получатся воф сочетьшя 
(®--Ё—1) лементовъ по Ё безъ повторен, если въ каждомъ сочеташы перваго 
рода второй элементъ будеть повышенъ иа 1, трет па 2, ..., ый на В. 

СлЪдовательно, и олемептовъ допуокають только созетанй по Е съ повто- 
ренфями, сколько (в -Е#—1) элементовъ донускають сочетанйИ по # безъ повторенёй, 
значить и ") или и - НЕЮ сочетаний (МВ: въ поельднеиь 

выраженри также въ двлимомъ и въ дьлитезВ по # множителей). 

$ 686. Равенство выражений (1) и ("+ Кь такого рода формуламь, 

которыми мы выразили числа сочеганй безь повторен и съ ловторетяни, 
намъ еще придется возвращаться и при отомь пользоваться нфкоторыми евой- 

ствами такихь выражен, съ которыми мы теперь и познакомимся: 

теже (1-9 
Док. Если мы дробь 

258 

ви 2}. (и Е ав Я. у + ), которая обозначаетея 

® 
чимьломь (), расширимъ на (я_®)!. то получается 

("-"" 1и—2).. (и $--1).4я—Ющи- 1)... 1 п! 

&’ 1.2.3....й.1.9.... (в е-® НЫ Г 

Еели мы полученное выражен!е сократимъ на #!, то вь дБлимомъ оста- 

нутся, начиная оть я, (7) сомпожителей, изъ которыхъь каждый на 1 меныле 
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предыдущаго, а въ дблителВ ироизведене небхь налуральныхь чисезь отъ 

1 до (и—Ю включительно, то есть, получится выражене, которое кожеть 

быть обозначено символомъ 

(и) 
Такь и вь самомь дВлВ оказывается, что 

(+). 

Доказанная теорема можеть во мнотихь случаяхъ облегчить также вы 
чиеслене числа сочетан!й. Такъ, ианр., число сочетаний 30 элементовъ по 27, 

30) _ с 30. , 
равное (т) улобае вычислить ко формул (>) такь какь 

30, _/ 30 1 _ (30 
(=) > вот) = ( в) 

: п п . 
$ 687. Введене символов (' я ( 5 }. Сокративь выражене, обозва- 

в 
чаемое символомь (.".). мы получимь и. По теоремВ же, доказанной БЪ 

предыдущемь параграф, должно быть: 

(1-0, 
и для того, чтобы эта теорема оставалась въ силЪ и для этого случая, жела- 

ъ 

1 

При новёркф оказывается, что примфнен!е этого символа въ такомъ 

смысл в въ другихъ случаяхь нигдф ие создаеть противорчя. 

тельно введене ствола ( } въ значении. 

По той же теорем 238 должно бы быть: 

з и 

(;) > ( о ). 

в 
Но ("). какь легко убъдиться, равняется 1. И оказывается, что и символь 

. . 
( 8) примёнимь ко всвыъ теоремамъ, относящимен кь выраженямъь вида, 

ъ 
( ), если понимать нодъ нимь 1. 
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На основаши изложеннаго мы и расширяемъ емыслъ разсматриваемыхт, 
выражен! слфдующимъ образомъ: 

Олредлене 1: (1)-=. 

Опредвлен1е 9: (1) =1. 

Такимъ же образомъ легко убфдиться, что выражение (*) должно 

означать 0, если К>н, из если &<0. 

$ 688. Сумма выражен! (") п (" 3). 

Теорема: 33° 

(8+) 

Док. Названная сумма можеть быть преобразована слфдующимъ об- 

разомь; 

(") < п ) (#1)... (® Е), и &10 #@—® 

а 1.2... т. а. ЕО = 

п(п—1) ...(и ЕП) ( и" -1)..(и—В--1) ЕК _ 

АЕ 1.9... м — 

пи ое) 
т-1 
вЫ. то оказы- Такъ какь полученное выраженте есть не что нное, хакь ( 

‘вается, что и въ самомь дВлЬ 

(16-5) 

ГЛАВА УП. 

Биномъ Ньютона. 

$ 689. Произведеше двучленовъ съ одиизковымь первымь членомъ. 
Вь $ 62 содержатся теоремы, выражающия правила возвышендя двучлена 

въ квалратъ и кубь. Теперь же мы вт, состоянш выразить и общую теорему, 
составляющую правило возввипентя двучлена во всякую степень, н доказать 
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ее для случая, котда показатель щлый и прятомь положительный. Но 

еджлаемь то и другое только послЪ того, когда найдемь это общее правило. 

Для этой цфли произведем умножен!е ряда биномозь, ииъющихт 

одинъ и тоть же первый членъ и отличающихся другь оть друга вторыми 

злепами. 
Произведен!е даухь таклхь биномовъ мы можемъ представить в» такомъ 

вид: (рае -Ке--Бе-аь. 

Продолжать же умножешя намьъ будеть удобеЪе, если мы скобки въ 

похученномь уже выражен и, равно какъ и каждую пару скобокъ въ даль- 

нвйшихь результатажь заыфиимъ вертикальною чертою слфдующимь 

образомь: 

(и ей Чае-- 

+ 

{ое-Не-о НР ав абс 
$ 96 

+ ыы 

{та (&-НБа-рое-9= 

аа -наба-абер абс 
-8 а +9 
++ 09} ава 

+5 ыы 
а 

+4 

Послёднее выражен намъ теперь слёдовало бы умножить на хе. 

Производя свачала умножене на 2, мы получили бы выражеше такото же 

вяда и съ тёми же коэффишентами, въ которомь бы тоько степень х была 

везль ка 1 выше. Члены же, получающеся отъ умноженя на е, мы должны бы 
были подписывать подь подобными или же еще лучше сразу же вставлять 
въ столбцы подобныхь членозь въ лекоикографическомь порядкф, какъ это 
уже едблано было въ лредыдущихь умножевшаяхь. Можно было бы по жела- 

ню послфдиее пронзведен!е умиокить еще на 2} ит. д. Но и изь приве- 

денныхь результатовъ умноженЕй видно, что веф многочлены, получающчеся 
оть умиоженыя ряда биномовь съ одлнаковымь первымъ членомь (д), по- 
строевы по одному и тому же закону: они всё расположены по убывающимь 
степенямь одинаковато во везхь сомпожителяхъ члена (2), при чемъ выспйй 

члеяъ воетда имфеть коэффищенть 1 и показателя, равнаго числу леремио- 

женныхь онномовъ; коэффизиенть второго члена есть сумма неравныхь чле- 
новъ (а, 5, с,...} въ сомиожителяхь: коэффищенть третьяго члека есть сумма 
вевхь произведен! этихь неравныхь членовъ, взятыхь по два; сл®дующий 
козффитщенть есть сумма вевхь произведен 8 тВхъ же членовъ, взятыхь во 
три, и т. д.; и, наконець, цоелёдый чиенъ миоточлена есть произведене 
вебхь этихь неравныхь чненовь сомножителей. 
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$ 690. Выводъ формулы для и-ой степени бинома. РаземотрЪнное 
въ предыдущемь парахрафВ произведее биномовъ превратитея въ. 

(2), если мы такихь двучленовь возьмемь п и притомъ 

а—. 

Въ такомъ случаф кооффищенть {а-Р5-е--4-|...) превратится въ пу; 

коэффишенть (а ф-Нас--аа--...)—въ сумму столькихъ слатаемыхь у?, сколько 
® членовт а, Ъ. с. 4.... допусвають сочетан!й по два, т. е., ототь кооффищенть, 

будеть равенъ б у; такимь же образомъ елфдующий козффященть пре- 

вратитея въ сумму столькихь слатаемыхь у’, сколько т же алены допу- 
. ® 

скають сочетан!й по три, т.е. вь ( У, ит. д. 

Резюмируя все сказанное, мы можемъ составить правило для возвы- 
шеня двучлена въ п-ую степень, которое должно выразиться сядующею 

формулою: 

Га-ну"- ты ++ 

рейх 
Должно, однако, зам®тить, что незле разсуждеще дожазательствомъ 

теоремы, выражаемой послфднимь равенством, считаться не можеть. Оно 
намь, строго говоря, только помогио найти въроятное правило разложеня 
стененя бинома вь миоточлень. Доказанною же для положительнаго пфлаго 
показателя мы будемь имфть право считать теорему только посл того. 

хакъь мы еправедливость ея провфримь заключещемь оть п къ п-Ё. Но 

такая провфрка можеть быть произведена, удобн%е, евли мы предварительно 
обратимь внимаше на ифкоторыя свойстза полученнаго мноточлеяа, кот 

рыя притомь важно помнить вообще. 

$ 691. И%жкоторыя свойетва поелфдняго многочлена. Вь случаъ 

положительнато пфлато п, который мы только и разсматривземъ, этотъ 
в 

многочленъ долженъ закончиться членом () У. 

: : в 
такь кань слёдующе члевы мотли бы имфть только коэффищенты (, + ‚). 

(.*.) ит. д., которые ве, какь разъяенено было въ $ 687, равняются 0. 

Вь томъ же и въ предшествующемь ему параграф было выяснено, чть 

{")- ©. "=. ее зв ло в 
дуеть, что въ названномъ многочлен первый членъ и ноелёди1Я, второй и 



предпослдиЙ, вообще каждые два члена, равно отстоящ]!е отъ крайннхъ, им®ютЪ 
всегда одинаковые коэффиц:енты, 

Вевхъ членовь въ разложен!и л-4, и въ нихь показатели буквы 2, начиная съ п, посл®дова- 

ы тельно на 1 уменьшаются, показатели же буквы у, начиная съ 0, послФдовательно на 1 увеличиваются, при чемъ 

членах остается равною в. сумма этихь показателей во всЪЁхъ 

Теорема, къ доказательству которой мы теперь можемъ перейти, извзетна подъ слфдующимъ названемъ 

$ 692. Виномъ Ньютона, 

Я И Я о аа [№220 Теорема. 

что теорема справедлива для показателя т, то есть, что Док. Допустимъ, 

В В о ы 
Умножимъ это равенство на х--у, при чемъ въ правой части напишемъ въ первой строк результать умноженя много- 

члена на х, во второй строк результать умноженя его на у, коэффищенть 1 въ двухь м%Фстахъ замЪнимЪ символомъ 

(0. 

( 0 ) и, наконець, при сложен1и подобныхъ членовъ воспользуемся теоремою 889 

(#Ну)" (Ну) = 

^н+(") "у -|- (>) д" ву + (# д" з--... -- (*') т Зуи + (") ду" -- (о | сту" 

+(° т + (7 илья +( } 3—8 уе-Е.. ‚+ (#) у + (*) зу" -- (>) у Ну" 

а А +" а" т ж—2 из--.. р "+" 2ут—1 +"; п--1 ры дну” (Г) 
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Можно уже замфтить, что полученное равенство выражаеть то же 
лравило разложен:я степени бинома въ мяогочлень, которое выражается 
равенетвомь (Г), но это станеть еще очевидн%е, если мы положимь 

ээ-НТ=, 

слФдовательно, 

т=т—1, 

и замфнимъ въ равенств® (П) »ь везд разностью я—1, ибо, произведя эту 

подетановку, мы получаемъ: 

й м "). ‚1 ”) ла, (: ЕЕ (*): а (ея + у. (угу 
ро ` —1 ка 

(ри (раи ни 

Такь какъ мы равенетво (П) получили, только умноживъ равенство [ 

на 2--у, то теперь выяснено, что доказываемая теорема справедлива для по- 
казателя т 1, если она справедлива для показателя т. Но намт извъетио, 
что теорема справедлива для похазателя 2, такъ какь 

Че ау ний (ани. 

Слдовательно, она должка быть справедливою и для показателя 3 [чго мы 

знаемъ и незаниеимо оть этого, такъ какъ, 

8 3: Е 
бои вааще 29+ (1}а9 + (ул 

будучи же справедливою для показателя 3, она должна быть справедливою 

и для показателя 4, ит. ц., 10 есть вообще для всякаго нёлаго положителе- 

наго показателя; что и требовалось доказать. 

Слвдетвт. (д—у"= 

"—() 2: ие д Вау См, 

такъ какь четныя степени отрицательныхь чисель положительны, нечетныя 
же отрицательны. 

$ 693. Обнй членъ разложения степени бинома, Если мы назовемь Т, 

первый членъ разложеня п-оЁ степени бинома х-Ру, второй членъ ФР», тре- 

ай Т.,..., ый Ть, то очевидно, что должно быть: 
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Если мы вь этомь выражени # положимъ раввыхъ 1, 2, Зпт. д., То 

получимь первый, второй, трей и т, д., вообще любой члеть разложен я. 

Поэюму эта формула называется общимъ членомъ разложеня. 

Прим чан. 

Формула для (К-ЕП-ато члена, разложевя степени бинома должна 

тласить: 

Ти =()-—^ . 

Какь боле простую на видъ, ее часто казывають общимъь членомь. 

Но вь ней нужно взять Е--1 =1, едёд., й-=0, чтобы нолучить нервый членъ, 

Х--1==2, сиёд., 1, чтобы получить второй членъ и т. д. 

$ 694. Посхбдовательное вычнелене членовь разложешя  етепени 

бинома. При разложени степени бинома въ мноточленъ вычиелене каждаго 

члена послфдняго независимо отъ предыдущихь совтавило бы лишнюю ра- 
боту, тань какь каждый члень очень просто можеть быть вычислень изъ 
предыдущего и такамь образомь дьлается ненужнымь новтореве про- 

изведенныхь уже умноженй, И въ самомъ дВл®, сравнивая между собою 

Кыйй (Е--1ый члены разложен1я, написанные въ видЪ: 

мы видимь, что такое послдовательное вычислене членовь разложеня 
одпого изъ другого возможно и заключается въ олфдующемь: 

Праввзо, Чтобы полушить члень разлооюеня степени бинома изъ преды- 
дущаго, нуоюно 65 немз показателя перваго члена бинома на 1 понизить, 

в показателя другого члена на 1 повысить, кооффищенть эюе умножить на 
полученнаго перваго показателя чь раздтьлилть на число, которое на 1 больше, 
чъмь полученный второй показатель. 

$ 695. Треугольнакъ Паекаля. Для козффитиентовь членовъ вь раз- 
ложещяхь стененей бинома можеть быть составлена слфдующая очевь 

удобная и чрезвычайно легко вычисляемая табличка, которая можеть быть 

продолжена до какого угодно показателя и которан извфетиа нодъ назва- 
немь треутольника Паскаля: 
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Покаватель сте- 

пени бннома. Кооффитуенты: 

© 1 
1 11 
2 эт 

$ 13831 

4 641 

5 1 10 1051 

8 16815 9% 1561 

Вь этой табличек каждый коэффищенть долженъ, по теорем5 239 ра- 
вияться сумм8 обоихь ближайшихь стоящихь надь нимь, почему весь 

этоть треутольникь вычисляется посредетвомь одиихь сложен. 

$ 696. Предложещя, отвосяпйяея къ суммамъ биномэльныхь козф- 

фищентовъ. 

Выражен!я вида (:) называютея бнномальными коэффищентами. 

'Нжкоторыя свойства ихъ указаны были въ $ 686, 687 и 688. При помощи же 

бином!альной теоремы [240] можно обнаружить еще слёдующия. 

Чеорема 1. Сумма абоолютныхь значеюй вефхь коэффищентовь въ 

разложени я-вой степени бниома равна 2“. 

Док. Полатая въ равенствЪ 249. 

т=у=1 

и замвняя коэффищенты 1 символами бо и () мы нолучаемъ: 

=—()+ (+) +") + 
что и требовалось доказать. 

Теорема 2. Въ разложеви я-вой степени бчвома вкакь сумма вебхь 

коэффицентовъ нечетнато порядка, такь и сумма всъхь коэффиентовь 
четнато порядка равны но абсолютной величин евоей 9". 

Док. Полагая въ равенств®, выражающемь сяфФдетые изъ теоремы 240 

6 692] 
х=у=1, 
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. К п : 
и также замъияя козффищенты 1 самволами | н (" мы находимъ: 

‚4-7. 
Перенеся же въ этомь равенств® отрицательные члены въ другую часть 

х замбнивъ части его одну другою, мы получаемъ: 

(++ +--0+6)+6) = 
Такь какь 06% суммы, которыя здесь стоять по лЪвую и по правую 

сторову оть знака равенства, вызстВ составляють 2", то каждан изъ нихь 

РЫ 
ранка 2: то веть 271, что в требовалось доказать. 

$ 697. Возвышене многочлена вЪ ехепень. Подобно тому, какь возвы- 

шее мноточленовь вт, квадрат н кубь могло производиться на основал 

теоремъ о возвышени въ эти степени двучлена [$ 242 и 167], такь вь болве 

высовя степени мкоточлень можно зозвышать, пользуясь бинозйальною 
теоремою. 

Такь, напр., 

: з 5.7 
а фро = ааа Ут. (а- фе 

7.6.5 т 6 „6. .6.5 7.8 и деве . 1478. ВАН я 7123 &—9е оз ве 15 @—5% +т@ $6 тазь-- 

17 — 350153 - 3503" —21026° 1068 — 7 -тойе- Час |... ит. д. 

ГЛАВА 1Х. 

Опред$лители. 

$ 698. Инвере и два касса нерестановокь. Въ 8 444, 445 и 446 мы 

познакомились съ происхождещемь такъ назызаемыхь опред лите- 
лей или детермивантовъ, являющихся символами для особаго рода много- 
членовъ. Теперь мы въ состояны раземотрть ихъ въ общем видЪ. Но’для 
тото, чтобы сдфлать возможнымь общее опредфлене такого рода символа, 
замъ только еще необходимо предварительно познакомиться сь нфкоторыми 
свойствами переставовокъ. 

При основиомъ порядк№ расноложензя элементовъ они слФдують одинь 
нося другото, повытаяеь. Во всякой же друтой перестановк® посл н%- 
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которыхь элементовъ слЁдують низиия. Такъ, напр., въ перестановк& 

31452 

посл элемента 8 сл®дуеть два ниашихъ, посл элементовъ 4 и 5 но одному 

низшему. Всего въ разсматриваемой перестановк® такихъ елучаевъ посл$- 
довательноети отъ высщато элемента нь низшему 4, что выражають тажже, 
товоря, что въ этой перестановкб имфется 4 инверс{и, 

Опредлене 1. Инзерыею называется всявй случай, что въ переста- 

ПовВЕЗ высцИЙ элементь стоить раньше пизшато. 

Опредёлеше 3. Смотря по тому, содержить ли перестановка четное 

число (включая 0) ниверейй ини нечетное, она называется нерестановкою 

перваго (зетнаго) или второго (нечетнахо) класса. 

$ 699. ЗамЪва въ перестановкВ 2 элементовъ другъ другомъ. 

Теорема. Вь случаВ зам®ны 2 элементовь другь друтомь перестановка, 

перваго клаеса превращается въ перестановку второго класса, и раобороть. 

Док. Ясно, что при ззыВнЪ двухь сосфднихь элементовь другь 

другомъ число инвереЙ изизняетея на одну. Вели въ перестановк®В 

48315687 

подчеркнутые элемелты нужно поставить каждый на мФето другого, то 

этого можно достигнуть, переставинъ 3 виередь за Т, за 5, за 6 и за 8, а 8 на- 

задъь 8 6, за 5 и за 1. Такъ мы ридимъ, что при постеменномь перемфщени 

ва указанное мЪсто элемента 8 два соефднихь элемеята придется зам нить 

другь друтомь однимь разомъ меньше, чмь при ностепенномъ передвизже- 
в впередь элемента 3. 

Такимь же образомь вообще, если два элемента нужно переставить 

ниждый на мЪсто друтого и для этого приходится первый поел довательно 

передвинуть вцередь & разь, то друтой остается перемфетить послфдова- 

тельно назадь (#—1) разъ, такь что при всемь этомь продессв приходитея 

дна сосфдне элемента замфнить другь другомь (2—1), т. е. нечетное число 

разь. Но настолько же, значять на нечетное число, при этомъ измфняется 
чиело инверсй. А изъ этого и ел8дуеть справедливость утвержден. 

$ 700. Число порестановокъ того и другого Елзеса. 

Теорема. Перестановокь перваго класса всегда столько 2е, сколько 
перестановокъ второго класса. 

Барховъ. Ружоводотво алгебры, 58 
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Док. ВсЪ перестановки данныхь элементовъ можно получить ие только 

способомъ, описанным въ $ 675, но также м®няя кажкый разъ мёота только 

двухь элементовъ. При этомъ перестановки должны велеЁй разъ превра- 

щаться четная въ нечетную, и наобороть. А изъ этого и слфдуеть справедли- 

вость утверждешя, такъ какъ чиело вефхъ перестановокъ, которыял мозкно 

образовать изъ данныхь элементовъ, всегда четние. 

$ 701. Опредьлене опредлителя. Этимъ опредёлещемь, которое мы 

здьсь даемъ, и выражается общий закояъ составленя мяогочленовъ, о ко- 

торыхъ говорилоевь въ $$ 444—447, и на закономВрность образованЁя кото- 

рыхь указывалось въ раземотрфнныхь тамъ случаяхь. 

Фнредвлене. Опредвхитель л- взаго порядка: 

в В: 1, >: 
я Ва 12 у» 
аз Вз 1 Уз 

вт 
состоящЕЯ всегда изъ и? элементовъ, обозначаеть 

многочленъ, каждый членъ которать есть про- 
изведенте я изъ этихъ элементов, взятых не 

премф но изъ разныхь строкъ и разныхъ стол б- 
цовъ, н иметь передъ собою знакъ + или —, емо- 

тря по тому, являютел ли въ немъ указатели 

четною или нечетною перестановкою чисельъ 

123... п, при алфавитномъ порядк% буквъ. 

Разложене опредфлителя въ многочленъ удобн%е всего начать съ про- 
изведеня элементовь, расположенныхь по д1атовали, т. е. съ члена 

За. 

называемаго д1агональнымьъ илиглавны мъ. Чтобы въ осталь- 
ныхъ членахъ встрёчались мнозжкителями элементы непремфнно изъ разныто 
строкъ (горизонтальныхь рядовъ) и фазныхь столбцовъ (вертикальныхь 
рядовъ), не должно допускать ни въ одномь изь нихъ ни новторен!я буквъ, 
ни повтореня указателей. 

Будуть получены во члены раэложеня, когда будуть образованы ве 
нерестановки указателей безь измьненя порядка расположешя буквъ. 

Сивдетье. Въ разложеши опредфлителя и! членовъ и, если окь с9- 
стоить только изъ положительныхь элементовъ, то столько же члевовъ 1по- 
ложительныхь, сколько и отрицательныхь. 
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$ 702. Теорема. Величина опредфлителя не измфиитен, еела мы его 

«троки сдЪлаемъ етолбцамн, а столбды строками. 

Док. Во тЬ же члены, которые получаются оть образован я въ 
агональномь членф везхь перестановокь указателей безъ измфнешя 

порядка расположеня буквъ, получатся н въ томъ случа, только въ иномъ 

порядЕЪ, когда мы въ этомъь датональномъ член8 образуемъ вов нереста- 

новки буквъ, удерживая натуральный рядъ указателей. Изъ этого слфлуеть. 

что опредвлитель можеть быть разложенъ въ многочлен п этимь послёл- 
нимъ ©1060бомъ, ранносильнымь разложенпо его въ многочленъь иервымъ 

спогобомь посл предварительнаго превращентя его строкь въ столбцы. 

& столбщовъ въ строки. ОлФдовательно, и въ самомъ дЬлЪ. какь утвер- 
„ждавтея теоремою: 

а с 21 9 98. 
аа Ва с Ва В вв. Вы 
аз Ва о ив... 

а, Вто: м У еж 

$ 708. Теорема. При замВн® въ опредфлител® двухъ столбновь или 

двухь строкъ другь друтомь мёняется только знакъ опредфлителя, абсо- 

лютная же величина его не измфвяется. 

Док. Если мы въ опредфлителЬ поставимь два столбца одннъ на мвего 
другого или дв строки одну на мЪсто другой, то въ дагональномь членв 

пройзойдеть замВиа двухь элементовъ другъ другомъ. Но велфдетве этого, 

тю теорем, доказанной въ $ 699, перестановка зателей въ названномт, 
главномь член разложешя опредфлителя превратится изъ четной въ не- 

четную, а вмфотЬ съ т6мь перемфнится и знакъ церваго члена. А такь какъ 

изь него образуются чрезь указанныя выше перестановки ве остальные 

‘члены разложевуя, то м5няются и ихь знаки, т. е., мВняется знакъ всего 

опредвлителя безъ измненн абсолютнаго значеня его. что и требовалось 

доказать. 

$ 704. Теорема. Опредблитель, въ которомь совершенно одинаковы 
между собою два столбца или дв строки, равенъ 0. 

Док. Если вь опредблителВ два столбца или двЪ строки совершенно 

одинаковы между собою, то при замфи® этихъ схолбцовъ или строкъ другь 
другомъ вичего въ немъ не измфнится. Между тВыъ, по предыдущей теорем$. 

въ опредфлителв при этомъ должна произойти перем$на знака. То есть. 

58* 
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если мы буквою О обозначимь значене такого опред$лителя, то должно 

быть: 

о=— В. 

отсюда же стёдуеть, что 

20=0, 

значить, что и вЪ самомь дЪлВ 

=0. 

$ 705. Разложеве опрехфлитезя по элементамъ рада. Такь какь 

въ каждомъ член разложеня опредфлителя лолженъ вотрёчаться множи- 

телем одинъ, и только одинъ, элементь котораго-нибудь произвольнато. 

ряда (г. е. строки или етолбца), то ве члены разложешя можно располо- 

жить по элементамь этото поелдняго, вынеся послёдовательно каждый 

изъ этихь элемевтовъ множителемь за скобки изъ возхъ члевовъ, эЪ ното- 

рыхь онь встрЬчается. Расположенное такимъ образомь по элементамъ, 

вапр., первой отроки, разложене опредёлителя должно имфть видь: 

Р=аА ВВ, С... НМ 

пря такомъ же расположеши по элементамъ третьяго столбца это разложене 
будеть имть видъ: 

Пасиб Еуьб + 0, 
а при расположен по элементамь #-0й строки видь: 

а, А, 8, В, ЛЬ СЕ... -.Мь, 

тд А,, В;, Сь. Сь...., Аь, В, С, и т. д. обозивмають мноточлены, полу- 

чающеся въ скобкахь посл указанныхь выиесенй за нихъ общихь 

множителей. По опредвлению детерминанта мЕоточлень 4, не колженъ 

содержать ни одного элемента ‘первой строки и перваго столбца, мното- 
членъ Вз ни одного элемента третьей строки и второго столбща и т. д., 
вообще мноточлень Г, ни одного элемента &-ой строки и Г-аго столба. 

Слдовательно, А; долженъ быть многочленъ, каждый члепь котораго 
веть произведене (я—1) изъ остальныхь элементовъ опредфнителя Р, 
т. в., 4: веть опредвлитель (и-—1)-аго порядка, получающейсн изъ опредфли- 
теля Р, если въ поснфдиемь будуть вычеркнуты первая строка и первый 
столбец. 

Равнымь образомь должеть быть вообще Г, опредЪлитель (я—1)-аго 
порядка, получающийся изъ опредвлителя Р чрезт, вычеркивая:е К-0й строки. 
и Гаго столбца, ео знакомъ, который можеть быть опредьлень слВдующимь 
образомъ. 

Въ опредвлителв Ш’ элементь №, можеть быть перенесень на мото 

элемента а.. Достаточно для этого черенестя $-ую строку, поелфдовательно 
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переставляя ее съ предыдущей, на м$сто первой строки и тавкимъ же обра- 
зомъ ый столбець на м%сто первато. Такъ какь при каждомь такомъ пере- 
ивщени м5няется знакъь опредфлителя и перембщенй везхъь нужно для 

указанной цфли едфълать &_1--Р 1, то знакь опредёлителя поел® эгого 

будеть тоть же, который иметь (—1)*+—2 или, что то же самое, {—1)**' 
Олфдовательно, знань послВдяяго выражен]я будеть и енакъ опредёлителя 

Ть, т.е. вомножителя, на котораго при разложени детерминанта Р по эле- 
нентамъ Ай строки и Гаго столбца умножается элементь, находящийся 
въ обоихь этихь рядахъ. 

`Цо этому правилу должны имЪть А; знань +, Ази В, знакь —, Азия С, 
знакБ ит. Д., то есть, при разложени опредфлителя и-аго порядка но 
элементамь какого-либо ряда знаки опредфлителей (я—1)-8то порядка, 

ва которыхь умнождются эти элементы, чередуются [ср. $ 446 и 446]. 

Мы будемь имЪть правило разложешя опредёлителя въ мноточленъ 

изложеннымь здёсь способомь, если мы результать, къ которому мы пря- 
шли резюмируемь слёдующимь образомь: 

Опред®лен. Слабженный знакомь (—1)**' опредфлитель Г,, полу- 
заемый чрезъ вычеркиване #-ой строки и Гаго столбца даннаго опредёли- 

теля, называется его миноромъ (или субдетерминантомь), соот- 
вътетвующимъ элементу _», стоящему ка мЪстВ пересфченя 

названныхь рядовъ. 

Теорема. Опредфлитель равень сумм произведенйЙ элементовь ряда 

на соотиФтетвуюние имъ миноры. 

Примры. 

мыс | 
Е В» 62, [ные | ыыы 
| 43 ва 63 у 

+ а 63 |. аз В: | 

т. аз | | зв: 

2) Приводимый ниже опредёлитель четвертато порядка разхатаетея 

но элементамь послвдняго столбца стБдующимь образомь: 

| аа ве | зв 61 
ааа | №. вы | + 
| ва Ва са Ча маса 

а | | м в 1 | щы а | 
ава | —& Газ В, са | +4. | да В ва 

7 @4 Ва ба | аа | 1 43 В; 63 
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Зотр5чающеся здЁсь опредьлители З-ьято порядка разлатаются, 

какь въ предыдущемь примёрЪ, посл чего получаются ве 24 элена разло- 

жентя даннаго опредёлителя. 

$ 706. Теорема. Сумма произведешй элементовь ряда на мижоры со- 

отвётетвенныхь олементовъ параллельнаго ряда равна 0. 

Док. Если бы въ опредёлителв &-зя строка оказалась вполн® оди- 

наковою съ какою-либо друтою, напр., #-ою, то онъ по теорем$, доказанной 

въ $ 704, быль бы равенъ 0, а потому и выражене. 

Реал, Вь В Нь бр. № 

должно сдёлаться равнымь 0, вели мы въ немъ множителей аь„ВьДь,--- 

замбнимь соотв тетвенными элементами какой-либо другой строки, напр. 

элементами я», В». Та; -.. ‚Зв, ТАКЪ что Должно быть: 

аль -ЕВЬВ,НТЬб Ем. 
Развнымь образомь и выражеше, указывающее разложеше опредёди- 

теля по элементамь столбца, будеть равно 0, если въ немъ элементы этого 
столбца окажутся соотв тетвенно умиоженными на миноры, соотвфтетвую- 

ие не этому, а другому какому-либо стоябщу. Такъ, напр., должно быть: 

8181 -85В:--8Вз--...-+8,В.=0. 

$ 707. Общее решен е опредвяенной системы линейныхт, уравненй. 

ПослВдняя теорема дфлаегь возможнымь достижене тлавной цёли, 
прествдуемой этой глалою, а именно нахождене общато рёшен1я опредфлен- 

кой системы лянейныхь уравненй. 

Это р®шен1е можеть быть вырэжено едфдующимь образомь: 

Теорема. Всякое неиавЪстное опредфленкой системы линейныхь 

уравнен! равно частному, двлитель которато ееть опредёлитель, имбющй 
элементами веб кооффиненты вофхъ неизвфотныхь въ ордянарномь порядк® 
ихь, дёлимое же опредёлитель, отличающЕйся отъ дёлимаго только столб- 
цомъ, содержащимь ноэффищенты вычисляемато неизвЪетнато, нмфя въ 
немъ элементами свободные члены вмфото этихь коэффишентовь. 

Док. Положимь, что въ систем, о которой говорится въ теорем, 
п неизвветных». п изобраяиыъ ее въ такомъ видЪ: 

Ва Нь. Ру, =ерь 
ана Ве, Нота... т,=рь 
дут Ваз - Лада... РУзтьгЕру 

ое лана... Руль. 
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Если мы эти уравнен1я умножимъ по порядку на опредфленные въ $705 

миноры А,, А», Ах,..., А, и сложимъ зал®мь преобразованныя такимт, обра- 

зомь уравненн, то въ получающемея уравнения у 2 окажется коэффищен- 

томъ разложенный по элементамь первато столбца опредЪлитель 0, ииёюцщий 

элементами вс в коэффищентовь вебхь иеизвфетвыхь, у остальныхь не- 

извфетныхь будуть вкоэффищентами суммы кроизведенй, которыя, по 

предыдущей теоремВ, вс должиы быть равны 0, и, наконедъ, правую часть 

составить многочлень, который есть не что иное, какъ разложеше по эле- 
ментамъ перваго столбца опредвлателя, отличающагося оть О только этимъ 
столбцомъ, имя въ немъ элементами свободные члены ру, фл, рз--. „Рь 
вмБето дз, Ча, Яз,..-би- 

Хакимъ образомь поередствомь описаннаго пруема, являющагося обобще- 
н!емъ способа, изложеннаго въ $ 441, веЪ неизвЪстныя, кромф 21, оказались 
исключенныхн. Для цензвЪотнаго же 2, получается: 

ыы... 
ра В» Ть | 
Рз Вз Тз эз 

нее | 
ФВ» =! 

#,=> 

| 9..9 
Я: рз Та уз 

| 93 Вэ 7з \з 

| бы Вы. -- 

Совершенно такимъ же образомь окажутся исключенными всф неизв%ет- 

ныя, кром® ха, если мы уравнещн системы умножимъ по порядку на миноры 

Вь Вь, В, ..., В, $ 105] и зат6чь ихь сложимъ. Для неизвфетнаго же 2» 
этимь способомъ получится такая же дробь, какь и для ша, и сь тыь же 

знаменателемь, но съ опредъхитедемь въ качеств числителя, отличающимся 
оть знаменателя вторымь столбцомь, имВя въ немъ элементами свободные 

члены ф;, ро’ Рз,.. р» ВМЪето Вл, Вы, Вз,.-. В». 
Для нахождения нензвфетнаго хз нужно сложить умноженныя по по- 

Тадку на миноры Су, Сз, Сз,....С„ уравневя системы, и такимъ же образомь 

могуть быть найдены и остальных неизвфетныя, при чемь и ддя вефхъ этихь 

неязвЪетныхь получатся тавя именно выражен1я, каз]я найти требовалось 

утвержденемъ. 



— 840 — 

"Рашеня системъ въ $$ 444, 445 и 446 являются частными случазми по- 

лученнаго теперь общаго рёщен1я. Особенно удобнымь дфлается примне- 

не этого общаго правила къ рышен!ю сиетемь, если при вычиолеви опре- 

дьлителей пользоваться нфкоторымя теоремами объ опредёлителяхь и пре- 
образовашяхь ихь ‚которыя мы ниже и приводимъ. 

$ 708. Сибдетвн изъ теоремы, доказанной въ $ 705. 

1. Если ве элементы какого-либо ряда въ опредфлител суть нули. то 

и опредёлитель ревень нузю. 

2. Если въ опредълителВ вс элементы ряда равны 0 кромВ одного А», 

то опредёлитель равень А», т. е. произведению этого элемента на соот- 
вЪтствуюцщий ему микоръ. 

3. Общий множитель вофхъ элементовъ ряда есть также общий множи- 

тель веего опредёлителя. 

Напр.: 

| а ‘афе' 
} а | 4е} 

15 5 1Е 

$ 708. Теорема. Опредфлитель, въ которомъ каждый элементъ какого- 
либо ряда есть даучленная сумма, равень сумм двухь опредёлителей, 
отличающихся оть перваго только этимь рядомь, имя въ немъ одянъ 
элементами одинъ радь слатаемыхь въ упомянутыхт, двучиенахь, другой 
элементами другой рядь этихь слагаемыхь. 

„, 

ы 

м 

ж% 

И ел 
1 а 

т \ 

е\ 
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Док. По теоремВ о разложени опредфлителя по элементамь ряда 
в 705] данный опредвлитель можетъ быть развернуть въ слфдующий много- 
членъ: 

О-ва) А-В. ВО ВЕН ь--ТЫСЬ+.. НЫ. 

А этоть поелфдый можеть быть иреобразовань еще такимъ образомь: 

О-о, АВВ, ьС, 1... МА, ЕВ, НИС... НМ. 

'Цослфднее же выражене равно, на основан! той же теоремы, сумм$ 

обонхь опредфнителей въ правой чаети утверждаемаго равенетва, изъ 

чего и видна справедливость утвержденя. 

710. Теорема. Если къ элементамь ряда прибавить умноженные на 

одного и того же множителя соотв тотвенные элементы параллельнаго ряда, 
то величина опредфлителя оть этого ве измфнится. 

Док. Если мы въ данномь опредфлител$ Р прибакимъ кь элементамь 

{ой строки унноженные на ® элементы #-30й строки, назовемь Е дегерия- 

нанть, получающея велфдетв1е такого преобраеованя, и разложимъ 

послЬдя1И по элементамь его &-ой строки, то находямь: 

Е —(аь та) Аь-Н ть) ВЬ (ды -тль)бЬ +... бт Мь, 

а отсюда посредотвомь очень простого преобразовая: 

Е, А-В, В -1ьбь +... М Нщаь Ак -ЕВЬВЕ-Нтьбь-...Нь М. 

Но по теоремВ, доказанной въ $ 706, выражене, заключенное въ по- 

сяёдея скобки, должно равняться 0. 

Олвдовательно, и дёйствительно, какь утверждалось, 

Е=р. 

Такимь же образомь доказывается и для столбцовъ допустимость 

указаннаго теоремою преобразованя опредёлителя. 

$ т. Замфчаюя объ упрошетяхь нри вычислени значеныя опре- 

дЪлитежя. Нанудобыизйшй способъ вычислен:я опредфлителя состоить въ 

чакомъ примфнешя послдней теоремы, ири которомъ вс элементы какого- 

либо ряд, кромВ одного, превращаются эъ 0. Посл диее достигается легко, 

если въ рядб вотрЬчается элементь 1. Если же такого элемента ни въ од- 
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иомъ рядф не имется, то при помоши той же теоремы этого веетда можно 

достигнуть. Описаннымь снособомь мы вычислеше опредфлителя п-аго 

порядка можемь при помощи 2-ато предложешя въ $ 708 привести къ вы- 

численно опредфлителя ("—1-ато) порядка. Продолжая же этоть эремь, 

мы постепенно дойдемь до онредфлителя 2-ато порядка, значене которато 

вычиеляетея совершенно легко. 

$ 712. Примфры_ 

Задача 1. 

Рашить систему уравнен!й. 

| 82—2у-52—9 
202-+-8у--8=18 
| вебе. 

Рюшенле. 

По теорем, доказанной въ $ 707. 

92 5 

16 3—8 

5 

== — 

8—2 5 

20 3-3 

5—5 17| 

Опредьлитель, составляющий дёлимое этого выраженя, можеть быть 
вычиолевъ при помощи слЪдующихь иреобразованй. 

Назвавъ его 4 и прибавивъ второй столбещь его къ третьему, мы по- 
плучаемь: у 
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Теперь вычтемь первый столбець, предварительно умноженный на 5.. 

изь второго, и тоть же столбець, умпоженный на 2, прибавимъ къ третьему: 

3 да 

А=| 16 —7 82 
} 

| 1 оо 

Отсюла же мы по 2-ому предложензю въ $ 708 имЪемь: 

А=( 1. с. 
-—47 31 

—47 32 

47 21 3- дложени НС. | и | [8-е нее въ 

=47 . 32—71. 21=—411$. 

Опредфлитель же, составляюнИЙ дфлителя выражевя дли х, можеть. 

быть вычисленъ тавимъ образомъ: 

Назвавъ его В, прибавимтъ второй столбецъ его къ первому и третьему 

{чтобы уменьшить числа въ послЁднемь и добыть элементь 1 въ первомъ. 

етолбц%): 

| 8—2 

В=! 28 30 
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Прибавивъ здфеь первый столбецщь, умноженный на 5, ко второму. 

и вычтя тоть же столбець, умноженный на 2, изь третьяго, мы находимъ: 

Г6 98 —9| 

| 
В= . 28 18 —46 

10 о 
а отсюда: 
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=—8(14 . 46—59. 9) 
=—2. 118. 
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Слдовательно, 

Назвавъ дёлимое въ этомъ выражени В и вычтя въ этом опредёлител 

первый столбець изъ третьяю, мы получаемъ: 

ви 

'Прибавивъ здЪсь второй столбець кь третьему, а затБмь умиоживъ его. 

+ще на 8 и прябавивъ къ первому, мы находямь: 

2 9 68| 
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оно 

хткуда 

| 2 6 11 в: 
В=—18 4—0. | }=2. ‘ 

16-7 | 58 т: 

—2. [81. -1)—58.6]=—9. 565= —10 _ 118. 

СлБдовательно, 

0.123 

2.113 
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Наконець, для третьяго неизв%етнато мы имфемъ: 

Еели мы дфлимое въ этомь выражен назовемь С'и въ опредфлителЪ, 

соетавляющемь это дФлнмое, прибавимъ второй столбець къ первому, то 

получаемь: 

во 9 

1 В 

С= | 23 3 16. 

5—1 

Прибавивь же теперь первый столбець къ третьему, умноживъ его 

кром8 того еще на 5 и прибавивъ ват мъ ко —`7рому, мы ваходимъ: 

С=! 28 118 39 

а отсюда 
{ 28 15 

С=Н 1.) 
118 39 

14 5 
—2.3. ==6 . (14.18—59 .5)=—6. 08. 

59 13 

Олъдовательно, 

—6. 13 
8. 

—2. 113 

Прим Е чан! е. 

На практик такого рода преобразовая опредфлителей, как мы эдЪеь 

показали, упрощаются т8мь, чю можно и не писать цфликомь воякаго 
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новаго опредвлителя, равнаго прежнему, а достаточно вычеркивать изы- 

вяемые прежн!е элементы и замфнять ихъ получаемымн новыми. 

Задача 2. 

Ршить систему уравненй 

1е--чу— 9-5 =4 

85-5 --82—15%—90 
] Эх Тиби = 

зу Ш Ни= 
в 
Ра 

Риишене. 

Если мы дегерминанть, имЪющИЙ элементами ве коэффищенты неиа- 

вфстныхь, назовемь В, и буквами А, В, Си Р обозначимь детерминанты, 

получающеся изь онредёлителя В чрезь соотвфтетвующую замфну въ 

немъ коэффицентонь неизвёстныхь 2, у, 2 и и данными въ правой чаети 

уравнешй числами, то значеня веизвфстныхь будуть: 

_4 

Е 
_ В 

к 
С „=0 
В 
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Вычислене опредфлитехя 4 произведемъ, ирибавляя сначала первую 
хтроку къ третьей, умиожая ее кромё того на 5 и вычитая зат%мъ изъ второй. 

Такъ мы получаемъ; 

® | А Е А | 
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Вычтя въ послёднемъь опредфлителв умноженную на 20 чегвертую 
<троку изь первой, мы получаемъ: 

| 9 —56 24 —215 | 

4- | 0—5 53—50 | 

оз в 30| 
| ; 
г ви ц 5 

а отсюда: 

| - 58 эт 5 | 
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Вычтя еще утроевный первый столбець изт, второго и вынеея множи- 

теля—1 изъ третьяго столбца 

ходим: 
множителемь передъ детерминанть, мы на- 

| зап! 
| 

| 5 8 8 

1—2—2 | 

Такъ какъ вь послВдиемь опредьлителЬ второй и трет! столбець со- 

вершенно одинаковы, то онъ „) по теоремЪ, доказанной въ $ 704, должень 

равняться 0. Опредёлитель же Е по вычислен его оказывается не развнымъо. 

СлЪдовахельно, 

#=0. 
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Какь обыкновенно при ршени системы численныхь уравнев!й, такь 

и здЪеь, удобнфе находить остальныя неизвфотныя не путемь вычисленя 

опредфлителей, получаемыхт, по общему правилу (въ данцомъ случа опре- 

дьлителей В, С, Р), а подотавивь полученное уже значене неизвЪстнато 

зъ соотвфтетвукицее число уравнений данной системы {въ данномъ случа® 
въ 3) я рёшая затВиъ такныъ же способомъ новую систему, а затЪмъ такнмь 

же образомь вистему, въ которой еще однимь ививзфетнымь меньше, и т. д. 
Опредъливь тВмъ лн или другимь способомъ значеня остальных 

воизввотныхь данной системы, мы находныъ: 
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